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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ 1

Ïðåäèñëîâèå
Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü

èãðàþò íåëîêàëüíûå ïðîáëåìû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òåõ
èëè èíûõ êëàññîâ ðåøåíèé. Ýòîìó íàïðàâëåíèèþ ïðèíàäëåæèò íàñòîÿ-
ùàÿ ðàáîòà, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðàíåå ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ëèøü äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè è ïî÷òè ïåðè-
îäè÷íîñòè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ðÿäîì àâòîðîâ (ñì. íàïðèìåð [6, 7, 8])
ïîëó÷åíû îòäåëüíûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî óêàçàííàÿ çàäà÷à
íå ïîëó÷èëà äîñòàòî÷íî ïîëíîãî ðåøåíèÿ è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå
ðàçðàáîòàíà ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Èñïîëüçîâàí-
íûå â ýòèõ ðàáîòàõ ìåòîäû íîñÿò ÷àñòíûé õàðàêòåð è ïðèìåíèìû ëèøü
â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ-
÷àþùàÿ â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, è âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè
è ïî÷òè ïåðèîäì÷íîñòè. Èñïîëüçîâàííûé ïðè ýòîì ìåòîä îñíîâàí íà
ðåçóëüòàòàõ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèìåíèìû
äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà. Èç ïîëó÷åííûõ â
äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàþò, â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå ôàêòû äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîö ïåðèîäè÷íîñòè è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè óñèëèâàþùèå â
ðÿäå ñëó÷àåâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçàííûå ðàíåå äðóãèìè
àâòîðàìè.





Ãëàâà 1

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó
äâèæåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ïóñòü X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, I ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë.
Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ (ñì. [1]) íà-

çûâàþò ôóíêöèþ q = f(p, t), êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå p ïðîñòðàíñòâà X è
êàæäîìó äåñòâèòåëüíîìó ÷èñëó t ∈ I ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåí-
íóþ òî÷êó q ∈ X è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1.1 Íà÷àëüíîå óñëîâèå: f(p, 0) = p äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X;
2.1 Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ:

lim
p→p0, t→t0

f(p, t) = f(p0, t0);

3.1 Ñâîéòâî ãðóïïû: f(f(p, t1), t2) = f(p, t1 + t2) äëÿ ëþáîé òî÷êè
p ∈ X è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåët1 t2.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åïíèÿ: I+ = [0, +∞), f(A,K) = {f(x, t) :
x ∈ A, t ∈ K} ïðè ëþáûõ A ⊆ X, K ⊆ I, ΣA = f(A, I), Σ+

A = f(A, I+).
Ôóíêöèÿ f(p, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì p íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, à ìíî-

æåñòâî f(p, I) íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé ýòîãî äâèæåíèÿ. Ìíîæåñòâî f(p,
I+) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé, èñõîäÿùåé èç òî÷êè p.

Òî÷êà p è äâèæåíèå f(p, t) íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó
(óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) è îáîçíà÷à-
åòñÿ óñò. L (óñò. L+), åñëè çàìûêàíèå Σp (Σ+

p ) òðàåêòîðèè f(p, I) (ïîëó-
òðàåêòîðèè f(p, I+)) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Òî÷êó q íàçûâàþò ω (α)-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ f(p, t), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ (−∞)
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ {f(p, tn)} òî÷êè p ñòðå-
ìèòñÿ ê q.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω (α)-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ f(p, t) îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Ωp (Ap) è íàçûâàåòñÿ ω (α)-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ýòîãî
äâèæåíèÿ.

Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàþò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà B è îáîçíà÷àþò
ð.óñò.Ë+B, åñëè A ⊆ B è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0,

3
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÷òî êàê òîëüêî ρ(p, q) < δ, p ∈ A, q ∈ B è t ∈ I+, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(1.1.1) ρ(f(p, t), f(q, t)) < ε.

Òî÷êè p è q íàçûâàþòñÿ ïðîêñèìàëüíûìè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,
åñëè inf

t≥0
ρ(f(p, t), f(q, t)) = 0 , òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{tn} ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞ ρ(f(p, tn), f(q, tn)) = 0 .

Òî÷êà p è äâèæåíèå f(p, t) íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Ïóàññîíó â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è îáîçíà÷àþò óñò.P+, åñëè p ∈ Ωp.

Òî÷êà p è äâèæåíèå f(p, t) íàçûâàþòñÿ τ (τ > 0)-ïåðèîäè÷åñêèì,
åñëè f(p, τ) = p è ïîñòîÿííûì, åñëè îíè τ ïåðèîäè÷íû ïðè ëþáîì τ ∈ I.

×èñëî τ ∈ I íàçûâàåòñÿ ε ñìåùåíèåì (ïî÷òè ïåðèîäîì) òî÷êè p è
äâèæåíèÿ f(p, t), åñëè ρ(f(p, τ), p) < ε (ρ(f(p, t + τ), f(p, t) < ε ïðè âñåõ
t ∈ I).

Òî÷êà p è äâèæåíèå f(p, t) íàçûâàþòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíûì (ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèì), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî l > 0 òàêîå, ÷òî
íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l, íàéäåòñÿ ε-ñìåùåíèå (ïî÷òè ïåðèîä) òî÷êè p
è äâèæåíèÿ f(p, t).

Òî÷êà p è äâèæåíèå f(p, t) íàçûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè, åñëè îíè
óñò.L è ïî÷òè ðåêóððåíòíû.

Ïóñòü (X, f) è (Y, g) äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Íåïðåðûâíîå îòî-
áðàæåíèå h ïðîñòðàíñòâà X íà Y íàçûâàþò ãîìîìîðôèçì (X, f) íà
(Y, g), åñëè h(f(x, t)) = g(h(x), t)) ïðè âñåõ x ∈ X è t ∈ I.

Ïóñòü t ∈ I. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f t : X 7→ X ðàâåíñòâîì f t(x) =
f(x, t). Åñëè K ⊆ X, òî ïîëîæèì E(K,X) = {f t : t ∈ K}, ÷åðòî÷êîé
îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â XX .

1.2. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ â
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

Òî÷êó x è äâèæåíèå f(x, t) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûì (ïå-
ðèîäè÷åñêèì, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, ðåêóððåíòíûì, óñòîé÷èâûì ïî Ïó-
àññîíó), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ (ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ, ðåêóððåíòíàÿ, óñòîé÷èâàÿ ïî Ïóàññîíó) òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî
(1.2.2) lim

t→+∞ ρ(f(x, t), f(p, t)) = 0.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x ∈ X áûëà àñèìïòîòè-
÷åñêè ïîñòîÿííîé (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà óñò. L+, f(x, I+) ð.óñò.Ë+f(x, I+) è
Ωx ñîâïàäàëî ñ òî÷êîé ïîêîÿ (ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêàíèåì
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííà (ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà), òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
(ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ) òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (1.2.2). Èç (1.2.2) ñëåäóåò, ÷òî óñò.L+ è Ωx = Ωp = Σp. Òàêèì
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îáðàçîì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî f(x, I+) ð. óñò. Ë+f(x, I+). Èç ðàâåíñòâà
(1.2.2) è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè p ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäóòñÿ ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l
íàéäåòñÿ ÷èñëî τ äëÿ êîòîðîãî
(1.2.3) ρ(f(x, t), f(p, t)) < ε

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
Ïóñòü ε > 0. Èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà ε/3 íàéäåòñÿ

ïàðà ÷èñåë β(ε/3) è l(ε/3) òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l(ε/3)
íàéäåòñÿ ÷èñëî τ äëÿ êîòîðîãî
(1.2.4) ρ(f(x, t), f(p, t)) < ε/3

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β. Â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Σ+
x èíòåãðàëüíàÿ

íåïðåðûâíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå γ(ε),
÷òî äëÿ ëþáûõ x1 è x2 ∈ Σ+

x èç íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < γ ñëåäóåò
(1.2.5) ρ(f(x1, t), f(x2, t)) < ε/3

ïðè âñåõ β ≤ t ≤ β + l. Çàìåòèì, ÷òî γ ìîæíî âûáðàòü ìåíüøå ε.
Ïóñòü x1 è x2 ∈ f(x, I+), òî åñòü xi = f(x, ti) (i = 1, 2 è ti ≥ 0), òîãäà

ρ(f(x1, t), f(x2, t) ≤ ρ(f(x1, t + τ), f(x1, t)+

ρ(f(x1, t + τ), f(x2, t + τ) + ρ(f(x2, t + τ), f(x2, t).
Âûáåðåì τ ∈ [β− t, β− t + l], òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, èç (1.2.4)
è (1.2.5) ñëåäóåò
(1.2.6) ρ(f(x1, t), f(x2, t)) < ε

ïðè âñåõ t ≥ β. Â ñèëó èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè íà äëÿ ÷èñåë β è
γ (γ < ε) ìîæíî âûáðàòü δ < γ òàê, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < δ
(x1 è x2 ∈ Σ+

x ) ñëåäîâàëî
(1.2.7) ρ(f(x1, t), f(x2, t)) < ε

ïðè âñåõ t ∈ [0, β]. Ïóñòü òåïåðü ρ(x1, x2) < δ (x1, x2 ∈ f(x, I+), δ < γ < ε)
è t ∈ I+, òîãäà ρ(f(x1, t), f(x2, t)) < ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x óñò.L+, f(x, I+) ð.óñò.Ë+f(x, I+) è Ωx ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé ïîêîÿ (ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêàíèåì ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè). Ñîãëàñíî Ëåììå 6.4 èç [2], ñóùåñòâóåò òî÷êà
p ∈ Ωx òàêàÿ, ÷òî x è p ïðîêñèìàëüíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò tn → +∞
òàêàÿ, ÷òî
(1.2.8) lim

n→+∞ ρ(f(x, tn), f(p, tn)) = 0.

Èç óñò.L+ òî÷êè x è ð.óñò.Ë+f(x, I+) ìíîæåñòâà f(x, I+) ñëåäóåò, ÷òî Σ+
x

ð.óñò.Ë+Σ+
x . Èç óñò.Ë+Σ+

x ìíîæåñòâà Σ+
x è ðàâåíñòâà (1.2.8) âûòåêàåò

ðàâåíñòâî (1.2.2). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Òåîðåìà 1.2.2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû
(1) Òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
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(2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0,
÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.1.39) ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.

(3) Òî÷êà x óñò. L+ è f(x, I+) ð. óñò. Ë+f(x, I+).
(4) Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ èç íåå ìîæíî

âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {f (x, tkn)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî (1) → (2) ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
Òåîðåìû 1.2.1.

Ïîêàæåì, ÷òî (2) → (3). Èç (2) ñëåäóåò ÷òî òî÷êà x óñò.L+. Â ñàìîì
äåëå. Ïóñòü ε > 0, äëÿ ÷èñëà ε/2 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0,
÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ äëÿ êîòîðîãî

(1.2.9) ρ(f(x, t), f(x, t + τ)) < ε/2

ïðè âñåõ t ≥ β è t+τ ≥ β. Ïîêàæåì, ÷òî M = f(x, [β, β+ l]) àïïðîêñèìè-
ðóåò Q = {f(x, t) : t ≥ β} ñ òî÷íîñòüþ äî ε/2. Â ñàìîì äåëå, åñëè t ≥ β,
òî ñóùåñòâóåò τ ∈ [β− t, β− t+ l], ÷òî âûïîëíåíî (1.2.9) è ñëåäîâàòåëüíî
Q ⊆ S(M, ε/2). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M çàìêíóòî è êîìïàêòíî, òî îíî
îáëàäàåò êîíå÷íîé ε/2 ñåòüþ, êîòîðàÿ â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Q ⊆ S(M, ε/2)
ÿâëÿåòñÿ ε ñåòüþ ìíîæåñòâà Q. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X ìíî-
æåñòâî Q êîìïàêòíî. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Σ+

x = M
⋃

Q. Íàêîíåö, èç
äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè Òåîðåìû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî (2) è óñò.L+

âëåêóò ð. óñò.Ë+f(x, I+) ìíîæåñòâà f(x, I+).
Èìïëèêàöèÿ (3) → (4) î÷åâèäíà. Ïîêàæåì, ÷òî (4) → (3). Äîïóñòèì

ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δn} ,
{tin} (i = 1, 2) è {t̄n} òàêèå, ÷òî δn → 0

(1.2.10) ρ(f(x, t1n), f(x, t2n)) < δn

è

(1.2.11) ρ(f(x, t1n + t̄n), f(x, t2n + t̄n)) ≥ ε0.

Î÷åâèäíî, ÷òî (4) âëå÷åò óñò. L+ òî÷êè x, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{f(x, tin)} (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄i = lim

n→+∞
f(x, tin). Èç (1.2.10) ñëåäóåò, ÷òî x̄1 = x̄2 = x̄. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {f(x, tin)} ñõîäèòñÿ ê x̄ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+. Ëîãè÷åñêè
âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ;

à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tin} îãðàíè÷åíà è òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèè, ìîæíî ñ÷èòàòü åå ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì ti = lim

n→+∞ tn
i,

òîãäà x̄ = f(x, ti) = f(x, t2). Èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êà x óñò. L+ è tn → t0, òîãäà

(1.2.12) lim
n→+∞ sup

t≥0
ρ(f(x, tn + t), f(x, t0 + t)) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x óñò.L+ è tn → t0. Äîïóñòèì, ÷òî (1.2.12)
íå èìååò ìåñòà, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t̄n} è ε0 > 0
òàêèå, ÷òî
(1.2.13) ρ(f(x, tn + t̄n), f(x, t0 + t̄n)) ≥ ε0.

Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(x, tn)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x̄ = lim

n→+∞ f(x, t̄n) , òîãäà

ε0 ≤ ρ(f(x, tn + t̄n), f(x, t0 + t̄n)) =
ρ(f(f(x, t̄n), tn), f(f(x, t̄n), t0)).(1.2.14)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.14) êîãäà n → +∞ ïîëó÷èì ε0 ≤ 0, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

á. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tin} íåîãðàíè÷åíà. Ñîãëàñíî (4) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {f(x, tin} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+.
Èòàê ìû ïîêàçàëè, ÷òî íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü

x̄ = lim
n→+∞ f(x, tin) (i = 1, 2)

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈ I+, òîãäà
äëÿ ÷èñëà ε0/2 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå n0 ÷èñëî òàêîå, ÷òî
(1.2.15) ρ(f(x, t + t1n), f(x, t + t2n)) < ε0/2

ïðè âñåõ t ∈ I+ è n ≥ n0. Â ÷àñòíîñòè è ïðè t = tn, òî åñòü
(1.2.16) ρ(f(x, tn + t1n), f(x, tn + t2n)) < ε0/2

Íåðàâåíñòâî (1.2.16) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.2.11). Ïîëó÷åííîå ïðî-
òèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî (3) → (1). Èç äîêàçàòåëüñèâà äîñòàòî÷íîñòè Òåîðåìû
1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî â Ωx íàéäåòñÿ òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.2.2). Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6.26 èç [1] Ωx ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñò-
âîì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.2.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè τ -
ïåðèîäè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f(x, kτ)} ñõîäèëàñü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íà, òî åñòü ñóùåñòâóåò τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.2). Òîãäà
(1.2.17) ρ(f(x, kτ), p) = ρ(f(x, kτ), f(p, kτ)).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.17), êîãäà k → +∞ è ó÷èòûâàÿ (1.2.2) ïîëó÷èì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {f(x, kτ)} ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì
p = lim

k→+∞
f(x, kτ).
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Çàìåòèì, ÷òî
f(p, τ) = f( lim

k→+∞
f(x, kτ), τ) = lim

k→+∞
f(x, (k + 1)τ) = p.

Òàêèì îáðàçîì òî÷êà p τ -ïåðèîäè÷íà. Ïîêàæåì, ÷òî x óñò. L+. Â ñàìîì
äåëå. Ïóñòü {tn} ⊆ I+, òîãäà tn = knτ + t̄n (τ > 0) è t̄n ∈ [0, τ).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t̄n} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ è ïóñòü t0 = lim

n→+∞ t̄n,
òîãäà

lim
n→+∞ f(x, tn) = lim

n→+∞ f(x, knτ + t̄n) = f(f(x, knτ), t̄n) = f(p, t0)

.
Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x íà ìíîæåñòâå Σ+

x èíòåãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü
îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàê êàê lim

k→+∞
f(x, kτ) = p è èìååò ìåñòî

ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü, òî
lim

k→+∞
sup

t∈[0,τ ]
ρ(f(x, kτ + t), f(p, t)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî
ρ(f(x, t), f(p, t)) = ρ(f(x, kτ + t̄), f(p, t̄)) ≤

sup
t̃∈[0,τ ]

ρ(f(x, kτ + t̃), f(p, t̃)(1.2.18)

ãäå k = [t]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.18) êîãäà t → +∞ (k = [t] → +∞,
êîãäà t → +∞) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.2.2). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(x,
kτ)} ñõîäèëàñü ïðè ëþáîì τ ∈ I.

1.3. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî
Ïóàññîíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü (X, f) è (Y, g) äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ãîâîðÿò (ñì. [2]), ÷òî
(X, f) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå h, åñëè h ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì (X, f) íà (Y, g).

Ïóñòü y ∈ Y . Ñëîåì Xy íàçûâàþò ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè y ïðè
îòîáðàæåíèè h. Ïîëîæèì Ey(S) = {ξ : ξ ∈ E(S,X), ξ(Xy) ⊆ Xy}.

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x0 ∈ X ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà h è îáîçíà-
÷àþò ð. óñò.Ë+h, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî
åñëè ρ(f(x, t0), f(x0, t0)) < δ è h(x) = h(x0), òî ρ(f(x, t), f(x0, t)) < ε ïðè
âñåõ t ≥ t0.

Ëåììà 2. Ïóñòü y ∈ Y è (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå
h. Åñëè x1 è x2 ïðîêñèìàëüíû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è õîòÿ áû
îäíà èç òî÷åê xi (i = 1, 2) ð. óñò.Ë+h, òî lim

t→+∞ ρ(f(x1, t), f(x2, t)) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Y è xi ∈ Xy (i = 1, 2) ïðîêñèìàëüíû
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ñóùåñòâóåò tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî
(1.3.19) lim

n→+∞ ρ(f(x, tn), f(x2, tn)) = 0.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè X1 ð.óñò.Ë+h è ε > 0. Âûáåðåì δ(ε) èç
óñëîâèÿ ð.óñò.Ë+h òî÷êè x1. Ñîãëàñíî (1.3.19) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
n0 ÷èñëî òàêîå, ÷òî ρ(f(x1, tn), f(x2, tn)) < δ ïðè âñåõ n ≥ n0. Ñîãëàñíî
âûáîðó δ ρ(f(x1, t), f(x2, t)) < ε ïðè âñåõ t ≥ tn0 . Èç ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iα = {t ∈ I : t ≥ α > 0}. Î÷åâèäíî Iα ïîäïîëó-
ãðóïïà ãðóïïû I. Ýëåìåíò u ∈ E(S, X) íàçûâàþò èäåìïîòåíòîì, åñëè
u2 = u.

Ëåììà 3. Åñëè ξ(x̄) = x̄, ãäå ξ ∈ E(Iα, X) è α > 0, òî x̄ óñòîé÷èâà
ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̄ ∈ X è ïðè íåêîòîðîì α > 0 è ξ ∈
E(Iα, X), ξ(x̄) = x̄. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ≥ α > 0
òàêàÿ, ÷òî ξ(x) = lim

n→+∞ f(x, tn) ïðè âñåõ x ∈ X, â ÷àñòíîñòè

ξ(x̄) = lim
n→+∞ f(x̄, tn) = x̄.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (tn ≥ α > 0) ñëåäóåò, ÷òî x̄ óñòîé÷èâà ïî
Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 4. Ïóñòü u ∈ Ey(Iα) (α > 0) - èäåìïîòåíò. Êàêîâà áû
íè áûëà òî÷êà x ∈ Xy òî÷êà x̄ = u(x) - óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è x̄ ïðîêñèìàëüíà ñ x. Åñëè ð.óñò.Ë+h,
òî x - àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàï-
ðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Ey(Iα) èäåìðîòåíò, òîãäà u2(x) =
u(x) , òî åñòü u(x̄) = x̄. Ñîãëàñíî Ëåììå 3 x̄ óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Çàìåòèì, ÷òî u(x̄) = u(x). Ïîêàæåì, ÷òî x
è x̄ ïðîêñèìàëüíû. Òàê êàê u ∈ E(Iα, X), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tn} ⊆ Iα òàêàÿ, ÷òî u(x̃) = lim

n→+∞ f(x̃, tn) ïðè âñåõ x̃ ∈ X. Òàê êàê
u(x̄) = u(x), òî lim

n→+∞ f(x̄, tn) = lim
n→+∞ f(x, tn). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} îãðàíè÷åíà è òîãäà î÷åâèäíî x̄ = x, ëèáî
íåîãðàíè÷åíà è ñëåäîâàòåëüíî inf

t≥0
ρ(f(x̄, t), f(x, t)) = 0.

Òàêèì îáðàçîì x è x̄ ïðîêñèìàëüíû. Åñëè x ð.óñò.Ë+h, òî èç Ëåììû
2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî lim

n→+∞ ρ(f(x̄, t), f(x, t)) = 0. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 5. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå h.
Åñëè ñóùåñòâóþò α > 0, {tn} ⊆ Iα è êîìïàêò Q ⊆ X òàêèå, ÷òî:

1. lim
n→+∞ g(y, tn) = y ïðè íåêîòîðîì y ∈ Y .
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2. Xy è Xyn ⊆ Q, ãäå yn = g(y, tn) (n = 1, 2, . . .).
Òîãäà

E∗
y(Iα) = {f t

∣∣
Xy

: t ∈ Iα}
⋂
{ξ ∈ E(Iα, X) : ξ(Xy) ⊆ Xy}

íåïóñòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α > 0, {tn} ⊆ Iα, y ∈ Y è Q ⊆ X òàêèå,

÷òî èìåþò ìåñòî 1 è 2, ãäå Q - êîìïàêò èç X. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ξn} ⊆ QXy îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì ξn(x) = f(x, tn) ïðè
âñåõ x ∈ Xy è n = 1, 2, . . .. Òàê êàê Xy è Q êîìïàêòíû, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå Òèõîíîâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} êîìïàêòíà â QXy . ×òîáû íå
îñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî {ξn} ñõîäèòñÿ è ïîëîæèì ξ =
lim

n→+∞ ξn. Ïîêàæåì, ÷òî ξ ∈ Ey(Iα). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ Xy, òîãäà
ξ(x) = lim

n→+∞ f(x, tn) è

h(ξ(x)) = h( lim
n→+∞ f(x, tn)) = lim

n→+∞ g(y, tn) = y.

Òàêèì îáðàçîì ξ(Xy) ⊆ Xy. ¤
Òåîðåìà 1.3.4. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå

h. Åñëè ñóùåñòâóåò α, {tn} ⊆ Iα è êîìïàêò Q ⊆ X òàêèå, ÷òî
a. lim

n→+∞ g(y, tn) = y ïðè íåêîòîðîì y ∈ Y .
b. Xy è Xyn ⊆ Q, ãäå yn = g(y, tn) (n = 1, 2, . . .).

Òîãäà
1. Â Xy ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè òî÷êà.
2. Âñÿêàÿ ð.óñò.Ë+h òî÷êà x0 ∈ Xy àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà

ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α > 0, {tn} ⊆ Iα è êîìïàêò Q ⊆ X

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî a. è b. Èç Ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî Ey(Iα) íåïóñòî.
Ñîãëàñíî Ëåììû 2.12 [2] Ey(Iα) êîìïàêòíàÿ ïîëóãðóïïà, òîãäà íà îñíî-
âàíèè Ëåììû 3.4 [2] â Ey(Iα) ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò u. Ñîãëàñíî Ëåììå
4 â Xy ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè òî÷êà.

Ïóñòü xo ∈ Xy ð.óñò.Ë+h, òîãäà ñîãëàñíî òîé æå Ëåììû 4 x0 àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. ¤

Òåîðåìà 1.3.5. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå
h. Åñëè y ∈ Y ðåêóððåíòíà, à x0 ∈ Xy óñò. L+ è ð.óñò.Ë+h, òî x0

àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Xy óñò. ð.óñò.Ë+h. Ñîãëàñíî Ëåììå

@@.29 [3] ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà m ∈ Xy òàêàÿ ÷òî x0 è m
ïðîêñèìàëüíû. Ñîãëàñíî Ëåììå 2 lim

t→+∞ ρ(f(x0, t), f(m, t)) = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà. ¤
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Ëåììà 6. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå h, xn ∈
Xyn ( yn ∈ Y, y = lim

n→+∞), òîãäà ïðåäåë âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} (n = 1, 2, . . .) ïðèíàäëåæèò Xy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = lim
k→+∞

xnk
. Ïîêàæåì ÷òî x ∈ Xy. Â

ñàìîì äåëå

h(x) = h( lim
k→+∞

xnk
) = lim

k→+∞
h(xnk

) = lim
k→+∞

ynk
= y.

¤

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü x ∈ Xy, òîãäà h(Ωx) ⊆ Ωy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̄ ∈ Ωx, òîãäà ñùåñòâóåò tn → +∞ òàêàÿ
÷òî x̄ = lim

n→+∞ f(x, tn). Ïîëîæèì ȳ = lim
n→+∞ g(y, tn). Î÷åâèäíî ȳ ∈ Ωy è

ñîãëàñíî Ëåììå 6 h(x̄) = ȳ. ¤

Ñëåäñòâèå 3. Xy çàìêíóòî.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 óñò.L+, òîãäà Ωx0

⋂
Xy êàêîâà áû

íè áûëà òî÷êà y ∈ Ωy0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 óñò.L+ è y ∈ Ωy0 , òîãäà ñóùåñò-
âóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî y = lim

n→+∞ g(y0, tn). Â
ñèëó óñò. L+ òî÷êè x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(x0, tn)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x = lim

n→+∞ f(x0, tn), òîãäà è ñîãëàñíî Ëåììå 6
x ∈ Xy. Òàêèì îáðàçîì x ∈ Ωx0

⋂
Xy. ¤

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 óñò. L+, òîãäà h(Ωx0) = Ωy0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 2 h(Ωx0) ⊆ Ωy0 (x0 ∈ Xt0).
Ïîêàæåì ÷òî Ωy0 ⊆ h(Ωx0). Ïóñòü y ∈ Ωy0 . Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 4
Ωx0

⋂
Xy 6= ∅. Åñëè x ∈ Ωx0

⋂
Xy, òî y = h(x) è ñëåäîâàòåëüíî y ∈ h(Ωx0).

Òàêèì îáðàçîì Ωy0 ⊆ h(Ωx0), à çíà÷èò è Ωy0 = h(Ωx0). ¤

Òåîðåìà 1.3.6. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå
h è xi ∈ Xyi (i = 1, 2). Åñëè

1. Òî÷êè xi óñò. L+.
2. lim

t→+∞ ρ(g(y1, t), g(y2, t)) = 0.

3. Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé óñò. L+ òî÷êè êàêîâà áû íè áûëà
òî÷êà y ∈ Ωy1 = Ωy2, òîãäà

(1.3.20) lim
t→+∞ ρ(f(x1, t), f(x2, t)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xi óñò. L+, òîãäà Ωxi ñîñòîèò èç óñò. L
òî÷åê. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 4 Xy

⋂
Ωxi äëÿ ëþáîãî y ∈ Ωy1 = Ωy2 .

Ó÷èòûâàÿ 3. çàêëþ÷àåì, ÷òî â Xy ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà óñò. L òî÷êà.
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Ïóñòü âñå óñëîâèÿ 1. − 3. âûïîëíåíû, à (1.3.20) íå èìååò ìåñòà, òî åñòü
íàéäóòñÿ ε0 > 0 è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(1.3.21) ρ(f(x1, tn), f(x2, tn)) ≥ ε0.

Â ñèëó óñò. L+ òî÷åê x1 è x2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xi, tn)} (i = 1, 2)
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄i = lim

n→+∞ f(xi, tn). Çàìåòèì,
÷òî x̄i ∈ Ωxi è ñëåäîâàòåëüíî x̄i óñò. L. Ïóñòü ȳi = h(x̄i). Ñîãëàñíî
Ñëåäñòâèþ 2 ȳi ∈ Ωy1 = Ωy2 . Ïîêàæåì, ÷òî ȳ1 = ȳ2. Â ñàìîì äåëå.
Èç ðàâåíñòâà 2. ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(1.3.22) lim

n→+∞ g(y1, tn) = lim
n→+∞ g(y2, tn).

Ïîñêîëüêó xi ∈ Xyi (i = 1, 2), òî èç (1.3.22) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(1.3.23) lim

n→+∞ g(h(x1), tn) = lim
n→+∞ g(h(x2), tn).

Òàêèì îáðàçîì
ȳ1 = h(x̄1) = h( lim

n→+∞ f(x1, tn)) = lim
n→+∞ g(h(x1), tn) =

lim
n→+∞ g(h(x2), tn) = h(x̄2) = ȳ2.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ȳ1 = ȳ2 = y ∈ Ωy1 = Ωy2 è x̄i ∈ Xy. Èç íåðàâåíñòâà
(1.3.21) ñëåäóåò, ÷òî ε0 ≤ 0 ïîñêîëüêó x̄1 = x̄2. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ÷èñëà ε0. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ãîâîðÿò [4], ÷òî òî÷êà x ∈ X ðàâíîìåðíî ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàåìîñ-
òè ñ òî÷êîé y ∈ Y , åñëè ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
h̃ : g(y, I) 7→ f(x, I) òàêîå ÷òî h(g(y, t)) = f(x, t) ïðè âñåõ t ∈ I.

Ïîëîæèì Mx = {{tn} : òàêèõ ÷òî {f(x, tn)} ñõîäèòñÿ }.
Èçâåñòíî [4], ÷òî òî÷êà x ∈ X ðàâíîìåðíî ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàå-

ìîñòè ñ óñò. L òî÷êîé y ∈ Y òîãäà è òëüêî òîãäà, êîãäà My ⊆ Mx.
Òåîðåìà 1.3.7. Ïóñòü (X, f) hàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå

h. Åñëè x ∈ Xy óñò. L è Xȳ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé óñò. L òî÷êè ïðè
ëþáîì ȳ ∈ Σy, òî x ðàâíîìåðíî ñðàâíèìà ñ y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Xy óñò. L è ȳ ∈ Σy òîãäà ñóùåñòâóåò
{t̄n} òàêàÿ ÷òî ȳ = lim

n→+∞ g(y, t̄n). Òàê êàê x óñò. L, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f(x, t̄n)} êîìïàêòíà. Ïóñòü x̄ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f
(x, t̄n)}. Ñîãëàñíî Ëåììå 6 x̄ ∈ Xȳ è x̄ óñò. L. Òàê êàê â Xȳ ñîäåðæèòñÿ
íå áîëåå îäíîé óñò. L òî÷êè, òî â Xȳ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà óñò. L òî÷êà.
Ïîêàæåì ÷òî My ⊆ Mx. Ïóñòü {tn} ∈ My. Ïîëîæèì ỹ = lim

n→+∞ g(y, tn).
Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(x, tn)} ñîäåðæèòñÿ â Xỹ, à ïîñêîëüêó â Xỹ

ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà óñò. L òî÷êà, òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(x, tn)} ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè. Ó÷èòûâàÿ
óñò. L òî÷êè x çàêëþ÷àåì, ÷òî {f(x, tn)} ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñðàâ-
íèìà ïî âîçâðàùàåìîñòè ñ òî÷êîé y ∈ Y , åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà p ∈ X,
ðàâíîìåðíî ñðàâíèìàÿ ñ y ∈ Y òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞ ρ(f(x, t), f(p, t)) = 0.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] è ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 6. Åñëè òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñðàâ-

íèìà ñ ïîñòîÿííîé (τ -ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, ðåêóððåíò-
íîé) òî÷êîé y ∈ Y , òî x àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà,
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà).

Òåîðåìà 1.3.8. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå
h. Åñëè

1. q ∈ Ωq óñò. L+.
2. lim

t→+∞ ρ(g(y, t), g(q, t)) = 0 .
3. Xq̄ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé óñò. L òî÷êè ïðè ëþáîì q̄ ∈ Ωq.

Òîãäà âñÿêàÿ óñò. L+ òî÷êà x èç Xy àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñðàâ-
íèìà ñ q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû âû-
òåêàåò èç Òåîðåìû 1.3.6, 1.3.7 è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ. ¤

Ñëåäóÿ Àìåðèî [5], òî÷êó x ∈ X íàçîâåì ðàçäåëåííîé îòíîñèòåëüíî
M , åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî ρ(f(x, t), f(x̃, t)) ≥ r ïðè âñåõ
t ∈ I êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà x̃ ∈ M (x̃ 6= x).

Ëåììà 7. Åñëè êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M ⊆ X
ðàçäåëåíà îòíîñèòåëüíî M , òî M ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M êîìïàêòíî, êàæäàÿ èç òî÷åê M ðàçäå-
ëåíà îòíîñèòåëüíî M , à óòâåðæäåíèå Ëåììû 7 íåñïðàâåäëèâî, òî åñòü
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊆ M ðàçëè÷íûõ òî÷åê â M .
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõî-
äÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x = lim

n→+∞xn. Âûáåðåì ÷èñëî r > 0 èç óñëîâèÿ
ðàçäåëåííîñòè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî M , òîãäà â ÷àñòíîñòè
(1.3.24) ρ(x, x̃) ≥ r

ïðè âñåõ x̃ ∈ M (x̃ 6= x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû x = lim
n→+∞xn, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, ÷òî
(1.3.25) ρ(x, xn) < r

ïðè âñåõ n ≥ n0. Íåðàâåíñòâî (1.3.25) ïðîòèâîðå÷èò (1.3.24). ¤
Ëåììà 8. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå h.

Åñëè
1. X êîìïàêòíî.
2. Y ìèíèìàëüíî.
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3. Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X ðàçäåëåíà îòíîñèòåëüíî Xh(x).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå ÷òî, åñëè x1 6= x2 (h(x1) =

h(x2)), òî ρ(f(x1, t), f(x2, t)) ≥ r.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 ∈ Y . Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 2 Xy0 çàìê-

íóòî è ñîãëàñíî 1. êîìïàêòíî. Èç 3. è Ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî Xy0 ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïóñòü Xy0 = {x1, x2, . . . , xny0

}. Ïîëîæèì
r = inf

i 6=j, t∈I
ρ(f(xi, t), f(xj , t)).

Èç 3. ñëåäóåò, ÷òî r > 0. Ïîêàæåì ÷òî îáëàäàåò òðåáóåìûì â ëåììå
ñâîéñòâîì.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì ÷òî Xy ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïðè
ëþáîì y ∈ Y . Ïðè÷åì ÷èñëî òî÷åê â Xy ðàâíî ÷èñëó ÷èñëó òî÷åê â Xy0 .
Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè Y , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} òàêàÿ
÷òî y = lim

n→+∞ g(y0, tn). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ⊆ XX ,
îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì ξn(x) = f(x, tn) ïðè âñåõ x ∈ X. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Òèõîíîâà {ξn} êîìïàêòíà â XX . Áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî {ξn} ñõîäèòñÿ
è ïîëîæèì ξ = lim

n→+∞ ξn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i = ξ(xi) (i = 1, 2, . . . , ny0 ,
xi ∈ Xy0). Ñîãëàñíî Ëåììå 6 x̄i ∈ Xy (i = 1, 2, . . . , ny0). Ïîêàæåì ÷òî x̄i

ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ξ(x) = lim
n→+∞ ξn(x) ïðè êàæäîì x ∈ X. Â ÷àñòíîñòè

ïðè êàæäîì t ∈ I

ξ(f(xi, t)) = lim
n→+∞ f(f(xi, t), tn) = lim

n→+∞ f(f(xi, tn), t) =

f(ξ(xi), t) = f(x̄i, t).
Ñîãëàñíî âûáîðó ÷èñëà r > 0

(1.3.26) ρ(f(xi, t), f(xj , t)) ≥ r

ïðè âñåõ t ∈ I. Èç íåðàâåíñòâà (1.3.26) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(1.3.27) ρ(f(xi, t + tn), f(xj , t + tn)) ≥ r.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.3.27) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
f(x̄i, t) = lim

n→+∞ f(xi, t + tn)

ïîëó÷èì, ÷òî
(1.3.28) ρ(f(x̄i, t), f(x̄j , t)) ≥ r

ïðè âñåõ t ∈ I. Èç (1.3.28) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè x̄i ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì
ny ≥ ny0 , ãäå ny ÷èñëî òî÷åê â Xy. Èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíîñòü Y è
ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî ny0 ≥ ny

è ñëåäîâàòåëüíî ny0 = ny. Òàêèì îáðàçîì Xy = {x̄1, x̄2, . . . , x̄ny0
}. Èç

íåðàâåíñòâà (1.3.28) ñëåäóåò, ÷òî r îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. ¤
Òåîðåìà 1.3.9. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå

h è y0 ∈ Y . Åñëè
1. y0 àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
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2. Ëþáàÿ òî÷êà x̄ ∈ Xȳ ïðè ëþáîì ȳ ∈ Ωy0 ðàçäåëåíà îòíîñèòåëü-
íî Xȳ.

Òîãäà âñÿêàÿ óñò. L+ òî÷êà x0 ∈ Xy0 àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 óñò. L+ è y0 àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2.2 äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè x0 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè tn → +∞ ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ,
÷òî {f(x0, tkn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî
{f(x0, tkn)} ñõîäèòñÿ (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòñÿ â ñèëó óñò. L+ òî÷êè
x0) ïðè÷åì ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî
t ∈ I+. Òàê êàê y0 àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî íà îñíîâàíèè
Òåîðåìû 2.2.15 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(y0, tn)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+.

Òàê êàê x0 óñò. L+, òî Ωx0 êîìïàêòíî. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2.1 Ωy0

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì. Î÷åâèäíî
h̃ = h

∣∣
Ωx0

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìðôèçìîì (Ωx0 , f)) íà (Ωy0 , g). Çàìåòèì ÷òî äëÿ ãîìîìîð-
ôèçìà h̃ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Ëåììû 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ÷èñëî
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåòñÿ Ëåììîé 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ =
lim

n→+∞ f(x0, tn). Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî f(x̄, t) = lim
n→+∞ f(x0, t+tn), Ïîëîæèì

(1.3.29) ϕmn(t) = ρ(f(x0, t + tm), f(x0, t + tn))

è
I+
mn = {t ∈ I+ : ϕmn(t) ≤ r/2}.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(x0, t+ tn)} ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì t ∈ I+, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è n I+

mn 6= ∅ ïðè÷åì
I+ =

⋃
m<n

I+
mn.

Ïîëîæèì
δmn = sup

t∈I+
mn

ϕmn(t).

Åñëè
(1.3.30) lim

m,n→+∞ δmn = 0,

òî {f(x0, tn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà I+. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè
(1.3.30) äëÿ ëþáîãî ε > 0, ãäå 0 < ε < r/2, èìååì δmn < ε ïðè n > m ≥ n).
Îòñþäà ϕmn(t) < ε åñëè t ∈ I+

mn, ïðè÷åì ϕmn(t) > r/2, åñëè t ∈ I+
mn. Íî

ôóíêöèÿ ϕmn íåïðåðûâíà íà I+ ïîýòîìó I+
mn = I+ ïðè m > n ≥ n0

è, ñëåäîâàòåëüíî, {f(x0, tn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà I+. Â ýòîì ñëó÷àå
òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.3.30) íå èìååò
ìåñòà. Òîãäà
(1.3.31) lim sup

m,n→+∞
δmn = 2γ > 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ml} è {nl} òàêèå, ÷òî
δmlnl

≥ γ (l = 1, 2, . . .). Îòñþäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ δmn âûòåêàåò ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tl} ⊆ I+ ïðè êîòîðîé ϕmlnl

(tl) ≥ γ/2 è
çíà÷èò
(1.3.32) γ/2 ≤ ρ(f(x0, tl + tml

), f(x0, tl + tnl
)) ≤ r/2.

Òàê êàê {tml
} è {tnl

} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} è x0 óñò. L+, òî èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {f(x0, tl + tml

)} è {f(x0, tl + tnl
)} ìîæíî âûáðàòü

îäíîâðåìåííî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x̃ = lim
s→+∞ f(x0, t

′
l +

µs) è , ãäå t
′
l = tms , λs = tmls

è µs = tnls
. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â

íåðàâåíñòâå (1.3.32) ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rs} (s = 1, 2, . . .) áóäåì
èìåòü
(1.3.33) γ/2 ≤ ρ(x̄, x̃) ≤ r/2.

Ïóñòü x̄ ∈ Xȳ è x̃ ∈ Xỹ. Ïîêàæåì ÷òî ȳ = ỹ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y =
lim

n→+∞ g(y0, tn). Â ñèëó âûáîðà {λs} è {µs} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
s→+∞ g(y0, λs) = lim

s→+∞ g(y0, µs)

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈ I+. Îòêóäà
ñëåäóåò ÷òî
(1.3.34) lim

s→+∞ sup
t≥0

ρ(g(y0, t + λs), g(y0, t + µs)) = 0

è ñëåäîâàòåëüíî
ρ(ȳ, ỹ) ≤ ρ(ȳ, g(y0, t

′
s + λs)) +(1.3.35)

ρ(g(y0, t
′
s + λs), g(y0, t

′
s + µs)) + ρ(g(y0, t

′
s + µs), ỹ).

Èç (1.3.35), (1.3.34) è ðàâåíñòâà ȳ = lim
s→+∞ g(y0, t

′
s + λs) (àíàëîãè÷íî äëÿ

ỹ = lim
s→+∞ g(y0, t

′
s + µs)) ñëåäóåò ðàâåíñòâî ȳ = ỹ. Òàêèì îáðàçîì x̄ è x̃

ðàçëè÷íûå òî÷êè îäíîãî è òîãî æå ñëîÿ. Â ñèëó âûáîðà r > 0 äîëæíî
èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî
(1.3.36) ρ(f(x̄, t), f(x̃, t)) ≥ r.

Îäíàêî íåðàâåíñòâî (1.3.36) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.3.33). Òåîðåìà
äîêàçàíà. ¤

Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìðôèçìå h. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî òî÷êà x ∈ Xy óñòîé÷èâà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè ïîñòî-
ÿííûõ âîçìóùåíèÿõ èç g(y, I+), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
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δ(ε) > 0, ÷òî åñëè
sup
t≥0

ρ(g(y, t1 + t), g(y, t2 + t)) < δ (t1, t2 ≥ 0) è ρ(f(x, t1), f(x, t2)) < δ,

òîãäà
ρ(f(x, t1 + t), f(x, t2 + t)) < ε

ïðè âñåõ t ∈ I+.
Òåîðåìà 1.3.10. Ïóñòü (X, f) ðàñøèðåíèå (Y, g) ïðè ãîìîìîðôèçìå

h è
1. y0 àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2. x0 ∈ Xy0 óñò. L+.
3. x0 óñòîé÷èâà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè ïîñòîÿííûõ

âîçìóùåíèÿõ èç g(y0, I
+).

Òîãäà x0 àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäì÷íà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 , âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.−3. è ε >

0. Âûáåðåì δ(ε) èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
òî÷êè x0 ïðè ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèÿõ èç g(y0, I

+). Èç Òåîðåìû 1.2.2
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè x0 äîñ-
òàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → +∞ ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {f(x0, tkn} ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+. Ïóñòü x = lim

n→+∞ f(x0, tn). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{f(x0, tn)} è {g(y0, tn)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ, ïðè÷åì âòîðàÿ ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî n0, ÷òî

sup
t≥0

ρ(g(y0, t + tn), g(y0, t + tn)) < δ

è
ρ(f(x0, tn), f(x0, tm)) < δ,

è ñëåäîâàòåëüíî
(1.3.37) ρ(f(x0, t + tn), f(x0, t + tn)) < ε

ïðè âñåõ t ∈ I+. Èç íåðàâåíñòâà (1.3.37) ñëåäóåò, ÷òî {f(x0, tn)} ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2.2 òî÷êà x0 àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

1.4. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ôóíêöèè è
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ

Ïóñòü B áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé || · ||. ×åðåç C(I, B) îáîç-
íà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà I è
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â B ñ ìåòðèêîé

ρ(ϕ,ψ) = sup
L>0

min{max
|t|≤L

||ϕ(t)− ψ(t)||; 1/L}

äëÿ ëþáûõ ϕ è ψ èç C(I, B). Åñëè ϕ ∈ C(I, B) è τ ∈ I ñèìâîëîì ϕτ

áóäåì îáîçíà÷àòü ñäâèã ôóíêöèè ϕ íà τ .
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå σ : C(I, B) × I 7→ C(I, B), îïðåäåëåííîå
óñëîâèåì σ(ϕ, τ) = ϕτ ïðè ëþáûõ ϕ ∈ C(I,B) è τ ∈ I. Ìîæíî ïîêàçàòü
[4], ÷òî îòîáðàæåíèå σ óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì äèíàìè÷åñêèõ ñèñ-
òåì. Îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì îòîáðàæåíèåì äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (C(I, B),
σ) ñëóæèò óäîáíûì ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé [4]. Íà ýòîì ïóòè ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êëàññû ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(I, B) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (A),
åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæåíèå σ(ϕ, t), ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé
â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(I, B), σ).

Â êà÷åñòâå ñâîéñòâà (A) ìîæåò áûòü óñò. L+, ð.óñò.Ë+h, ïåðèîäè÷-
íîñòü, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü è ò.
ä.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ ρ(ϕt
1, ϕ

t
2) = 0

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
lim

t→+∞ ||ϕ1(t)− ϕ2(t)|| = 0,

ãäå ϕ1 è ϕ2 èç C(I,B).
Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(I,B) àñèìï-

òîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà,
óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
p è ω ∈ C(I,B) òàêèå, ÷òî

1. ϕ(t) = p(t) + ω(t) ïðè âñåõ t ∈ I.
2. lim

t→+∞ ||ω(t)|| = 0, à p ïîñòîÿííàÿ (τ -ïåðèîä÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà, ðåêóððåíòíà, óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó).

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì Ôðåøå [6].

Èç äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé è Òåîðåì 1.2.1, 1.2.2 è 1.2.3 âûòåêàþò
Òåîðåìà 1.4.11. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(I,B) áûëà àñèìï-

òîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé) íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ áûëà óñò. L+, σ(ϕ, I+) ð.óñò.Ë+

σ( ϕ, I+) è Ωϕ ñîñòîÿëî èç ïîñòîÿííîé ôóíêöèè (òðàåêòîðèè ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèè, çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè).

Òåîðåìà 1.4.12. Ïóñòü ϕ ∈ C(I, B). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1. Ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîä÷íà.
2. ϕ óñò. L+ è σ(ϕ, I+) ð.óñò.Ë+σ(ϕ, I+).
3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå, ÷òî

íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ äëÿ êîòîðîãî
||ϕ(t + τ)− ϕ(t)|| < ε

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
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4. Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë òàêàÿ ÷òî tn → +∞ èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(t+tkn)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I+.

Â ñëó÷àå, êîãäà B êîíå÷íîìåðíî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1., 3.
è 4. ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ôðåøå [6].

Òåîðåìà 1.4.13. Ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕkτ} ñõîäèòñÿ â ïðîñò-
ðàíñòâå C(I, B).

Ñëåäñòâèå 7. Ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕkτ} ñõîäèòñÿ, ïðè ëþáîì
τ ∈ I+.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En n-ìåðíîå (êîìïëåêñíîå èëè äåéñòâèòåëüíîå) åâê-
ëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||·|| è ïóñòü W ⊆ En îáëàñòü èç En. ×åðåç
C(I ×W,En) (Lp(I ×W,En)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåðåðûâíûõ
(ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ïî t âìåñòå ñ p-îé ( p ≥ 1) ñòåïåíüþ è íåïðåðûâ-
íûõ ïî x) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà I ×W è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
â En ñ ìåòðèêîé

ρ(f, g) = sup
L>0

min{ max
|t|+||x||≤L

||f(t, x)− g(t, x)||; 1/L}

( ρ(f, g) = sup
L>0

min{(
∫

|t|≤L
max

||x||≤L, x∈W
||f(t, x)− g(t, x)||pdt)1/p; 1/L} ).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå σ : C(I ×W,En) × I 7→ C(I ×W,En) (σ :
Lp(I ×W,En)× I 7→ Lp(I ×W,En) ) îïðåäåëåííîå óñëîâèåì σ(f, τ) = f τ

ïðè ëþáûõ f ∈ C(I × W,En) ( f ∈ Lp(I × W,En)) è τ ∈ I. Ìîæíî
ïîêàçàòü (ñì. [4] è [7]), ÷òî îòîáðàæåíèå σ óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Âñå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ñïðàâåäëèâû è äëÿ
êàñêàäîâ, òî åñòü êîãäà âìåñòî I áåðåòñÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë Z.





Ãëàâà 2

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè
ðàñøèðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.1.38) x′ = f(t, x)

ãäå f ∈ C(I × W,En). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = C(I × W,En) è (Y, σ2)
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . ×åðåç X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð (ϕ, f) ∈ C(I, En) × C(I × W,En) òàêèõ, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.38), à (X, σ1) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà
X. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : X 7→ Y ñëåäóþùèì îáðàçîì h(ϕ, f) = f
äëÿ ëþáûõ (ϕ, f) ∈ X, òîãäà h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,σ1) íà (Y, σ2).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ϕ ∈ C(I, En) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.38). Îáîçíà÷èì
÷åðåç K = ϕ(I), f |I×K è Σf |K = σ(f |K , I). Ïîëîæèì Y = Σf |K è
X = Σ(ϕ,f |K). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : X 7→ ñëåäóþùèì óñëîâèåì
h(ψ, f) = f äëÿ ëþáîé (ψ, f) ∈ X. Îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ åîìîìîðôèçìîì
(X, σ1) íà (Y, σ2).

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ai ∈ C(I, E) (i = 1, 2, . . . , n). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(2.1.39) xn + a1(t)xn−1 + . . . + an−1(t)x + an(t) = r(t, x),

ãäå r ∈ C(I×, E). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f = (a1, a2, . . . , an, r) è ïîëîæèì
Y = Σf .

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.39) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ ôóíê-
öèþ óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (2.1.39).

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.1.39) ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
(2.1.40) xn + a1(t)xn−1 + . . . + an−1(t)x + an(t) = 0.

Åñëè äèñêðèìèíàíò D(t) óðàâíåíèÿ (2.1.40) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñó-
ùåñòâóåò ðîâíî n ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.40), ïðè÷åì êîãäà

inf
t∈I

D(t) > 0,

òî
inf
t∈I
|λi(t)− λj(t)| > 0
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ãäå λi (i = 1, 2, . . . , n; i 6= j) ðåøåíèÿ (2.1.40).
Ïóñòü λ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.39). Ïîëîæèì X = Σ(λ,f). Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå h : X 7→ Y ðàâåíñòâîì h(λ, f) = f , òîãäà h áóäåò ãîìî-
ìîðôèçìîì (X,σ1) íà (Y, σ2).

2.2. Àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûå ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.2.41) x′ = f(t, x) + r(t, x),

ãäå f è r ∈ C(I ×W,En), lim
t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàê-

òàõ èç W . Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.2.41) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(2.2.42) y′ = g(t, y),

ãäå g ∈ Ωf è
(2.2.43) z′ = f(t, z).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ϕ ∈ C(I, En) óðàâíåíèÿ (2.2.41) îãðà-
íè÷åíî íà I+ (I), åñëè ϕ(I+) (ϕ(I)) êîìïàêò.

Ëåììà 9. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.41),
f ∈ Ωf è lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç W .
Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.43) îáëàäàåò îãðàíè÷åííûì íà I ðåøåíèåì ψ ∈

Ωϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ C(I, En) îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.2.41) è f ∈ Ωf . Òàê êàê f ∈ Ωf , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî f = lim

n→+∞ f tn . Òîãäà î÷åâèäíî f =

lim
n→+∞ f tn + rtn è ϕtn ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà [−tn, +∞) ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f tn + rtn . Ñîãëàñíî Ëåììå 3.1.1 [4] ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ϕtn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì ψ = lim

n→+∞ϕtn .
Î÷åâèäíî ψ ∈ Ωϕ è ñîãëàñíî Ëåììå 3.1.1 [4] åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.43). Çàìåòèì ÷òî ψ(I) ⊆ ϕ(I+). Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 2.2.14. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. Ôóíêöèÿ f óñò. L+.
2. lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå èç W .
3. Êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.42) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî

îãðàíè÷åííîãî íà I ðåøåíèÿ.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ íà I+ ðåøåíèé ϕ1 è ϕ1 ñîîòâåòñò-

âåííî (2.2.41) è (2.2.43) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíòñâî
lim

t→+∞ ||ϕ1(t)− ϕ2(t)|| = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ1 è ϕ2 îãðàíè÷åííûå íà I+ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé (2.2.41) è (2.2.43) ñîîòâåòñâåííî. Èç 1. è 2. ñëåäóåò, ÷òî f̃ = f + r
óñò. L+ è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞ ρ(f̃ t, f t) = 0.

Ñîãëàñíî Ëåììå 3.1.1 [4] ϕ1 è ϕ2 óñò. L+. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì
h : (X, σ1) 7→ (Y, σ2) ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 1. Çàìåòèì ÷òî (f̃ , ϕ1) ∈ Xf̃

((f, ϕ2) ∈ Xf ), (f̃ , ϕ1) ((f, ϕ2)) óñò. L+ è Xg ñîäåðæèò, ñîãëàñíî 3., íå
áîëåå îäíîé óñò. L òî÷êè ïðè ëþáîì g ∈ Ωf . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.6

lim
t→+∞ ρ(ϕt

1, ϕ
t
2) = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ÷òî
lim

t→+∞ ||ϕ1(t)− ϕ2(t)|| = 0.

¤

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ðåøåíèå ϕ ∈ C(I, En) óðàâíåíèÿ (2.2.41) àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíî ïî âîçâðàùàåìîñòè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ p ∈ C(I, En) ðàâíîìåðíî ñðàâíèìàÿ ñ f

∣∣
I×p(I)

è
lim

t→+∞ ||ϕ(t)− p(t)|| = 0.

Òåîðåìà 2.2.15. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. Ôóíêöèÿ f óñò. L+ è f ∈ Ωf .
2. lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå èç W .
3. Êàæäîå èç óðàâíåíèé ñåìåéñòâà (2.2.42) äîïóñêàåò íå áîëåå

îäíîãî îãðàíè÷åííîãî íà I ðåøåíèÿ.
Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.41) ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.41). Ñîãëàñíî Ëåììå 9 óðàâíåíèå (2.2.43) îáëàäàåò ðîâíî îäíèì
îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ∈ C(I, En) åäèíñòâåííîå
îãðàíè÷åííîå íà I ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.43). Ñîãëàñíî Òåîðåìå 3.4.2
[4] p ðàâíîìåðíî ñðàâíèìî ñ f

∣∣
I×p(I)

. Èç Òåîðåìû 2.2.14 ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞ ||ϕ(t)− p(t)|| = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü n = 1 è f ñòðîãî ìîíîòîííà ïî x ðàâíîìåðíî
ïî t ∈ I, f ∈ Ωf , óñò. L+ è lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà
êàæäîì îòðåçêå E. Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ
(2.2.41) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíî.
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Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.2.44) x′ = Ax + f(t) + λF (t, x) + R(t, x),

ãäå A nxn-ìàòðèöà, F è R ∈ C(I × W,En), f ∈ C(I, En) è ϕ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.2.44).

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.2.44) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(2.2.45) y′ = Ay + g(t) + λG(t, x),

ïðè âñåõ G ∈ ΩFK+ , ãäå FK+ = F |I×K+ è g ∈ Ωf (K+ = ϕ(I+)), λ -
ìàëûé ïàðàìåòð.

Òåîðåìà 2.2.16. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. Ñïåêòð ìàòðèöû A íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ.
2. (f, F ) óñò. P+ è L+.
3. lim

t→+∞ ||R(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì îãðàí÷åííîì ïîä-
ìíîæåñòâå èç W .

4. Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x íà êàæäîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå èç W .

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ, âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.2.44) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.44) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1. − 4.. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4.3.1 [4] ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ êàæäîå èç óðàâíåíèé ñåìåéñòâà (2.2.45) èìååò íå
áîëåå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî íà I ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 2.2.15 ϕ
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíî. ¤

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Èç Òåîðåì 2.2.15 è 2.2.16 âûòåêàþò ðàçëè÷íûå
ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûõ (ïåðèîäè÷åñêèõ,
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ, ðåêóððåíòíûõ) ðåøåíèé.

Íàïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ïðåäëîæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü f ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî ïî tx íà
êàæäîì îòðåçêå èç E (n = 1), lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 è f ñòðîãî ìîíîòîííà
ïî x ðàâíîìåðíî ïî t ∈ I.

Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå (2.2.41) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå óòî÷íÿåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8].
Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(2.2.46) x′ = A(t)x + f(t).

Åñëè ìàòðèöà A(t) è ôóíêöèÿ f(t) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íû è êàæäîå èç óðàâíåíèé ñåìåéñòâà
(2.2.47) x′ = B(t)x (B ∈ ΩA)
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íå äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà I ðåøåíèé, òî ϕ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Ñëåäñòâèå 10 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âòîðîé òåîðåìû Ôàâàðà [5].
Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ñïåêòð ìàòðèöû A íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ.
2. f è F ïî÷òè ïåðèîäè÷íû.
3. lim

t→+∞ ||R(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå èç W .
4. Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåèÿ (2.2.44) ïðè äîñ-
òàòî÷íî ìàëûõ λ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

2.3. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ãîâîðÿò [5], ÷òî îãðàíè÷åííîå íà I ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.2.42)
ðàçäåëåíî íà I+ (I+), åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêò Q, ïðè êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1. ϕ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ èç Q.
2. Ðåøåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ Q êîìïàêòíûì (ϕ(I) ⊆ Q) è ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî l > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî Q-êîìïàêòíîãî ðåøåíèÿ
ψ óðàâíåíèÿ (2.2.42) îòëè÷íîãî îò ϕ ïðè âñåõ t ∈ I (t ∈ I+)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||ϕ(t)− ψ(t)|| ≤ l.

Òåîðåìà 2.3.17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1. f ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå

èç W .
2. lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå èç W .
3. Êàæäîå îãðàíè÷åííîå íà I ðåøåíèå âñÿêîãî óðàâíåíèÿ 1.2.3)

ðàçäåëåíî íà I.
Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.41) àñèìï-

òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå (2.2.41) è âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ 1. − 3.. Ñîãëàñíî Ëåììå 3.1.1 [4] ϕ óñò. L+. Ðàññìîòðèì
ãîìîìðôèçì h : (X, σ1) 7→ (Y, σ2) ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 2. Èç 1., 2.
è 3. ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èç Xg ïðè ëþáîì g ∈ Ωf ðàçäåëåíà
îòíîñèòåëüíî Xg è (ϕ, f + r) ∈ Xf+r óñò. L+. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.9
(ϕ, f +r) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, à ñëåäîâàòåëüíî è ϕ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Çàìåòèì ÷òî óòâåðæäåíèå áëèçêîå ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèèþ Òåîðåìå
áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [9]. À èìåííî â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî f ïî÷òè
ïåðèîä÷íà, r = 0 è âñå îãðàíè÷åííûå íà I ðåøåíèÿ ðàçäåëåíû íà I+

êàæäîãî èç óðàâíåíèé (2.2.42) äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åêàÿ ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íîñòü îãðàíè÷åííûõ íà I ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.2.41).
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Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ïðåä-
ëîæåíèå îáîùàåò òåîðåìó Àìåðèî [5], îäíàêî íåòðóäíî çàìåòèòü ÷òî
èç ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f , ðàçäåëåííîñòè íà I+ îãðàíè÷åííûõ íà I
ðåøåíèé âñåõ óðàâíåíèé âèäà (2.2.42) è òîãî, ÷òî r = 0 ñëåäóåò ðàçäåëåí-
íîñòü íà I âñåõ îãðàíè÷åííûõ íà I ðåøåíèé âñåõ óðàâíåíèé (2.2.42). È
ñëåäîâàòåëüíî óïîìÿíóòîå ïðåäëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé Àìåðèî.

Òåîðåìà 2.3.17 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Àìåðèî.
Ðàññìîòðèì àëãáåðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

(2.3.48) xn + a1(t)xn−1 + . . . + an−1(t)x + an(t) = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äèñêðèìèíàíò D(t) = D(a1(t), a2(t), . . . , an(t)) óðàâ-
íåíèÿ (2.3.48) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |D(t)| ≥ α > 0, òî ñóùåñòâóåò
ðîâíî n ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3.48) ïðè÷åì
(2.3.49) inf

t∈I
|λj(t)− λi(t)| > 0

ïðè âñåõ i 6= j (i, j = 1, 2, . . . , n). Åñëè a1, a2, . . . , an ïî÷òè ïåðèîäì÷íû è
|D(t)| ≥ α > 0, òî óïîìÿíóòûì âûøå ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå óðàâíåíèÿ
âèäà
(2.3.50) yn + b1(t)yn−1 + . . . + bn−1(t)y + bn(t) = 0,

ãäå (b1, b2, . . . , bn) ∈ Ω(a1,a2,...,an).

Òåîðåìà 2.3.18. Ïóñòü ai (i = 1, 2, . . . , n) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íû, òî åñòü ai = pi + ωi, ãäå pi ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà lim

t→+∞ |ωi(t)| = 0 ïðè i = 1, 2, . . . , n.
Òîãäà âñå îãðàíè÷åííûå íà I+ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.48) àñèìïòî-

òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, åñëè
inf
t∈I
|D(t)| > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.3.48) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ãîìîìðôèçì h :
(X, σ1) 7→ (Y, σ2) ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 3. Î÷åâèäíî âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû
1.3.9 âûïîëíåíû è ñëåäîâàòåëüíî λ àñèìòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

¤

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Áîðà-Ôëàíäåðñà
[3].

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.2.43) óñòîé÷èâî ïðè
ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèÿõ èç σ(f, I+) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0 ÷òî, åñäè

sup
t≥0

ρ(f t+t1 , f t+t2) < δ

è
ρ(ϕt1 , ϕt2) < δ
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(t1, t2 ≥ 0), òî
sup
t≥0

ρ(ϕt+t1 , ϕt+t2) < ε.

Òåîðåìà 2.3.19. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ óñòîé÷èâîå ïðè ïîñ-
òîÿííûõ âîçìóùåíèÿõ íà σ(f + r, I+) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.41). Åñëè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è lim

t→+∞ ||r(t, x)|| = 0

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå èç W , òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâåòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå, ÷òî è Òåîðåìà 2.3.17 ñ èñïîëüçîâàíèåì Òåîðåìû 1.3.10. ¤

Ïîñëåäÿÿ òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10].

2.4. Àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíûå è óñòîé÷èâûê ïî
Ïóàññîíó ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.2.42) ðàâíîìåðíî óñòîé-
÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è îáîçíà÷àòü ð.óñò.Ë+,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0 ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ (2.2.43), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ρ(ϕt0 , ψt0) < δ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(ϕt, ψt) < δ ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0.

Òåîðåìà 2.4.20. Ïóñòü f ðåêóððåíòíà. Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîå
íà I+ ð.óñò. Ë+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.43) àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.43). Ñîãëàñíî Ëåììå 3.1.1 [4] ϕ óñò. L+. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì
h : (X, σ1) 7→ (Y, σ2) ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 2. Çàìåòèì (ϕ, f) ∈ Xf ÷òî
óñò. L+ è èç ð.óñò.Ë+ ðåøåíèÿ ϕ óðàâíåíèÿ (2.2.43) âûòåêàåò, ÷òî (ϕ, f)
ð.óñò.+h. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.5 ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî. ¤

Ëåììà 10. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.43),
K+ = ϕ(I+), è Φ+ = {ψ: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.43) òàêèõ, ÷òî ψ(I+) ⊆
K+}. Åñëè tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî f = lim

n→+∞ f tn, òîãäà

F+ =
∞⋃

n=0

Φ+
n

êîìïàêòíî â C(I, En), ãäå Φ0 = Φ+ è Φ+
n = {ψtn : ψ ∈ Φ+}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.43). Ïóñòü [a, b] ⊆ I. Òàê êàê {f tn} ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî
M = M(a, b) > 0 òàêîå, ÷òî

max
t∈[a,b], x∈K+

||f tn(t, x)|| ≤ M.



28 2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÏÎ ÏÓÀÑÑÎÍÓ ÐÅØÅÍÈß . . .

Ïóñòü ψ ∈ F+ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç F+, òîãäà ψ(I+) ⊆ K+ è
ñóùåñòâóåò ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî ψ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé
÷àñòüþ f tn è ñëåäîâàòåëüíî ||ψ′

(t)|| ≤ M ïðè âñåõ t ∈ [a, b], à çíà÷èò
||ψ(t1)− ψ(t2)|| ≤ M |t1 − t2|. Ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëÿ

F+
a,b = {ψ

∣∣
[a,b]

: ψ ∈ F+}
êîìïàêòíî. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 2.4.21. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà I+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.43) è f ∈ Ωf , òîãäà

1. Óðàâíåíèå (2.2.43) äîïóñêàåò óñò. P+ ðåøåíèå.
2. Åñëè ϕ ð.óñò.Ë+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.43), òî îíî àñèìïòî-

òè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû âû-

òåêàåò èç Òåîðåìû 1.2.1 è Ëåìììû 10 è ñòðîèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå ÷òî è
Òåîðåìû 2.4.20. ¤

Çàìå÷àíèå 2.4.3. Ðåçóëüòàòû Ãëàâû 2 èìåþò ìåñòî òàêæå è äëÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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