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Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü
èãðàþò íåëîêàëüíûå ïðîáëåìû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òåõ
èëè èíûõ êëàññîâ ðåøåíèé. Ñþäà îòíîñÿòñÿ âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè,
ïåðèîäè÷íîñòè, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó, âîï-
ðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, êîíâåðãåíò-
íîñòü, äèññèïàòèâíîñòü è ò.ä. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðèíàäëåæèò è íàñòî-
ÿùàÿ ðàáîòà, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ
ïî Ïóàññîíó (â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ) äâè-
æåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì åñòåñò-
âåííî ðàçäåëÿþòñÿ íà ïåðåõîäíûå (íåóñòàíîâèâøèåñÿ) è óñòàíîâèâøèåñÿ.
Ïîä ïåðåõîäíûìè ïîíèìàþò òàêèå äâèæåíèÿ, êîòîðûå ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó
óñòàíîâèâøåìóñÿ äâèæåíèþ, ò.å. äâèæåíèþ, êîòîðîå îáëàäàåò íåêîòîðûì
ñâîéñòâîì ïîâòîðÿåìîñòè è óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè ïîïûòêå áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íåóñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæå-
íèÿ ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïî Ïóàññîíó
äâèæåíèÿ. Òàêèå äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëî-
æåíèé è íàáëþäàþòñÿ, íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ óñòîé÷èâûì
êîëåáàòåëüíûì ðåæèìîì (íàïðèìåð, ïðè ÿâëåíèè êîíâåðãåíöèè).

Îòìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå äâèæåíèÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè
âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé åãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà .

Çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðàíåå èçó÷àëàñü
â îñíîâíîì äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè.

Âïåðâûå ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé
áûëî ââåäåí è èçó÷åíî â ðàáîòàõ Ì. Ôðåøå. Ïîçäíåå ýòè ðåçóëüòàòû
îáîáùàëèñü íà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â ðàáîòàõ Ôàí Êó è À. Ïðåêóïàíó è íà àáñòðàêòíûå àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè â ðàáîòàõ Á.Ã. Àðàðêöÿíà è À. Ïðåêóïàíó,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è, íàêîíåö, äëÿ ôóíêöèé
îïðåäåëåííûõ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ .

Äðóãîé öèêë ðàáîò (È. Ãåîðãèó, È. Áàðáàëàò, Ã. Êîðäóíÿíó, Â. À.
Êîïïåëü, Ò. Éîøèçàâà, À. Ì. Ôèíê, Ð. Ê. Ìèëëåð, Äæ. Ñåéôåðò è
äð.) ïîñâÿùåí çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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2 Ââåäåíèå

Íàêîíåö, â ðÿäå ðàáîò Â. Â. Íåìûöêîãî, Ê. Ñ. Ñèáèðñêîãî, È. Ó.
Áðîíøòåéíà, Â. Ô. ×åðíèÿ, À. È. Ãåðêî, Í. Ï. Áõàòèÿ, Ñ. Í. ×îó è
äðóãèõ èçó÷àþòñÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ñâîèì ñâîéñòâàì,
áëèçêèì ê àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì (â ñìûñëå íèæå ïðè-
âîäèìîãî îïðåäåëåíèÿ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðóàâíåíèé.

Ïðèìåíÿåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí íà
ðåçóëüòàòàõ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæèì
äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó.
Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èçó÷åíèþ íå-
àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñàìà ïî ñåáå íå íîâà. Îíà
óæå áîëåå òðåõ äåñÿòèëåòèé óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ çàäà÷ â òåîðèè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä ê íåàâòîíîìíûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì áûë ïðèìåíåí â ðàáîòàõ Â. Ì. Ìèëëèîíùèêîâà,
Á. À. Ùåðáàêîâà, Ë. Ã. Äåéñà÷à è Äæ. Ñåëëà, Ð. Ê. Ìèëëåðà, Äæ.
Ñåéôåðòà, Äæ. Ñåëëà, ïîçäíåå â ðàáîòàõ Â. Â. Æèêîâà, È. Ó. Áðîí-
øòåéíà, à çàòåì è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Èç ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàþò, â ÷àñòíîñ-
òè, íåêîòîðûå ôàêòû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè è àñèìïòîòè-
÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè â áîëüøèíñòâå ñâîåì ÿâëÿþùèåñÿ íîâûìè,
à â ðÿäå ñëó÷àåâ óñèëèâàþùèåñÿ óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå ðàíåå äðóãèìè
àâòîðàìè.

Ïåðåéäåì ê îáçîðó ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäèìûõ â äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå

ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé.

Ïóñò X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ, R = (−∞,
+∞) è (X,R, π) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X.

Òî÷êó x èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, äâèæåíèå π(x, ·) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííûì (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêèì, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèì, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíûì, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ïî Ïóàññîíó), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîå (τ -ïåðèîäè÷åñêîå, ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîå, ðåêóððåíòíîå, óñòîé÷èâîå ïî Ïóàññîíó) äâèæåíèå π(p, ·)
òàêîå, ÷òî

(0.0.1) lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0.

Òåîðåìà 0.0.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0,

÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
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íåðàâåíñòâî

(0.0.2) ρ(π(x, t + τ), π(x, t)) < ε

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
3) Òî÷êà x óñò. L+ è Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x .

4) Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ èç íåå ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {π(x, tkn)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+, ò.å. ñóùåñòâóåò p ∈ X òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî (0.0.1).

Òåîðåìû àíàëîãè÷íûå ñôîðìóëèðîâàííîé ïðèâîäÿòñÿ è äëÿ äðóãèõ
êëàññîâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó.

Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþò
òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè (ñì. íàïðèìåð ). Â ðàáîòå
âûÿñíÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïîíÿòèÿìè. Ñòðîèòñÿ ïðèìåð ïîêàçûâà-
þùèé, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ ðàçëè÷íû.

Ïóñòü Y ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d è (Y,R, σ)
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà Y . Äëÿ y ∈ Y îáîçíà÷èì ÷åðåç Ly ìíîæåñòâî
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {tn} òàêèõ, ÷òî {σ(y, tn)} ñõîäèòñÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x ∈ X ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ òî÷êîé
y ∈ Y , åñëè Ly ⊆ Lx. Ýòî ïîíÿòèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ
ïî Ïóàññîíó òî÷åê àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ñðàâíèìîñòè äëÿóñòîé÷èâûõ
ïî Ïóàññîíó òî÷åê, ââåäåííîå Á. À. Ùåðáàêîâûì. Îíî èãðàåò âàæíóþ
ðîëü ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 0.0.2. Ïóñòü y ∈ Y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x ∈ X áûëà ñðàâ-
íèìà â ïðåäåëå ñ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåï-
ðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñ-
ëîâèÿì:

1.

(0.0.3) h(σ(q, t)) = π(h(q), t)

ïðè âñåõ q ∈ ωy) è t ∈ R.
2. h(Py) ⊆ Px.

Òåîðåìà 0.0.3. Ïóñòü y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè-
÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè-
÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè òî÷êà x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y, òî òî÷êà
x òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

Ïóñòü h : X → Y � ãîìîìîðôèçì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π) íà
(Y,T, σ).
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
(0.0.4) h(x) = y,

ãäå y ∈ Y . Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (0.0.4) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî "ω-ïðå-
äåëüíûõ"óðàâíåíèé
(0.0.5) h(x) = q, (q ∈ ωy).

Òåîðåìà 0.0.4. Åñëè ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (0.0.4) óñò. L+ è êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (0.0.5) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx,
òî x ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ y ∈ Y .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.0.4) è y
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè êàæ-
äîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (1.4.62) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç
ωx, òî x àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (0.0.4) íàçîâåì ðàçäåëåííûì â ìíîæåñòâå M ⊆
X, êñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî êàêîâî áû íè üûëî ðåøåíèå
p èç M (p 6= x) óðàâíåíèÿ (0.0.4) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ(π(x, t), π(p, t)) ≥ r

ïðè âñåõ t ∈ R.
Òåîðåìà 0.0.5. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà

(àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîä÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.0.4). Åñëè
ïðè êàæäîì q ∈ ωy âñå ðåøåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ (0.0.5) ðàçäåëåíû â ωx,
òî x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷íà,
àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

Â êîíöå ýòîé ãëàâû èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïó-
àññîíó ôóíêöèè, òî åñòü òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîðîæäàþò äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìå Áåáóòîâà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèèþ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî
Ïóàññîíó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîïóòíî â ýòîé ãëàâå ïîëó-
÷àþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Èçâåñòíî [41], ÷òî ñóùåñòâóåò âåñüìà îáùàÿ è ãëóáîêàÿ çàâèñèìîñòü,
â ñèëó êîòîðîé õàðàêòåð âîçâðàùàåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîãëàñîâàí ñ âîçâðàùàåìîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè. Â äèññåðòàöèè
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó âîçâðàùàåìîñòüþ
â ïðåäåëå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(0.0.6) x′ = f(t, x),
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ãäå f ∈ C(R×W,Em). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (0.0.6) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
-ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé
(0.0.7) y′ = g(t, y) (g ∈ ωf ).

Ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (0.0.6) íàçîâåì ñîãëàñîâàííûì â ïðåäåëå ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ, åñëè îíî ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ ôóíêöèåé fQ = f

∣∣
R×Q

,
ãäå Q = ϕ(R+), òî åñòü LfQ

⊆ Lϕ.
Òåîðåìà 0.0.6. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(0.0.6) è Q = ϕ(R+). Åñëè ϕ ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå è ïðàâàÿ
÷àñòü f óðàâíåíèÿ (0.0.6) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñ-
êè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè
ðåêóððåíòíà) ïî ïåðåìåííîé t ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q, òî è
ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

Òåîðåìà 0.0.7. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(0.0.6) è fQ = f

∣∣
R×Q

óñò. L+, ãäå Q = ϕ(R+). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (0.0.7) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òîãäà ϕ
ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(0.0.8) x′ = A(t)x,

ãäå A ∈ C(R, [Em]). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (0.0.8) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå
óðàíåíèå
(0.0.9) x′ = A(t)x + f(t)

è ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(0.0.10) x′ = Ã(t)x (Ã ∈ ωA).

Òåîðåìà 0.0.8. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(0.0.10), ìàòðèöà A è ôóíêöèÿ f óñò. L+. Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (0.0.10) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé,
òîãäà ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ϕ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(0.0.9), A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû. Åñëè êàæäîå óðàâ-
íåíèå ñåìåéñòâà (0.0.10) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R
ðåøåíèé, òîãäà ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Ýòî óòâåðæäåíèå îáîáùàåò íà àñèìïòîòè÷åñêóþ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü,
èçâåñòíóþ òåîðåìó Ôàâàðà.

Òåîðåìà 0.0.9. Ïóñòü A è f óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (0.0.8) óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè (ý.ä.) íà R+, òî

1. íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (0.0.9) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî îã-
ðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ϕ.
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2. âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåùåíèå óðàâíåíèÿ (0.0.9) ñîãëàñî-
âàíî â ïðåäåëå.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìàìè 0.0.8 è 0.0.9 âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. Ïóñòü A è f óñò. L+ è êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (0.0.10)

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Áóäåò
ëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (0.0.9) èìåòü õîòÿ áû îäíî
îãðàíè÷åííîå íà ðåøåíèå ?

2. ßâëÿþòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à. óðàâíåíèå (0.0.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R+.
á. êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (0.0.10) íå èìååò íåòðèâèàëü-

íûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Â äèññåðòàöèè äàåòñÿ ïî ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà îáà ýòè âîïðîñà.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(0.0.11) x′ = A(t)x + f(t) + F (t, x).

Ïóñòü E0 ìíîæåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê x ∈ Em ðåøåíèé èç
Cb(R+, Em) óðàâíåíèÿ (0.0.8). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð, ïðîåêòè-
ðóþùèé Em íà E0. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Ïóñòü A ∈ C(R, Em) óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (0.0.8)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R+, òî êàêîâà áû íè áûëà óñò. L+

ôóíêöèÿ f ∈ C(R, Em) óðàâíåíèå (0.0.9) èìååò åäèíñòâåííîå óñò. L+,
ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Pϕ0(0) =
0. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò M > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò f òàêàÿ, ÷òî
||ϕ0|| ≤ M ||f ||.

Òåîðåìà 0.0.10. Ïóñòü A, f è FQρ = F
∣∣
R×Qr

, ãäå Qr øàðîâàÿ
îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Q = ϕ(R+), óñò. L+. Åñëè

1. óðàâíåíèå (0.0.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R+.
2. ||F (t, x)|| ≤ rM−1 ïðè âñåõ x ∈ Qr è t ∈ R+, M ãäå ÷èñëî,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðãî ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 1.
3. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr ñ êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà L < M−1,
òî óðàâíåíèå (0.0.11) èìååò åäèíñòâåííîå óñò. L+, ñîãëàñîâàííîå â
ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Pϕ(0) = 0.

Òåîðåìà 0.0.11. Ïóñòü A, f è FQr óñò. L+. Åñëè
1. óðàâíåíèå (0.0.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R+.
2. F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr ñ êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà L,
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå
(0.0.12) x′ = A(t)x + f(t) + εF (t, x)

èìååò åäèíñòâåííîå óñò. L+, ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕε, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Pϕε(0) = 0. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕε} ñõîäèòñÿ ê ε0 ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+.
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Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû.
Åñëè

1. F àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî x ∈ Qr.

2. óðàâíåíèå (0.0.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R+.
3. F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr,

òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå
(0.0.12) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå ϕε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Pϕε(0) = 0. Êðîìå òîãî, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ϕε} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+ ê ϕ0.

Ñëåäñòâèå 3 îáîùàåò íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè òåîðåìó Áèðþê.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïó-
àññîíó ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåèé íå âûòåêàþùèõ èç îáùèõ
òåîðåì î ñîãëàñîâàííîñòè â ïðåäåëå. Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã
òåîðåìû Àìåðèî íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó.

Â êîíöå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R. Ïðèâîäèòñÿ äâà ãðóáûõ ñâîéñòâà
ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âñå ïðèâîäèìû â äèññåðòàöèè, çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû 1.2.14, ïî-
ëó÷åííîé â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, ïîëó÷åíû àâòîðîì
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â êàñåñòâåííîé òå-
îðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè êîëåáàíèé ïðè èçó÷åíèè
ïðåäåëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà òðåòåé è ÷åòâåðòîé Âñåñî-
þçíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ã. Ñàìàðêàíä è ã. Ðÿçàíü ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ
ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÌÃÓ, Áåëîðóñ-
ñêîì è Êèøèíåâñêîì óíèâåðñèòåòàõ.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [30]-[37].
Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîêìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Áîðèñó

Àëåêñååâè÷ó Ùåðáàêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàòåëüíîå ðóêî-
âîäñòâî.





Ãëàâà 1

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó
äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â òåîðèè äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì [3],[22],[27],[41], êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â
íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, R (Z) � ãðóïïà äåéñòâè-
òåëüíûõ (öåëûõ) ÷èñåë, R+ (Z+) � ïîëóãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñò-
âèòåëüíûõ (öåëûõ) ÷èñåë, S � îäíî èç ìíîæåñòâ R èëè Z è T ⊆ S (S+ ⊆ T,
ãäå S+ = {s|s ∈ S, s ≥ 0}) � ïîäïîëóãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû S.

Òðîéêó (X,T, π), ãäå π : X × T → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

(1.1.13) π(x, 0) = x (x ∈ X, 0 ∈ T)

è

(1.1.14) π(π(x, t), τ) = π(x, t + τ) (x ∈ X; t, τ ∈ T)

íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðè ýòîì, åñëè T = R+ (R) èëè
Z+ (Z), òî ñèñòåìà (X,T, π) íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîâîé (ãðóïïîâîé). Â
ñëó÷àå T = R+ (R) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì, à åñëè
T ⊆ Z, òî (X,T, π) íàçûâàåòñÿ êàñêàäîì. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü
âìåñòî π(x, t) ïðîñòî xt èëè πtx.

Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñ ìåòðèêîé ρ.

Ôóíêöèþ π(x, ·) : T → X ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X íàçûâàþò
äâèæåíèåì òî÷êè x, à ìíîæåñòâî π(x,T) = Σx òðàåêòîðèåé ýòîãî äâè-
æåíèÿ èëè òî÷êè x.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàþò ïîëóèíâàðèàíòíûì (êâàçèèí-
âàðèàíòíûì, èíâàðèàíòíûì, åñëè π(M, t) ⊆ M (π(M, t) ⊇ M , π(M, t) =
M) ïðè âñåõ t ∈ T.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè ðàçëè÷íû äëÿ ïî-
ëóãðóïïîâûõ ñèñòåì è ýêâèâàëåíòíû äëÿ ãðóïïîâûõ ñèñòåì.

Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ñîáñòâåííîãî ïîä-
ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìêíóòûì è èíâàðèàíòíûì, íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì.

9
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Òî÷êà p ∈ X íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ π(x, ·) è
òî÷êè x ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ⊂ T òàêàÿ, ÷òî
tn → +∞ è p = lim

n→+∞π(x, tn).
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ π(x, ·) îáîçíà÷àþò

÷åðåç ωx è íàçûâàþò ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ýòîãî äâèæåíèÿ.
Òî÷êó x è äâèæåíèå π(x, ·) íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è îáîçíà÷àþò óñò. L+, åñëè H+(x) = Σ+
x

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ãäå Σ+
x = π(x,T+) è T+ = {t|t ∈ T, t ≥ 0}.

Òî÷êó x è äâèæåíèå π(x, ·) íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó è
îáîçíà÷àþò óñò. L, åñëè H(x) = Σx ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ãäå Σx =
π(x,T).

Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò ïîñòîÿííîé èëè òî÷êîé ïîêîÿ, åñëè xt = x
ïðè âñåõ t ∈ T è τ -ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè xτ = x (τ > 0, τ ∈ T).

Ïóñòü ε > 0. ×èñëî τ ∈ T íàçûâàþò ε-ñìåùåíèåì (ε-ïî÷òè ïåðèîäîì)
òî÷êè x, åñëè ρ(xτ, x) < ε (ρ(x(t + τ), xt) < ε ïðè âñåõ t ∈ T). Òî÷êà
x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíîé (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò l = l(ε) > 0 òàêîå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå èç T
äëèíû l, íàéäåòñÿ ε-ñìåùåíèå (ε-ïî÷òè ïåðèîä) òî÷êè x.

Åñëè òî÷êà x ∈ X ïî÷òè ðåêóððåíòíà è ìíîæåñòâî H(x) = Σx

êîìïàêòíî, òî òî÷êó x íàçûâàþò ðåêóððåíòíîé.
Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x ∈ X óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè, åñëè x ∈ ωx.
Äâèæåíèå π(x, ·) : T → X ïîëóãðóïïîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(X,T, π) íàçûâàþò ïðîäîëæàåìûì íà S, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : S → X òàêîå, ÷òî πtϕ(s) = ϕ(t + s) ïðè âñåõ t ∈ T è
s ∈ S. Ïðè ýòîì ÷åðåç αϕ

x îáîçíà÷èì {y|∃tn → −∞, tn ∈ S− ϕ(tn) → y},
ãäå ϕ ïðîäîëæåíèå íà S äâèæåíèÿ π(x, ·). Ìíîæåñòâî αϕ

x íàçîâåì α-
ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äâèæåíèÿ ϕ, à åãî òî÷êè � α-ïðåäåëüíûìè äëÿ
äâèæåíèÿ ϕ.

Íàðÿäó ñ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (X,T, π) ðàññìîòðèì ñèñòåìó (Y,
T, σ), ãäå Y � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé α.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ⊂ T íàïðàâëÿåò òî÷êó x ∈ X
ê òî÷êå p ∈ X, åñëè p = lim

n→+∞xtn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} íàçûâàþò
ñîáñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x, åñëè x = lim

n→+∞xtn.
×åðåç Mx,p îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàï-

ðàâëÿþùèõ x ê p, ÷åðåç Nx � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé òî÷êè x (ò.å. Nx = Mx,x) è Mx = ∪{Mx,p : p ∈ X}.

Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò ñðàâíèìîé ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè ñ
y ∈ Y èëè, êîðî÷å, ñðàâíèìîé ñ y, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå δ > 0, ÷òî âñÿêîå δ-ñìåùåíèå òî÷êè y åñòü ε-ñìåùåíèå äëÿ x ∈ X.
Â ðàáîòàõ Á. À. Ùåðáàêîâà ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà x ∈ X ñðàâíèìà ñ y ∈ Y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ny ⊆ Nx.
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Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò ðàâíîìåðíî ñðàâíèìîé ïî õàðàêòåðó âîç-
âðàùàåìîñòè ñ y ∈ Y èëè, êîðî÷å, ðàâíîìåðíî ñðàâíèìîé ñ y, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî t ∈ T, âñÿêîå
δ-ñìåùåíèå òî÷êè yt åñòü ε-ñìåùåíèå äëÿ xt, ò.å. òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ
âñÿêèõ äâóõ ÷èñåë t1, t2 ∈ T, äëÿ êîòîðûõ d(yt1, yt2) < δ, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ρ(xt1, xt2) < ε. Â ñëó÷àå, êîãäà y ∈ Y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó
(ò.å. Σy îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî) Á. À.Ùåðáàêîâûì äîêàçàíî, ÷òî x ∈ X
ðàâíîìåðíî ñðàâíèìà ñ y ∈ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà My ⊆ Mx.

Òî÷êè x1 è x2 èç X íàçûâàþò ïðîêñèìàëüíûìè (äèñòàëüíûìè) â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè

inf{ρ(x1t, x2t) : t ∈ T+} = 0 (inf{ρ(x1t, x2t) : t ∈ T+} > 0).

Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà B ⊆ X (îáîçíà-
÷åíèå � ð. óñò. Ë+B), åñëè A ⊆ B è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî ρ(p, r) < δ (p ∈ A, r ∈ B) âëå÷åò íåðàâåíñòâî
ρ(pt, rt) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+.

Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) (S+ ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ S) � äâå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû. Îòîáðàæåíèå h : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (ñîîòâåò-
ñòâåííî èçîìîðôèçìîì) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) íà (Y,T2, σ),
åñëè îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî (ñîîòâåòñòâåííî ãîìåîìîðôíî) è h( π( x,
t)) = σ(h(x), t) ïðè âñåõ x ∈ X è t ∈ T1. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî (X,T1, π)
åñòü ðàñøèðåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Y,T2, σ), à (Y,T2, σ) � ôàêòîð
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) ïðè ãîìîìîðôèçìå h. Äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó (Y,T2, σ) íàçûâàþò òàêæå áàçîé ðàñøèðåíèÿ (X,T1, π).

Òðîéêó ((X,T1, π), (Y,T2, σ), h), ãäå h � ãîìîìîðôèçì (X,T1, π) íà
(Y,T2, σ), áóäåì íàçûâàòü íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ïóñòü t ∈ T. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå πt : X → X ðàâåíñòâîì πt(x) =
π(x, t). Åñëè F ⊆ T è M ⊆ X, òî ïîëîæèì E∗(M,F) = {πt|M : t ∈ F},
ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî ýàìûêàíèå â XM , è E(M, F) = {ξ| ξ ∈ E∗(M,S),
ξ(M) ⊆ M}.

Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (X,T, π) è (Y,T, σ)
íàçûâàþò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X × Y,T, λ), â êîòîðîé äåéñòâèå çà-
äàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî, ò. å. λ((x, y), t) = (π(x, t), σ(y, t)) ïðè âñåõ (x, y) ∈
X × Y è t ∈ T.

1.2. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Äâèæåíèå π(x, ·) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûì (àñèìïòîòè-
÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêèì, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíûì, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ïóàññîíó), åñëè
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîå (τ -ïåðèîäè÷åñêîå, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå, ðåêóð-
ðåíòíîå, óñòîé÷èâîå ïî Ïóàññîíó) äâèæåíèå π(p, ·) òàêîå, ÷òî
(1.2.15) lim

t→+∞ ρ(xt, pt) = 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Px = {p | p ∈ ωx ∩ ωp, lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0}. Î÷åâèäíî,

äâèæåíèå π(t, ·) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ïóàññîíó, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Px 6= ∅. Èç îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî
Ïóàññîíó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî Px ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Íèæå ïðèâîäèìàÿ ëåììà óêàçûâàåò ïðîñòîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì Px

ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.
Ëåììà 2. Ïóñòü x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Åñëè òî÷êè èç ωx ïîïàðíî äèñòàëüíû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,
òî Px ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàñ-
ñîíó äâèæåíèÿ π(x, ·) ìíîæåñòâî Px íåïóñòî. Äîïóñòèì, ÷òî â Px èìåþòñÿ
äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè p1 è p2. Ïî óñëîâèþ ëåììû p1 è p2 ïîëîæèòåëüíî
äèñòàëüíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîé èç òî÷åê p1 è p2 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (1.2.15) è, ñëåäîâàòåëüíî,
(1.2.16) lim

t→+∞ ρ(p1t, p2t) = 0.

Ðàâåíñòâî (1.2.16) ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé äèñòàëüíîñòè òî÷åê p1

è p2. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè äâèæåíèå π(x, ·) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íî, òî Px ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Òîã-
äà èç ðàâåíñòâà (1.2.15) ñëåäóåò, ÷òî ωx ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ìèíèìàëüíîå
ìíîæåñòâî è Px ⊆ ωx. Òàê êàê ωx ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ìèíè-
ìàëüíûì ìíîæåñòâîì, òî ëþáûå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç ωx äèñòàëüíû â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè òî÷êè Px ïîïàðíî äèñòàëüíû
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñîãëàñíî ëåììå 2 ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé
òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êà
p ∈ Px, ó÷àâñòâóþùàÿ â îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé ðî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè x, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. ¤

Ëåììà 3. [27] Åñëè ìíîæåñòâî A ð. óñò. Ë+B, òî A ð. óñò. Ë+B.
Ëåììà 4. [27] Åñëè Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x , à ωx 6= ∅, òî ωx ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.
Çàìå÷àíèå 1.2.1. Óòâåðæäåíèÿ ëåìì 3 è 4 â [27] äîêàçàíû äëÿ

ãðóïïîâûõ ñèñòåì â ñëó÷àå T = R. Îäíàêî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
èìåþùèåñÿ â [27] ðàññóæäåíèÿ, ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ
è â ñëó÷àå T = Z, R+ èëè Z+.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè òî÷êà x óñò. L+ è Σ+
x ð. óñò. L+Σ+

x , òî ωx �
íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé.
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Òåîðåìà 1.2.12. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x ∈ X (è äâèæåíèå π(x, ·))
áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû òî÷êà x áûëà óñò. L+, Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x è ωx ñîâïàäàëî ñ òî÷êîé

ïîêîÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêàíèåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
òðàåêòîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ) òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.15). Èç ðàâåíñòâà
(1.2.15) ñëåäóåò, ÷òî x óñò. L+ (ò. ê. ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà óñò. L+)
è ωx = ωp = H(p). Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Σ+

x ð. óñò.
Ë+Σ+

x . Èç ðàâåíñòâà (1.2.15) è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè p ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå, ÷òî íà ëþáîì
îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
(1.2.17) ρ(x(t + τ), xt) < ε

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
Ïóñòü ε > 0. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà ε

3 íàéäåòñÿ
ïàðà ÷èñåë β( ε

3) è l( ε
3) òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l( ε

3) íàéäåòñÿ
÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî

(1.2.18) ρ(x(t + τ), xt) <
ε

3
ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β. Â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Σ+

x èíòåãðàëüíàÿ
íåïðåðûâíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå γ (
ε ) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ Σ+

x èç íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < γ
ñëåäóåò

(1.2.19) ρ(x1t, x2t) <
ε

3
ïðè âñåõ t ∈ [β, β + l]. Çàìåòèì, ÷òî γ ìîæåò áûòü âûáðàíî ìåíüøå ε.
Ïóñòü x1 è x2 èç Σ+

x , òî åñòü xi = xti (ti ∈ T+, i = 1, 2), òîãäà ρ(x1t, x2t) ≤
ρ(x1(t + τ), x1t) + ρ(x1(t + τ), x2(t + τ)) + ρ(x2(t + τ), x2t). Âûáåðåì τ ∈
[β − t, β − t + l] ⊂ T+, òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ
(1.2.18) è (1.2.19) ñëåäóåò
(1.2.20) ρ(x1t, x2t) < γ

ïðè âñåõ t ≥ β. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè íà Σ+
x

äëÿ ÷èñåë β è γ (γ < ε) ìîæíî âûáðàòü δ < γ òàê, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà
ρ(x1, x2) < δ (x1, x2 ∈ Σ+

x ) ñëåäîâàëî ρ(x1t, x2t) < γ ïðè âñåõ t ∈ [0, β].
Ïóñòü òåïåðü ρ(x1, x2) < δ, (x1, x2 ∈ Σ+

x , δ < γ < ε) è t ∈ T+, òîãäà
ρ(x1t, x2t) < ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x óñò. L+, Σ+
x ð. óñò.Ë+Σ+

x è ωx ñîâïàäàåò ñ
òî÷êîé ïîêîÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêàíèåì ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîé òðàåêòîðèè). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, ñîãëàñíî óñëîâèþ
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òåîðåìû, íàéäóòñÿ βn ≥ 0, ln > 0 è τn ∈ [n, n + ln] òàêèå, ÷òî

(1.2.21) ρ(x(t + τn), xt) <
1
n

ïðè âñåõ t ≥ βn è t+τn ≥ βn. Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xτn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì p = lim

n→+∞xτn, òîãäà p ∈ ωx

è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5 òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xτn} ñõîäèòñÿ ê p ðàâíîìåðíî íà

T+, ò.å.
(1.2.22) lim

n→+∞ sup{ρ(x(t + τn), pt) : t ∈ T+} = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê {xτn} ñõîäèòñÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ïóñòü ε > 0 è δ(ε) > 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ ð. óñò. Ë+Σ+

x ìíîæåñòâà Σ+
x .

Òîãäà íàéäåòñÿ N(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(xτn, xτm) < δ ïðè âñåõ n,m ≥ N(ε)
è, ñëåäîâàòåëüíî,
(1.2.23) ρ(x(t + τn), x(t + τm)) < ε

ïðè âñåõ t ∈ T+. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.2.23) ê ïðåäåëó, êîãäà m →
+∞ (ïðè ôèêñèðîâàííûõ n ∈ N è t ∈ T+), ïîëó÷èì
(1.2.24) ρ(x(t + τn), pt) ≤ ε

ïðè âñåõ t ∈ T+ è n ≥ N(ε). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî p ∈ Px. Äåéñòâèòåëüíî,
ρ(xt, pt) ≤ ρ(xt, x(t + τn))

+ρ(x(t + τn), pt) ≤ 1
n

+ ε(1.2.25)

ïðè âñåõ n ≥ N(ε) è t ≥ βn è, ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ Px. Òåîðåìà äîêàçàíà.
¤

Ëåììà 5. Åñëè x óñò. L+ è tn → t0 (t0 ∈ T), òî
(1.2.26) lim

n→+∞ sup{ρ(x(t + tn), x(t + t0)) : t ∈ T} = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x óñò. L+ è tn → t0. Äîïóñòèì, ÷òî ðà-
âåíñòâî (1.2.26) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî
(1.2.27) ρ(x(tn + tn), x(t0 + tn)) ≥ ε

Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, tn)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x = lim

n→+∞xtn, òîãäà

(1.2.28) ε0 ≤ ρ(x(tn + tn), x(t0 + tn)) = ρ((xtn)tn, (xtn)t0).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.2.28), êîãäà n → +∞ ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî ε0 ≤ 0, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Ëåììà äî-
êàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.2.13. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
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2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0,
÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
íåðàâåíñòâî (1.2.17) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.

3) Òî÷êà x óñò. L+ è Σ+
x ð. óñò. Ë+Σ+

x .
4) Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ èç íåå ìîæíî

âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {π(x, tkn)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+, ò.å. ñóùåñòâóåò p ∈ X òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî (1.2.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) âûòåêàåò èç
îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.2.12).

Ïîêàæåì, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 3). Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x
óñò. L+. Â ñàìîì äåëå. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ ÷èñëà ε

2 ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà β ≥ 0 è l > 0, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ ,
äëÿ êîòîðîãî

(1.2.29) ρ(x(t + τ), xt) <
ε

2
ïðè âñåõ t ≥ β è t+τ ≥ β. Ïîêàæåì, ÷òî M = π([β, β+ l], x) àïïðîêñèìè-
ðóåò Q = {π(t, x) : t ≥ β} ñ òî÷íîñòüþ äî ε/2. Â ñàìîì äåëå, åñëè t ≥ β, òî
ñóùåñòâóåò τ ∈ [β− t, β− t+ l], ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (1.2.26) è ñëåäîâàòåëüíî
Q ⊆ S(M, ε

2). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M çàìêíóòî è êîìïàêòíî, òî îíî
îáëàäàåò êîíå÷íîé ε

2 -ñåòüþ, êîòîðàÿ â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Q ⊆ S(M, ε
2)

ÿâëÿåòñÿ ε
2 -ñåòüþ ìíîæåñòâà Q. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X ìíî-

æåñòâî Q êîìïàêòíî. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Σ+
x = π([0, β], x)∪Q. Íàêî-

íåö, èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 1.2.12 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå
2) è óñò. L+ òî÷êè x äàþò ð. óñò. Ë+Σ+

x ìíîæåñòâà Σ+
x .

Ïóñòü x óñò. L+, Σ+
x ð. óñò. Ë+Σ+

x è tn → +∞. Â ñèëó óñò.L+ òî÷êè x
èç {tn} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî xtkn →
P . Â ñèëó ð. óñò. Ë+Σ+

x ìíîæåñòâà Σ+
x , ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è ïðè

äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 1.2.12, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.2.22).
Ïîêàæåì,÷òî èç 4) ñëåäóåò 3). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñò-

âóþò ÷èñëî ε0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn ↓ 0, {t(i)n } (i = 1, 2) è {tn}
òàêèå, ÷òî
(1.2.30) ρ(xt(1)

n , xt(2)
n ) < δn è ρ(x(t(1)

n + t̄n), x(t(2)
n + t̄n)) ≥ ε0.

Î÷åâèäíî, èç 4) ñëåäóåò, ÷òî x óñò. L+, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xt

(i)
n } (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x̄i = lim

n→+∞xt
(i)
n

(i = 1, 2). Èç íåðàâåíñòâà (1.2.30) ñëåäóåò, ÷òî x̄1 = x̄2 = x̄. Ïîêàæåì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt

(i)
n } ñõîäèòñÿ ê x̄ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+.

Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t(i)n } îãðàíè÷åíà è òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè

ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü å¸ ñõîäÿùåéñÿ. È òîãäà òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 5.
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á. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t(i)n } íåîãðàíè÷åíà. Ñîãëàñíî 4) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xt

(i)
n } ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî t ∈ T+. Èòàê,

ìû ïîêàçàëè, ÷òî x̄ = lim
n→+∞xt

(i)
n (i = 1, 2), ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â ïîñ-

ëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈ T+. Òîãäà äëÿ ÷èñëà ε0
2 íàéäåòñÿ

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî

(1.2.31) ρ(x(t(1)
n + t), x(t(2)

n + t)) <
ε0

2
ïðè âñåõ t ∈ T+ è n ≥ n0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = tn,

(1.2.32) ρ(x(t(1)
n + tn), x(t(2)

n + tn)) <
ε0

2
Íåðàâåíñòâî (1.2.32) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.2.30). Ïîëó÷åííîå ïðî-
òèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Íàêîíåö, ïîêàæåì ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Ïóñòü òî÷êà x ∈ X óñò. L+

è Σ+
x ð. óñò. Ë+Σ+

x . Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5 ìíîæåñòâî ωx ÿâëÿåòñÿ
íåïóñòûì êîìïàêòíûì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.12 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.2.14. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x ∈ X áûëà àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{π(x, kτ)}+∞

k=0 ñõîäèëàñü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè-
÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, òî åñòü ñóùåñòâóåò τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p òàêàÿ,
÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.15). Òîãäà
(1.2.33) ρ(x(kτ), p(kτ)) = ρ(x(kτ), p).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.33), êîãäà k → +∞, è ó÷èòûâàÿ (1.2.15),
ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {π(x, kτ)}+∞
k=0 ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì

p = lim
k→+∞

π(x, kτ).

Çàìåòèì, ÷òî
pτ = ( lim

k→+∞
x(kτ))τ = lim

k→+∞
[x(kτ)]τ = lim

k→+∞
x(k + 1)τ = p.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîêàæåì, ÷òî x óñò.
L+. Â ñàìîì äåëå. Ïóñòü {tn} ⊂ T+, òîãäà tk = mkτ + tk (mk, tk
∈ T+, τ > 0 è tk ∈ [0, τ ]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ è ïóñòü t0 = lim

k→+∞
tk. Òîãäà lim

k→+∞
xtk = lim

k→+∞
x(mkτ + tk) =

lim
k→+∞

[x(mkτ)]tk = pt0.
Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x íà ìíîæåñòâå H+(x) èíòåãðàëüíàÿ íåïðå-

ðûâíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàê êàê èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ
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èíòåãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü è lim
k→+∞

x(kτ) = p, òî

lim
k→+∞

sup{ρ(x(kτ + t), pt) : t ∈ [0, τ ]}
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(xt, pt) = ρ(x(kτ + t̃), pt̃) ≤
sup{ρ(x(kτ + t̃), pt̃) | t̃ ∈ [0, τ ]},(1.2.34)

ãäå t = kτ + t̃ (k = [t], t̃ ∈ [0, τ ]). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.34), êîãäà
t → +∞ (k = [t] → +∞, êîãäà t → +∞), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.2.15).
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(
x, kτ)} ñõîäèëàñü ïðè êàæäîì τ ∈ T+.

Òåîðåìà 1.2.15. Ïóñòü T = R+ èëè R. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x
áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X,T, π),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, tn)} ñõîäè-
ëàñü, ãäå tn =

∑n
k=1

1
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü òî÷êà x ∈ X òàêîâà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn}, ãäå tn =∑n

k=1
1
k , ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì p = lim

n→+∞xtn è ïîêàæåì, ÷òî

(1.2.35) lim
t→+∞ ρ(xt, p) = 0.

Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.2.35) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {t′k} ⊂ T, t′k → +∞, èìååò ìåñòî
(1.2.36) lim

k→+∞
ρ(xt′k, p) = 0.

Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {t′k} îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(1.2.37) tnk

= max{tn | tn ≤ t′k}.
Îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.2.37) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tnk

} îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
(1.2.38) tnk

≤ t′k < tnk+1.

Èç (1.2.38) ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ t′k − tnk
< tnk+1 − tnk

= 1
nk+1 . Èç ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî lim
k→+∞

(t′k − tnk
) = 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

π(x, t′k) = π(π(x, tnk
), t′k − tnk

). Òàê êàê {xtnk
} è {t′k − tnk

} ñõîäÿòñÿ, òî
ñõîäÿùåéñÿ ÿâëÿåòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt′k} è, î÷åâèäíî, lim

k→+∞
xt′k =

p. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Çàìå÷àíèå 1.2.2. Åñëè T = Z+ èëè Z, òî åñòü (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ

êàñêàäîì, è p ∈ X ÿâëÿåòñÿ m-ïåðèîäè÷åñêîé, òî, î÷åâèäíî, åe òðàåê-
òîðèåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {p, π(p, 1), . . . , π(p, (m − 1))}, ñîñòîÿùåå
ðîâíî èç m ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
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Ëåììà 6. [38] Ïóñòü T = Z+ èëè Z è x ∈ X � óñò. L+ òî÷êà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî ωx ñîñòîÿëî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà m-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà
p ∈ X òàêàÿ, ÷òî ωx = {p, π(p, 1), . . . , π(p,m− 1)}.

Òåîðåìà 1.2.16. Ïóñòü T = Z+ èëè Z. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà
x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè m-ïåðèîäè÷åñêîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû òî÷êà x áûëà óñò. L+ è åe ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ωx ñîñòîÿëî
ðîâíî èç m ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíè-
ÿ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé m-ïåðèî-
äè÷íîñòè è çàìå÷àíèÿ 1.2.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X óñò. L+ è ωx = {p1, p2, . . . , pm},
ïðè÷åì pi 6= pj ïðè i 6= j, i, j = 1,m. Òîãäà
(1.2.39) lim

n→+∞ ρ(xn, ωx) = 0.

Èç ðàâåíñòâà (1.2.39) ñëåäóåò, ÷òî
(1.2.40) δ(n) = min{ρ(xn, pjn) : 1 ≤ j ≤ m} → 0

ïðè n → +∞. Ïóñòü ρ > 0 òàêîâî, ÷òî
(1.2.41) ρ(pin, pjn) ≥ 0

ïðè âñåõ n ∈ T è i, j = 1,m, i 6= j. Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x íà ìíîæåñòâå
H+(x) âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè.
Âûáåðåì äëÿ ÷èñëà ρ

3 ÷èñëî γ(ρ
3) > 0, γ(ρ

3) < ρ
3 , èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé

èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà

(1.2.42) ρ(π(x, 1), π(p, 1)) <
ρ

3
(x, p ∈ H+(x)),

êàê òîëüêî ρ(x, p) < γ. Èç (1.2.40) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ γ(ρ
5) íàéäåòñÿ n0

òàêîå, ÷òî δ(n) < γ(ρ
5) ïðè âñåõ n ≥ n0. Òîãäà íàéäåòñÿ j0 ∈ [1,m] ⊂ T

òàêîé, ÷òî

(1.2.43) ρ(xn0, pj0n0) < γ(
ρ

5
).

Ïîëîæèì
(1.2.44) ∆ = sup{∆̃ | ρ(xn, pj0n) < γ(

ρ

5
), n ∈ [n0, n0 + ∆̃]}.

à. Åñëè ∆ = +∞, òî ρ(xn, pj0n) < γ(ρ
5) ïðè âñåõ n ∈ N è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè âñåõ j 6= j0

ρ(xn, pjn) ≥ ρ(pjn, pj0n)− ρ(xn, pj0n) ≥ ρ− ρ

3
=

2ρ

3
> γ(

ρ

5
).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ρ(xn, pj0n) = min

1≤j≤m
ρ(xn, pjn) = δ(n) → 0

ïðè n → +∞. È â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêààíà.
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á. Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé ∆ < +∞ íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî ∆ < +∞ è ïîëîæèòü n′0 = n0 + ∆, òî áóäåì èìåòü

(1.2.45) ρ(xn′0, pj0n
′) < γ(

ρ

5
),

(1.2.46) ρ(x(n′ + 1), pj0(n
′ + 1)) ≥ γ(

ρ

5
)

è
(1.2.47) ρ(x(n′ + 1), pj0(n

′ + 1)) <
ρ

5
.

Òàê êàê δ(n′ + 1) < γ(ρ
5), òî ñóùåñòâóåò pi0 6= pj0 , òàêîå ÷òî

ρ(x(n′ + 1), pi0(n
′ + 1)) ≥ γ(

ρ

5
)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(pj0(n

′ + 1), pi0(n
′ + 1)) ≤ ρ(pj0(n

′ + 1), x(n′ + 1)) +(1.2.48)
ρ(x(n′ + 1), pi0(n

′ + 1)) < γ +
ρ

5
<

ρ

3
+

ρ

5
< ρ.(1.2.49)

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ρ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
¤

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðàíåå èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ [45, 46]. Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü â óïî-
ìÿíóòûõ ðàáîòàõ ïîíèìàåòñÿ â èíîì ñìûñëå.

Â [45, 46] òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå íà R+

ìíîæåñòâî D(ε) òàêîå, ÷òî
ρ(π(t + τ1, x), π(t + τ2, x)) < ε

ïðè âñåõ t ∈ R+, τ1 è τ2 èç D(ε). Â ýòèõ æå ðàáîòàõ äîêàçàíî, ÷òî òî÷êà
x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x óñò.
L+ è ωx ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 1.2.3. Èç Òåîðåìû 1.2.13 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà
x ∈ X ÿâëÿþùàÿñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå
íàøåãî îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
è â ñìûëå [45, 46]. Èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ
íå ñîâïàäàþò.

Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ íà åäè-
íè÷íîì êðóãå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Öåíòð êðóãà ïóñòü áóäåò òî÷êîé
ïîêîÿ, ãðàíèöà êðóãà � òðàåêòîðèåé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïåðèîäà
τ = 1. Âñå îñòàëüíûå äâèæåíèÿ ïóñòü áóäóò íåîñîáûìè. Êðîìå òîãî,
ñ÷èòàåì, ÷òî ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x íå ð. óñò. Ë+Σ+
x äëÿ ëþáîé
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âíóòðåííåé òî÷êè x êðóãà, îòëè÷íîé îò öåíòðà. Îïèñàííàÿ âûøå äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(1.2.50)
{

dr
dt = (r − 1)2
dϕ
dt = r.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x ÿâëÿåòñÿ òðà-
åêòîðèåé 1-ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, íî ñàìà òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè 1-ïåðèîäè÷åñêîé, òàê êàê Σ+

x íå ÿâëÿåòñÿ ð. óñò. Ë+Σ+
x (ñì.

òåîðåìó 1.2.12).

1.3. Ñðàâíèìîñòü äâèæåíèé ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè â
ïðåäåëå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè äâèæåíèé äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïî õàðàêòåðó èõ âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå. Ýòî ïîíÿòèå
ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé èãðàåò
òàêóþ æå ðîëü, êàê è ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè
óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé, ââåäåííûõ Á. À. Ùåðáàêîâûì (ñì.,
íàïðèìåð, [41]).

Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, x ∈ X è y ∈ Y .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+∞

x,p ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {tn} ∈ Mx,p

òàêèõ, ÷òî tn → +∞. Ïîëîæèì L+∞
x (M) = ∪{Lx,p : p ∈ M} è L+∞

x =
L+∞

x (X).
Òî÷êó x ∈ X íàçîâ¸ì ñðàâíèìîé ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè ñ

y ∈ Y îòíîñèòåëüíî M ⊂ Y èëè, êîðî÷å, ñðàâíèìîé ñ y îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà M , åñëè L+∞

y (M) ⊆ L+∞
x .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(M) = {π(x, t) : x ∈ M, t ∈ T}. Ïóñòü (Y,S, σ) �
ãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Ëåììà 7. Åñëè L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p , òî L+∞
y,σ(q,t) ⊆ L+∞

x,π(p,t) ïðè âñåõ t ∈ T ⊆
S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t ∈ T è {tn} ∈ L+∞
y,σ(q,t), òîãäà tn → +∞

è σ(y, tn) → σ(q, t) ïðè n → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, {tn − t} ⊂ T è
{tn−t} ∈ L+∞

y,q . Äåéñòâèòåëüíî, lim
n→+∞σ(y, tn−t) = σ( lim

n→+∞σ(y, tn),−t) =

σ(σ(q, t),−t) = q. Òàêèì îáðàçîì, {tn−t} ∈ L+∞
x,p ⊆ L+∞

y,p è, ñëåäîâàòåëüíî,
{tn−t} ∈ L+∞

x,p . Ïîâòîðÿÿ ïðèâåä¸ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî {tn} ∈ L+∞

x,π(p,t). Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 7. Â óñëîâèÿõ ëåììû 7, åñëè L+∞
y (M) ⊆ L+∞

x , òî L+∞
y

(ΣM ) ⊂ L+∞
x , ãäå ΣM = {π(x, t) : x ∈ M, t ∈ T}.

Ëåììà 8. Åñëè L+∞
y,q ⊆ L+∞

x , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L+∞
y,q , òîãäà ytn → q. Ñîãëàñíî

óñëîâèþ ëåììû ñóùåñòâóåò òî÷êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî xtn → p. Ïîêàæåì,
÷òî L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò {t′n} ∈ Ly,q \ Lx,p, òîãäà

íàéäåòñÿ òî÷êà p̄ ∈ ωx (p̄ 6= p) òàêàÿ, ÷òî {xt′n} ñõîäèòñÿ ê p̄. Ñîñòàâèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

tk =

{
tn, åñëè k = 2n− 1

t′n, åñëè k = 2n.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} ñëåäóåò, ÷òî tk → +∞ è ytk →
q. Ïî óñëîâèþ ëåììû L+∞

y,q ⊆ L+∞
x è, ñëåäîâàòåëüíî, {tk} ∈ L+∞

x , ò.å.
{xtk} ñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà èìåòü äâå ðàçëè÷íûå
ïðåäåëüíûå òî÷êè p è p. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå
L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî òî÷êà p â ëåììå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, èáî äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
p1 è p2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L+∞

x,p1
∩ L+∞

x,p2
= ∅. ¤

Òåîðåìà 1.3.17. Åñëè òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà M , òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : σ(ΣM ,T) →
ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
(1.3.51) h(σ(q, t)) = π(h(q), t)

ïðè âñåõ q ∈ σ(ΣM ,T) è t ∈ T.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî ìíî-

æåñòâà M . Ïî ñëåäñòâèþ 7 L+∞
y (ΣM ) ⊆ L+∞

x . Ïóñòü q ∈ ΣM . Ñîãëàñíî
ëåììå 8 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p .

Ïîëîæèì h(p) = q. Òàêèì îáðàçîì êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
h : ΣM → ωx. Èç ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.3.51).
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî. Ïóñòü {qk} → q (qk, q ∈ ΣM ).
Ïîêàæåì, ÷òî {pk} = {h(qk)} ñõîäèòñÿ ê p = h(q). Äëÿ êàæäîãî k ∈ N
âûáåðåì {t(k)

n } ∈ L+∞
y,qk

, òîãäà pk = h(qk) = lim
n→+∞xt

(k)
n . Ïóñòü εk ↓ 0. Äëÿ

êàæäîãî k ∈ N âûáåðåì nk ∈ N òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
ρ(xt(k)

nk
, pk) < εk è d(yt(k)

nk
, qk) < εk

îäíîâðåìåííî (î÷åâèäíî, òàêèå nk ñóùåñòâóþò). Ïîëîæèì t′k = t
(k)
nk è

ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′k} ïðèíàäëåæèò L+∞
y,q . Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî
(1.3.52) d(yt′k, q) ≤ d(yt′k, qk) + d(qk, q) < εk + d(qk, q).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâó (1.3.52), êîãäà k → +∞, ïîëó÷èì
{t′k} ∈ L+∞

y,q . Òàê êàê L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p , òî {t′k} ∈ Lx,p. Ïîñêîëüêó
(1.3.53) ρ(pk, p) ≤ ρ(pk, xt′k) + ρ(xt′k, p) < εk + ρ(xt′k, p),

òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.3.53), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî {t′k} ∈ L+∞
x,p , ïîëó÷èì

pk → p. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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Ïóñòü òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M . Îòìåòèì,
÷òî íàèáîëåå âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3],
[41]) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. L+∞
y,y ⊆ L+∞

x,x . Êàê ïîêàçàíî â [43], âêëþ÷åíèå L+∞
y,y ⊆ L+∞

x,x èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ny ⊆ Nx. Êàê áûëî îòìå÷åíî â � 1.2
ãëàâû I, âêëþ÷åíèå Ny ⊆ Nx èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x
ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàåìîñòè ñ y.

2. L+∞
y ⊆ L+∞

x è L+∞
y,y ⊆ L+∞

x,x . Ïîëîæèì M+
y = {{tn} : {tn} ∈

My, tn ∈ T+}. Òî÷êó x íàçîâ¸ì ñèëüíî ñðàâíèìîé (â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè) ñ y, åñëè L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x è L+∞

y ⊆ L+∞
x . Èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùàÿ
Òåîðåìà 1.3.18. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Òî÷êà x ñèëüíî ñðàâíèìà ñ y.
2) Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : H+(y) → H+(x),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.3.51) ïðè âñåõ q ∈ H+(y) è t ∈ T+,
è, êðîìå òîãî, h(y) = x.

3) M+
y ⊆ M+

x .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Äåéñòâèòåëüíî,

ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.17 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : H+(y) →
H+(x) ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2). È ïóñòü {tn} ∈ M+
y , òîãäà

ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈ H+(y) òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â ñèëó óñëîâèÿ
{h(ytn)} = {h(y)tn} = {xtn} → h(q)

è, ñëåäîâàòåëüíî, {tn} ∈ M+
x .

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñò-
âà 1) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x . Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî

âêëþ÷åíèÿ ïðîâåä¸ì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî âêëþ-
÷åíèå L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x , íå èìååò ìåñòî, òî ñóùåñòâóåò {tn} ∈ L+∞

y,y \ L+∞
x,x .

Òàê êàê L+∞
y,y ⊆ L+∞

y ⊆ L+∞
x , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà p 6= x òàêàÿ, ÷òî

{tn} ∈ L+∞
x,p . Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′k} ñëåäóþùèì óñëîâèåì

t′k =

{
tn, ïðè k = 2n− 1

t′n, ïðè k = 2n

ïðè êàæäîì k ∈ N. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî {t′k} ∈ M+
y,y è, ñëåäîâàòåëüíî,

{t′k} ∈ M+
x . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt′k} ñõîäèòñÿ. Îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî x = p. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p (p 6= x).
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Çàìå÷àíèå 1.3.4. Èç òåîðåìû 1.3.18 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [43]
ñëåäóåò, ÷òî ñèëüíàÿ ñðàâíèìîñòü òî÷êè x ñ y ýêâèâàëåíòíà èõ ðàâ-
íîìåðíîé ñðàâíèìîñòè, åñëè òî÷êà y óñò. L+. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè
ïîíÿòèÿ, âèäèìî, ðàçëè÷íû (õîòÿ íàì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð íå-
èçâåñòåí).



1.3. ÑÐÀÂÍÈÌÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÏÎ ÕÀÐÀÊÒÅÐÓ . . . 23

3. L+∞
y ⊆ L+∞

x . Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x
ñðàâíèìà â ïðåäåëå (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ñ òî÷êîé y.

Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, x ∈ X è y ∈ Y .

Òåîðåìà 1.3.19. Ïóñòü òî÷êà y àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî
Ïóàññîíó. Äëÿ òîãî ÷òîáû x áûëà ñðàâíèìîé â ïðåäåëå ñ y íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy →
ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

(1.3.54) h(σ(q, t) = π(h(q), t)

ïðè âñåõ q ∈ ωy, t ∈ T è

(1.3.55) lim
n→+∞ ρ(π(x, tn), π(h(q̃), tn)) = 0

ïðè êàæäîì q̃ ∈ Py è {tn} ∈ L+∞
y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x áûëà ñðàâíèìîé
â ïðåäåëå ñ y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.17 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.3.54). Ïîêàæåì,
÷òî èìååò ìåñòî è ðàâåíñòâî (1.3.55). Ïóñòü q̃ ∈ Py è {tn} ∈ L+∞

y .
Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà q ∈ ωy òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ h èìååì ðàâåíñòâî h(q) = lim

n→+∞xtn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

q = lim
n→+∞ ytn = lim

n→+∞ qtn,

òàê êàê q ∈ Py. Ñëåäîâàòåëüíî,

h(q) = h( lim
n→+∞ ytn) = h( lim

n→+∞ qtn) = lim
n→+∞π(h(q), tn).

Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→+∞xtn = h(q) = lim

n→+∞π(h(q), tn).

Îòêóäà è ñëåäóåò (1.3.55).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy →

ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1.3.54) è (1.3.55). Âîçüì¸ì ïðîèçâîëüíó-
þ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ∈ L+∞

y , òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈ ωy òàêàÿ,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ytn} ñõîäèòñÿ ê q. Ïóñòü y ∈ Py. Çàìåòèì, ÷òî

(1.3.56) h(q) = h( lim
n→+∞ ytn) = h( lim

n→+∞σ(q, tn)) = lim
n→+∞π(h(q), tn)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(1.3.57) ρ(xtn, h(q)) ≤ ρ(xtn, h(q)tn) + ρ(h(q)tn, h(q)).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.3.57) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1.3.56)
è óñëîâèå (1.3.55), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî h(q) = lim

n→+∞xtn, òî åñòü {tn} ∈
L+∞

x è L+∞
y ⊂ L+∞

x . Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü òî÷êà y óñò. L+ è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà ïî Ïóàññîíó. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x áûëà ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî îòîáðàæåíèå h : ωy →
ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1.3.54) è

(1.3.58) lim
t→+∞ ρ(xt, h(q)t) = 0

ïðè âñåõ q ∈ Py.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç
òåîðåìû 1.3.19. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ñðàâíèìà â ïðå-
äåëå ñ y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.19 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
h : ωy → ωx óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1.3.54) è (1.3.55). Äîïóñòèì, ÷òî
ðàâåíñòâî (1.3.58) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóþò q ∈ Py, tn → +∞ è
ε0 > 0 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1.3.59) ρ(xtn, h(q)tn) ≥ ε0.

Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè y èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} ∈ L+∞

y . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.19 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

(1.3.60) lim
n→+∞ ρ(xtkn , h(q)tkn) = 0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.3.59) ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{tkn} è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1.3.60), ïîëó÷èì ε0 ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâî-
ðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå. ¤

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå ïîíÿòèå ñðàâ-
íèìîñòè â ïðåäåëå èãðàåò òàêóþ æå ðîëü ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé, êàêóþ èãðàåò ïîíÿòèå ñîãëàñîâàí-
íîñòè â ñìûñëå Á. À. Ùåðáàêîâà äëÿ óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé
[41].

Òåîðåìà 1.3.20. Ïóñòü y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòî-
òè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè òî÷êà x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y, òî òî÷êà
x òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y. Ñîãëàñíî ñëåäñò-
âèþ 8 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì (1.3.54) è (1.3.58). Òàê êàê y óñò. L+, òî ωy êîìïàêòíî
è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå h ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïóñòü q ∈ Py,
òîãäà p = h(q) ∈ Px è ñîãëàñíî òåîðåìå 9 èç [43] òî÷êà p ïîñòîÿííà
(τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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1.4. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî
Ïóàññîíó ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü h : X → Y � ãîìîìîðôèçì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π) íà
(Y,T, σ).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

(1.4.61) h(x) = y,

ãäå y ∈ Y . Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1.4.61) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî "ω-
ïðåäåëüíûõ"óðàâíåíèé

(1.4.62) h(x) = q, (q ∈ ωy).

Òåîðåìà 1.4.21. Åñëè ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (1.4.61) óñò. L+ è êàæ-
äîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (1.4.62) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç
ωx, òî x ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L+∞
y . Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈

ωy òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â ñèëó óñò. L+ ðåøåíèÿ x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xtn} êîìïàêòíà. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xtn}, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} ⊆ {tn}
òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtkn} ñõîäèòñÿ ê p. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
è ãîìîìîðôíîñòè h èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(p) = q. Òàêèì îáðàçîì, p
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.62), p ∈ ωx è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtn} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (1.4.62). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, óðàâíåíèå (1.4.62) èìååò íå áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn} èìååò
ðîâíî îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn} êîì-
ïàêòíà, òî, â òàêîì ñëó÷àå, îíà ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tn} ∈ L+∞

x è äîêàçàíî âêëþ÷åíèå L+∞
y ⊂ L+∞

x . ¤

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) è y
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè êàæ-
äîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (1.4.62) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç
ωx, òî x àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç òå-
îðåì 1.3.20 è 1.4.21. ¤

Ðåøåíèå x ∈ M (M ⊆ X) óðàâíåíèÿ (1.4.61) íàçîâåì ðàçäåëåííûì
â ìíîæåñòâå M , åñëè x � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) èç
M èëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî ðåøåíèå
p ∈ M (p 6= x) óðàâíåíèÿ (1.4.61) ρ(xt, pt) ≥ r ïðè âñåõ t ∈ T.
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Ëåììà 9. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊆ X êîìïàêòíî. Åñëè êàæäîå
ðåøåíèå x ∈ M óðàâíåíèÿ (1.4.61) ðàçäåëåíî â M , òî (1.4.61) èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. â M ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî {xn} ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.4.61). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
M èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
{xn} ñõîäèòñÿ. Ïóñòü p = lim

n→+∞xn. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè h è çàìêíóòîñ-
òè M h(p) = y è p ∈ M . Òàêèì îáðàçîì p � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61),
íî, î÷åâèäíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåííûì â M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñ-
ëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 10. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y ðåêóððåíòíà, M ⊆ X � êîìïàêòíîå
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî è y ∈ h(M). Åñëè ðåøåíèÿ èç M êàæäîãî
óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (1.4.62) ðàçäåëåíû â ìíîæåñòâå M , òî ñóùåñò-
âóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ
p1 è p2 èç M ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (1.4.62) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ρ(p1t, p2t) ≥ r > 0 ïðè âñåõ t ∈ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 9 ïðè êàæäîì q ∈ ωy óðàâíåíèå
(1.4.62) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(q)
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.4.62) èç M . Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî
n(q) íå çàâèñèò îò òî÷êè q ∈ ωy. Â ñàìîì äåëå, äëÿ òî÷êè q ∈ ωy íàéäåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ∈ L+∞

y òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ytn}
ñõîäèòñÿ ê q. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ⊆ MM , îïðåäåëåííóþ
ðàâåíñòâîì ξn(x) = π(x, tn) ïðè âñåõ x ∈ M . Ñîãëàñíî òåîðåìå Òèõîíîâà
[11] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} êîìïàêòíà â MM . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ξn} ñõîäèòñÿ â MM . Ïîëîæèì

ξ = lim
n→+∞ ξn

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, . . . , xn(y) ðåøåíèÿ èç M óðàâíåíèÿ (1.4.61) è
x̄i = ξ(xi) ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n(y), ò.å. x̄i = lim

n→+∞xitn. Çàìåòèì,
÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ãîìîìîðôíîñòè h òî÷êè x̄1, x̄2, . . . , x̄n(y)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.4.62). Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè x̄i (i =
1, 2, . . . , n(y)) ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ξ(x) = lim

n→+∞ ξn(x) ïðè âñåõ x ∈ M ,
à M èíâàðèàíòíî, òî, â ÷àñòíîñòè,

ξ(π(xi, t)) = lim
n→+∞π(π(xi, t), tn) =

lim
n→+∞π(π(xi, tn), t) = π(x̄i, t).(1.4.63)

Ïîëîæèì r = inf{ρ(π(xi, t), π(xj , t)) : i 6= j, t ∈ R}. Òîãäà ñîãëàñíî
óñëîâèþ ëåììû r > 0. Òàê êàê ρ(π(xi, t), π(xj , t)) ≥ r > 0 ïðè âñåõ t ∈ T
è i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n(y)), òî âûïîëíåíî è íåðàâåíñòâî
(1.4.64) ρ(π(xi, t + tn), π(xj , t + tn)) ≥ r.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.4.64) è ó÷èòûâàÿ (1.4.63), ïîëó-
÷èì
(1.4.65) ρ(π(x̄i, t), π(x̄j , t)) ≥ r

ïðè âñåõ t ∈ T è i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n(y)). Èç íåðàâåíñòâà (1.4.65) ñëåäóåò,
÷òî x̄i ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì n(q) ≥ n(y). Èç ðåêóððåíòíîñòè y
ñëåäóåò, ÷òî y ∈ ωq. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî n(y) ≥ n(q). Ñëåäîâàòåëüíî, n(q) = n(y) ïðè ëþáîì q ∈ ωy.
Èç íåðàâåíñòâà (1.4.65) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî r > 0 îáëàäàåò íóæíûìè â
ëåììå ñâîéñòâàìè. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 11. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà è
x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61). Åñëè ïðè êàæäîì q ∈ ωy âñå
ðåøåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ (1.4.62) ðàçäåëåíû â ωx, òî ñóùåñòâóåò åäèíñò-
âåííîå ðåøåíèå p ∈ ωx óðàâíåíèÿ (1.4.62) òàêîå, ÷òî p ∈ Px.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 9 â óñëîâèÿõ íàøåé ëåììû óðàâ-
íåíèå (1.4.62) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî n ðåøåíèé èç ωx. Îáîçíà÷èì
èõ ÷åðåç p1, p2, . . . , pn. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.4.66) lim

t→+∞ inf{ρ(xt, pit) : 1 ≤ i ≤ n} = 0.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è {tn} → +∞ òàêèå,
÷òî
(1.4.67) ρ(xtk, pitk) ≥ ε0

ïðè âñåõ i = 1, n è k = 1, 2, . . . . Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x è àñèìïòîòè÷åñêîé
ðåêóððåíòíîñòè y ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtk}, {pitk} (i = 1, n) è {ytk}
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì p̄ = lim

k→+∞
xtk, q̄ = lim

k→+∞
ytk

è p̄i = lim
k→+∞

pitk. Èç íåðàâåíñòâà (1.4.67) ñëåäóåò, ÷òî p̄ 6= p̄i (i =

1, n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p̄ ∈ ωx è h(p̄) = q̄, à ïî ëåììå 10 Xq̄ ∩ ωx =
{p̄1, p̄2, . . . , p̄n}, ãäå Xq̄ = h−1(q̄). Òàêèì îáðàçîì p̄ ∈ {p̄1, p̄2, . . . , p̄n}.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ p̄i 6= p̄ (i = 1, n). Òàêèì îáðàçîì ðà-
âåíñòâî (1.4.66) äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî 1 ≤ i0 ≤ n, äëÿ êîòîðîãî pi0 ∈ Px,
ò.å.

lim
t→+∞ ρ(xt, pi0t) = 0.

Äëÿ ÷èñëà ε, 0 < ε < r
3 , (r > 0 � ÷èñëî, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî

ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 10) íàéäåì L(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
inf{ρ(xt, pit) : 1 ≤ i ≤ n} < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ïóñòü t0 > L(ε), òîãäà ñóùåñòâóåò 1 ≤ i1 ≤ n òàêîå,
÷òî

ρ(xt0, pi1t0) < ε.
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Ïîëîæèì δ(t0) = sup{δ̃(t0) : ρ(xt, pi1t) < ε ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + δ̃(t0)]}.
Ïîêàæåì, ÷òî δ(t0) = +∞. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà

ρ(xt′0, pi1t
′
0) ≥ ε,

ãäå t′0 = t0 + δ(t0), è ñóùåñòâóåò i2 6= i1 (1 ≤ i2 ≤ n) òàêîå, ÷òî
ρ(xt′0, pi2t

′
0) < ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(1.4.68) ρ(xt′0, pi2t

′
0) ≥ ρ(pi2t

′
0, pi1t

′
0)− ρ(pi1t

′
0, xt′0) > r − ε > 2ε.

Íåðàâåíñòâî (1.4.68) ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ. Òàêèì îáðàçîì ìû
íàøëè L(ε) > 0 è pi0 ∈ {p1, p2, . . . , pn}, ÷òî

ρ(xt, pi0t) < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ïîëîæèì p = pi0 è ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà p íå çàâèñèò
îò âûáîðà ε. Â ñàìîì äåëå, åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà
ε1 è ε2, p1 è p2 (p1 6= p2), L(ε1) > 0 è L(ε2) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå âûøå
ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì L = max(L(ε1), L(ε2)), òîãäà

(1.4.69) ρ(p1t, p2t) ≤ ρ(p1t, xt) + ρ(xt, p2t) ≤ ε1 + ε2 <
2r

3
< r.

Íåðàâåíñòâî (1.4.69) ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà r (ñì. ëåììó 10).
Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.4.22. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà (àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.4.61). Åñëè ïðè êàæäîì q ∈ ωy âñå ðåøåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ
(1.4.62) ðàçäåëåíû â ωx, òî x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî (àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 11 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷-
êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî p ∈ Px. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî ωx ñîñòîèò èç
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ðåêóððåíòíûõ) äâèæåíèé. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 [14, ñòð.111] (ñëó÷àé T = Z ñì. â [9]) è òåîðåìû
14.7 èç [3]. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (1.4.61) Σ+-óñòîé÷èâî,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ρ(xt1, xt2) <
δ è

sup{d(y(t + t1), y(t + t2)) : t ∈ T+} < δ (t1, t2 ∈ T+),
òî

sup{ρ(x(t + t1), x(t + t2)) : t ∈ T+} < ε.

Òåîðåìà 1.4.23. Ïóñòü òî÷êà y àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà
è òî÷êà x óñò. L+. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ Σ+-óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1.4.61), òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61), óäîâëåò-
âîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì â òåîðåìå óñëîâèÿì, è ε > 0. Âûáåðåì δ > 0 èç
óñëîâèÿ Σ+-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x. Èç òåîðåìû 1.2.13 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè x äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} → +∞ ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {xtkn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+.

Ïóñòü {tn} → +∞. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
x è y, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtn} è {ytn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ,
ïðè÷åì âòîðóþ � ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ ÷èñëî
n0 ∈ N òàêîå, ÷òî
(1.4.70) sup{d(y(t + tn), y(t + tm)) : t ∈ T+} < δ

è
(1.4.71) ρ(xtn, xtm) < δ

ïðè âñåõ m,n ≥ n0. Â ñèëó âûáîðà ÷èñëà δ, èç íåðàâåíñòâ (1.4.71) è
(1.4.70) ñëåäóåò ïðè m,n ≥ n0

(1.4.72) sup{ρ(x(t + tn), x(t + tm)) : t ∈ T+} < ε.

Èç íåðàâåíñòâà (1.4.72) è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X âûòåêàåò, ÷òî {xtn}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.4.24. Åñëè òî÷êà y ∈ Y τ -ïåðèîäè÷íà, x � óñò. L+

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) è ìíîæåñòâî M = {π(x, nτ) : n ∈ N} ð.
óñò. Ë+M , òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàñêàä (Xy, π̄), ïîðîæäåííûé ïîëî-
æèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ π̄ : Xy → Xy, ãäå Xy = h−1(y) è
π̄(z) = π(z, τ) ïðè âñåõ z ∈ Xy. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x ∈ Xy ÿâëÿåòñÿ
óñò. L+ è â äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄). Êðîìå òîãî, â
óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ {π(x, nτ) : n ∈ Z+}
òî÷êè x ∈ Xy â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄) ð. óñò. Ë+ îòíîñèòåëüíî
ñåáÿ è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.13 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà
â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄), ò.å. ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ â
(Xy, π̄) òî÷êà p ∈ Xy òàêàÿ, ÷òî
(1.4.73) lim

k→+∞
ρ(π(x, kτ), π(p, kτ)) = 0.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (1.4.73) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.2.15).
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ {tn} ⊆ T+ (tn → +∞) è ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî ε0 òàêèå, ÷òî
(1.4.74) ρ(xtn, ptn) ≥ ε0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç kn öåëóþ ÷àñòü tn ïðè äåëåíèè íà τ , òîãäà tn =
knτ + t̄n, ãäå t̄n ∈ [0, τ [ è, ñëåäîâàòåëüíî, {t̄n} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïîëîæèì t̄ = lim

n→+∞ t̄n. Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x è ðàâåíñòâà (1.4.73)
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x, knτ)} è {π(p, knτ)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ
ê îäíîé è òîé æå òî÷êå p̄. Çàìåòèì, ÷òî

(1.4.75)
ε0 ≤ ρ(π(x, tn), π(p, tn)) = ρ(π(x, knτ + t̄n), π(p, knτ + t̄n)) =

ρ(π(π(x, knτ, t̄n), π(π(p̄, knτ), t̄n) ≤ ρ(π(π(x, knτ), t̄n), π(p̄, t̄))+
ρ(π(p̄, t̄), π(π(p, knτ), t̄n)).

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.4.75) ê ïðåäåëó, êîãäà n → +∞, ïîëó÷èì
ε0 ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
èç ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè p ∈ Xy â äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìå (Xy, π̄), ñëåäóåò ÷òî îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(X,T, π). Äåéñòâèòåëüíî, êàê èçâåñòíî [3],[22],[27], òî÷êà p ∈ X ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{tn} ⊂ T ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {π(x,
tkn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T.

Ïóñòü {tn} ⊂ T � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà tn = lnτ +
t̄n, ãäå ln ∈ N è t̄n ∈ [0, τ [. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t̄n} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì t̄ = lim

n→+∞ t̄n. Òàê êàê òî÷êà p ∈ Xy ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà â (Xy, π̄), òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ln} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü {lkn} òàêóþ, ÷òî
(1.4.76) lim

n,m→+∞ sup{ρ(π(p, lknτ + s), π(p, lkmτ + s)) : s ∈ Z} = 0.

Èç ðàâåíñòâà (1.4.76) è ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè íà
H(p) = {π(p, t) : t ∈ T} ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(1.4.77) lim

n,m→+∞ sup{ρ(π(p, lknτ + s), π(p, lkmτ + s)) : s ∈ T} = 0.

Ó÷èòûâàÿ ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà X è ðàâåíñòâî (1.4.77), çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(p, lknτ)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T è, çíà÷èò,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(p, tkn)} òàêæå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T.
Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.4.25. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) ñ
àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé y è q̄ = lim

k→+∞
σ(y, kτ). Åñëè

óðàâíåíèå
(1.4.78) h(x) = q̄

äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x,
kτ)}. Òàê, êàê x óñò. L+, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x, kτ)}
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà íå áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.
Ïóñòü x1 è x2 � ëþáûå äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x,
kτ)}. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ki

n} (i = 1, 2) òàêèå, ÷òî
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xi = lim
n→+∞π(x, ki

nτ) (i = 1, 2). Òàê êàê {σ(y, kτ)} → q̄, òî h(x1) = h(x2) =

q̄ è x1, x2 ∈ ωx. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû x1 = x2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, kτ)} ñõîäèòñÿ è ïî òåîðåìå 1.2.14 òî÷êà x àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà. ¤

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) c
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé òî÷êîé y è q̄ = lim

t→+∞σ(y, t). Åñëè óðàâ-
íåíèå (1.4.78) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî ðåøåíèå x
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òå-
îðåìû 1.4.25 è ñëåäñòâèÿ 6. ¤

Òåîðåìà 1.4.26. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61)
è ìíîæåñòâî Xy ãîìåîìîðôíî R èëè Z. Åñëè òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ τ -
ïåðèîäè÷åñêîé, òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà y τ -ïåðèîäè÷íà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñ-
òè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Xq = S (S = R èëè Z) ïðè êàæäîì
q ∈ ωy. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.14 äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé τ -ïåðèîäè÷íîñòè
òî÷êè x äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî {π(x, kτ)} ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ ϕ(t) = π(x, t + τ)− π(x, t). Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à. ñóùåñòâóåò t̄ ∈ T òàêîå, ÷òî ϕ(t̄) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, π(x, t̄+τ) =
π(x, t̄). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî π(x̄, t + τ) = π(x̄, t) ïðè âñåõ t ∈ T, ãäå
x̄ = π(x, t̄), è, ñëåäîâàòåëüíî, x àñèìïòîòè÷åñêè τ ïåðèîäè÷íà.

á. ôóíêöèÿ ϕ(t) ñîõðàíÿåò çíàê. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, kτ)} áóäåò ìîíîòîííîé, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿ-
ùåéñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 1.4.27. Ïóñòü x óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61) ñ
àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé y. Åñëè âñå ðåøåíèÿ èç ωx

óðàâíåíèÿ (1.4.78) ðàçäåëåíû â ωx, òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè m0τ -
ïåðèîäè÷íî, ãäå m0 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 9 óðàâíåíèå (1.4.78) èìååò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé p1, p2, . . . , pn0 èç ωx. Ðàññìîòðèì
êàñêàä (X, π̄), ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ
π̄ : X → X, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì π̄(x) = π(x, τ). Òàê êàê x � óñò. L+

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.61), òî òðàåêòîðèÿ {π̄kx|k ∈ N} = {π(x, kτ)|k ∈
N} òî÷êè x ∈ X â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X, π̄) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x, kτ)}
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.78) è ïðèíàäëåæèò ωx è, â ñèëó ñêà-
çàííîãî âûøå, îíà ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {x1, x2, . . . , xn0}. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω̄x òî÷êè x â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(X, π̄) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïóñòü ω̄x = {x̄1, x̄2, . . . , x̄m0}
(m0 ≤ n0). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.16 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè m0-
ïåðèîäè÷íà â ñèñòåìå (X, π̄) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x,
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m0kτ)} ñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.14 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè m0τ -
ïåðèîäè÷íà â ñèñòåìå (X,T, π). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

1.5. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ è àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü ïî Ïóàññîíó ôóíêöèé

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Ôðåøå. Â
ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùåå Ì. Ôðåøå [51], à òàêæå íåêîòîðûå
èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé |·|. Â ïðîñòðàíñòâå
C(R, B) îòêðûòî-êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìåò-
ðèêè Áåáóòîâà

ρ(ϕ, ψ) = sup
L>0

min{max
|t|≤L

|ϕ(t)− ψ(t)|; L−1}.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó Áåáóòîâà (C(R, B),R, σ). Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R,B) îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, åñëè ýòèì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæåíèå σ(ϕ, ·) â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R, B),
R, σ), ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé ϕ. Â êà÷åñòâå ñâîéñòâà A ìîæåò áûòü óñò.
L+, ð. óñò. Ë+, ïåðèîäè÷íîñòü, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü è ò. ä.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ ρ(σ(ϕ, t), σ(p, t)) = 0

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
lim

t→+∞ |ϕ(t)− p(t)| = 0,

ãäå ϕ, p ∈ C(R,B).
Èç ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R, B)

àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè p è ω èç C(R, B) òàêèå, ÷òî

à. ϕ(t) = p(t) + ω(t) ïðè âñåõ t ∈ R;
á. lim

t→+∞ |ω(t)| = 0;
â. p ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà).
Ïðè ýòîì p íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ϕ, à ω � ïîïðàâêîé.
Çàìå÷àíèå 1.5.5. Èç ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè p è ω,

ôèãóðèðóþùèå â óñëîâèÿõ à., á. è â., îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè ϕ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Èç ñêàçàííîãî âûøå è òåîðåì 1.2.12,1.2.13, 1.2.14, 1.2.15 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.5.28. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R, B) áûëà àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ ϕ áûëà óñò. L+, ìíîæåñòâî Σ+

ϕ ð. óñò. Ë+Σ+
ϕ è ωϕ ñîñòîÿëî èç
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ïîñòîÿííîé ôóíêöèè (òðàåêòîðèè τ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, çàìûêàíèÿ
òðàåêòîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè).

Òåîðåìà 1.5.29. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, B). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) ϕ óñò. L+ è Σ+

ϕ ð. óñò. Ë+Σ+
ϕ .

3) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå,
÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ϕ(t + τ) − ϕ(t)| < ε ïðè âñåõ t ≥ β è
t + τ ≥ β.

4) Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, tn → +∞, ìîæíî âûäåëèòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tnk

} òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕ(tnk

)}, ãäå (ϕ(tnk
)(t) = ϕ(t + tnk

) ïðè âñåõ t ∈ R), ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+.

Â ñëó÷àå êîãäà B êîíå÷íîìåðíî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1.,3. è
4. ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ì. Ôðåøå [51]. Ðåçóëüòàòû
áëèçêèå ê òåîðåìå 1.5.29 ïîëó÷åíû â [1, 57].

Òåîðåìà 1.5.30. Ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R, B) àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèî-
äè÷íà (àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tn)} ñõîäèòñÿ â C(R, B), ãäå tn = nτ (tn =

∑n
k=1

1
k ).

Â ðàáîòå Ñåëëà [59] (ñì. òàêæå [60]) ïðèâåäåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå. Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (àñèìïòîòè÷åñ-
êè τ -ïåðèîäè÷åñêîé, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé è ò. ä.), åñëè
ϕ óñò. L+ è ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé ôóíêöèè (òðàåêòîðèè τ -ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè, çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè).

Èç òåîðåìû 1.5.30 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííàÿ
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ)
â ñìûñëå Ôðåøå, ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé è â ñìûñëå Ñåëëà,
îäíàêî îáðàòíîå íå âåðíî (ñì. ïðèìåð 1).

Â ðàáîòå [65] ïðèâåäåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé τ -
ïåðèîäè÷íîñòè. Ôóíêöèèþ ϕ íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñ-
êîé, åñëè
(1.5.79) lim

t→+∞ ||ϕ(t + τ)− ϕ(t)|| = 0.

Íåòðóäíî ïðâåðèòü ñïðàâêäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 12. Äëÿ òîãî ÷òîáû óñò. L+ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿëà
óñëîâèþ (1.5.79) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ωϕ ñîñòîÿëî èç τ -
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èç ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ â ñìûñëå Ñåëëà ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå ðàáîòû [65]. Îäíàêî ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû
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àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå [65] ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêîâîé â ñìûñëå Ñåëëà. Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî ωϕ ìîæåò ñîñòîÿò
èç τ -ïåðèîäè÷åñêèõ (íàïðèìåð ïîñòîÿííûõ) ôóíêöèé, íî ìîæåò íå áûòü
ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå Lp
loc(R; B; µ).

Ïóñòü S ⊆ R, (S, B;µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è µ � ìåðà Pàäîíà, B
� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |. Ôóíêöèþ f : S → B íàçûâàþò
[39] ýòàæíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì åå íàçûâàþò èçìåðèìîé, åñëè f−1({x}) ∈ B äëÿ
ëþáîãî x ∈ B, è èíòåãðèðóåìîé, åñëè, ñâåðõ òîãî, µ(f−1({x}) < +∞.
Òîãäà îïðåäåëÿþò

(1.5.80)
∫

fdµ =
∑

x∈B

µ(f−1({x})x.

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.5.80) êîíå÷íà ïî ïðåäïîëîæåíèþ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : S → B èçìåðèìà åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {fn} ýòàæíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî fn(s) → f(s)
ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ.

Ôóíêöèÿ f : S → B íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ýòàæíûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ôóíêöèÿ ϕn(s) = |fn(s)− f(s)| èíòåãðèðóåìà è

lim
n→+∞

∫
|fn(s)− f(s)|dµ(s) = 0.

Òîãäà
∫

fndµ ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå B è åãî ïðåäåë íå çàâèñèò îò
âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ñ ïåðå÷èñëåííûìè
âûøå ñâîéñòâàìè. Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò

∫
fdµ èëè

∫
f(s)dµ(s).

Ïóñòü 1 ≤ p ≤ +∞. ×åðåç Lp(S; B, µ) îáîçíà÷àþò ïðîñòðàíñòâî
âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé (êëàññîâ ôóíêöèé) f : S → B òàêèõ, ÷òî
|f | ∈ Lp(S;R; µ), ãäå |f |(s) = |f(s)|. Ïðîñòðàíñòâî Lp(S;B; µ) ñíàáæåíî
íîðìîé

(1.5.81) ||f ||Lp = |
∫
|f(s)|pdµ(s)|1/p è ||f ||∞ = supess|f(s)|.

Ïðîñòðàíñòâî Lp(S;B; µ) ñ íîðìîé (1.5.81) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp

loc(R;B; µ) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : R → B
òàêèõ, ÷òî fl ∈ Lp([−l, l];B; µ) ïðè ëþáûõ l > 0, ãäå fl � ñóæåíèå
ôóíêöèè f íà [−l, l].

Ôóíêöèþ f : R→ B íàçûâàþò ðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
s ∈ R f(s) =

∑N
i=1 ϕi(s)gi, ãäå gi ∈ B è à ϕi � ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (i = 1, 2, . . . , N).

Ëåììà 13. [39] Èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ.
1) Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : S → B ñ êîìïàêòíûì íîñè-

òåëåì èíòåãðèðóåìà.
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2) Â ïðîñòðàíñòâå Lp(R; µ; B) ìíîæåñòâî ýòàæíûõ ôóíêöèé ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èëè ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ðàçëî-
æèìûõ ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïëîòíû.

Â ïðîñòðàíñòâå Lp
loc(R;B; µ) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ïîëóíîðì || · ||l,p

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
(1.5.82) ||f ||l,p = ||fl||Lp([−l,l];B;µ) (l > 0).

Ñåìåéñòâî ïîëóíîðì (1.5.82) îïðåäåëÿåò ìåòðèçóåìóþ òîïîëîãèþ íà Lp
loc

(R; B; µ). Ìåòðèêà, çàäàþùàÿ ýòó òîïîëîãèþ, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà,
íàïðèìåð, ðàâåíñòâîì

(1.5.83) dp(ϕ,ψ) =
∞∑

n=1

1
2n

||ϕ− ψ||n,p

1 + ||ϕ− ψ||n,p
.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ : Lp
loc(R; B; µ) × R → Lp

loc(R; B; µ) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: σ(f, τ) = f (τ) ïðè ëþáûõ f ∈ Lp

loc(R; B;µ) è τ ∈ R, ãäå
f (τ)(s) = f(s + τ) (s ∈ R).

Ëåììà 14. (Lp
loc(R; B; µ),R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæå-
íèÿ σ. Ïóñòü fn → f â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R; B; µ) è tn → t. Ïîêàæåì, ÷òî
σ(fn, tn) → σ(f, t), êîãäà n → +∞, ò.å.

(1.5.84)
[∫

|t|≤l
|fn(tn + s)− f(t + s)|pdµ(s)

]1/p

→ 0,

êîãäà n → +∞ ïðè êàæäîì l > 0.
Çàìåòèì, ÷òî

[ ∫
|t|≤l

|fn(tn + s)− f(t + s)|pdµ(s)
] 1

p ≤
[ ∫
|t|≤l

|fn(tn + s)− f(tn + s)|pdµ(s)
] 1

p +

[ ∫
|t|≤l

|f(tn + s)− f(s)|pdµ(s)
] 1

p
.(1.5.85)

Êðîìå òîãî, òàê êàê tn → t, òî ñóùåñòâóåò l0 > 0 òàêîå, ÷òî |tn| ≤ |t|+l0 è
|tn+s| ≤ |tn|+|s| ≤ |t|+l0+l = L ïðè âñåõ n = 1, 2, 3, . . . , è, ñëåäîâàòåëüíî,

[ ∫
|t|≤l

|fn(tn + s)− f(tn + s)|pdµ(s)
] 1

p ≤(1.5.86)

≤ [ ∫
|t|≤L

|fn(t)− f(t)|pdµ(t)
] 1

p → 0(1.5.87)

ïðè n → +∞, èáî fn → f â Lp
loc(R; B; µ).



36 1. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÏÎ ÏÓÀÑÑÎÍÓ ÄÂÈÆÅÍÈß . . .

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.5.85)
âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 13. Ïóñòü ε > 0 è g : R → B � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì òàêàÿ, ÷òî

[ ∫

|S|≤l+l0

|g(s)− f(s)|pdµ(s)
] 1

p ≤ ε.
[ ∫

|S|≤l+l0

|g(s)− f(s)|pdµ(s)
] 1

p ≤ ε.

Òîãäà
[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤
[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤

[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− g(t + tn)|pdt
] 1

p +
[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− g(t + tn)|pdt
] 1

p +

[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p +
[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p +

[ ∫

|t|≤l

|f(t)− g(t)|pdt
] 1

p ≤
[ ∫

|t|≤l

|f(t)− g(t)|pdt
] 1

p ≤

2
[ ∫

|t|≤l

|f(s)− g(s)|pds
] 1

p + 2
[ ∫

|t|≤l

|f(s)− g(s)|pds
] 1

p +

[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p ≤
[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p ≤

2ε + max
|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)| · 2l

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→+∞

[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤ 2ε|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤ 2ε

(òàê êàê max
|t|≤l

|g(t+tn)−g(t)| → 0, êîãäà n → +∞). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì

(1.5.88) lim
n→+∞

[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p = 0

Èç (1.5.85) � (1.5.88) è ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ σ. Ëåììà
äîêàçàíà. ¤



1.5. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÄÂÈÃÎÂ È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß . . . 37

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Ñòåïàíîâà.
Ïóñòü ϕ ∈ Lp

loc(R; B; µ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ Sp-ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà (ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî Ñòåïàíîâó [15]), åñëè äâèæåíèå σ(ϕ, ·)
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Lp

loc(R; B; µ),R, σ). Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.5.31. Ïóñòü ϕ ∈ Lp
loc(R; B; µ). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
1) ϕ Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò l > 0 òàêîå, ÷òî íà ëþáîì

îòðåçêå äëèíû l â R íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
t+1∫

t

|ϕ(s + τ)− ϕ(s)|pds < εp

ïðè âñåõ t ∈ R.
3) ϕ óñò. L è Σϕ ð. óñò. Ë+Σϕ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Lp

loc (R;
B; µ),R, σ).

4) Èç ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ⊂ R ìîæíî èçâëå÷ü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕ(tkn )} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R; B;µ), ò.å.
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ̃ ∈ Lp

loc(R; B; µ) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→+∞ sup

t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s + tkn)− ϕ̃|pds = 0.

Çàìå÷àíèå 1.5.6. Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà B óñ-
òîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ôóíêöèè ϕ ∈ Lp

loc(R; B; µ) ýêâèâàëåíòíà ñëå-
äóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) sup
t∈R

t+1∫
t

|ϕ(s)|pds < +∞ è

2)

lim
h→0

sup
t∈R

t+1∫

t

sup
t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s)|pds < +∞

è

lim
h→0

sup
t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s + h)− ϕ(s)|pds = 0.

Òåîðåìà 1.5.32. Ïóñòü ϕ ∈ Lp
loc(R; B; µ). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:
1) Ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé,

ò.å. äâèæåíèå σ(ϕ, ·) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî â äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Lp

loc(R; B; µ),R, σ).
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2) Ñóùåñòâóþò Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ p è ôóíêöèÿ
ω ∈ Lp

loc(R; B; µ) òàêèå, ÷òî p ∈ Lp
loc(R; B; µ), ϕ = p + ω è

lim
t+∞

t+1∫
t

|ω(s)|pds = 0.

3) Ôóíêöèÿ ϕ óñò. L+ è Σ+
ϕ ð. óñò. Ë+Σ+

ϕ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(Lp

loc(R; B; µ),R, σ).
4) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå, ÷òî

íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî
t+1∫

t

|ϕ(τ + s)− ϕ(s)|pds < εp

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
5) Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, tn → +∞, ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕ(tkn )} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+ â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc
(R; B; µ), ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ̃ ∈ Lp

loc(R; B; µ) òàêàÿ,
÷òî

lim
n→+∞ sup

t∈R+

t+1∫

t

|ϕ(s + tkn)− ϕ̃(s)|pds = 0.



Ãëàâà 2

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2.1. Íåêîòîðûå íåàâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàñøèðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.1.89) x′ = f(t, x)

ãäå f ∈ C(R × W,Em) è W îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç Em. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Y = C(R × W,Em) è (Y,R, σ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà
Y . ×åðåç X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (ϕ, f) èç C(R, Em) × C(R ×
W,Em) òàêèõ, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.89). Î÷åâèäíî X
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Èç ëåììû 3.1.1 èç [41] ñëåäóåò, ÷òî
X çàìêíóòî â C(R, Em)×C(R×W,Em). Îïðåäåëèì íà X äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó (X,R, π), ïîëîãàÿ π((ϕ, f), τ) = (ϕτ , f τ ). Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî
îòîáðàæííèå h : X 7→ Y îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì
(2.1.90) h(ϕ, f) = f

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R, π) â (Y,R, σ) è,
ñëåäîâàòåëüíî, (X,R, π) åñòü ðàñøèðåíèå (Y,R, σ) ïðè ãîìîìîðôèçìå h.

Óðàâíåíèå (2.1.90) áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì ïîðîæ-
äåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2.1.89).

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, Em) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.89). Îáîç-
íà÷èì ÷åðåç Q = ϕ(R), fQ = f

∣∣
R×Q

è ΣfQ
= σ(fQ,R), ãäå σ(fQ, t)

äâèæåíèå, ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé fQ ∈ C(R × Q, Em) â äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå (C(R × Q,Em),R, σ). Ïîëîæèì Y = ΣfQ

è Y = Σ(ϕ,fQ), ãäå
Σ(ϕ,fQ) çàìûêàíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïîðîæäåííîãî ïàðîé (ϕ, fQ) â
ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (C(R, Em),R, σ è (C(R ×
Q,Em),R, σ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h ðàâåíñòâîì

h(ψ, g) = g

ïðè âñåõ (ψ, g) ∈ Y . Êàê è âûøå ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R, π) â (Y,R, σ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = Sp(R×W,Em) è (Y,R, σ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
ñäâèãîâ íà Y è X ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (ϕ, f) èç C(R, Em) × Sp(R ×
W,Em) òàêèõ, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1.89). Î÷åâèäíî X
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èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî X çàìêíó-
òî â C(R, Em)×Sp(R×W,Em). Äàëüøå ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê â ïåðâîì
ñëó÷àå ïîëó÷èì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.1.90) ïîðîæäåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàíåíèåì (2.1.89) .

Ïîëîæèì C(R, Q) = {ϕ : ϕ ∈ C(R, Em), ϕ(R) ⊆ Q}.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 15. Ïóñòü Q � êîìïàêò èç En, S1, S2, . . . , Sm, . . . � âîçðàñ-
òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ â R, äëÿ êîòîðîé

∞⋃
m=1

Sm =

R è ϕm ∈ C(R, Q) (m ∈ N). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) Äëÿ êàæäîãî m ∈ N â Lp
loc(Sm × En, En) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

fm, ÷òî ñóæåíèå íà Sm ôóíêöèè ϕm åñòü ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(2.1.91) dx

dt
= fm(t, x)

2) Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà S ⊆ R è ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈
N, ÷òî S ⊆ Sm è

∫

(S)

max
x∈Q

|fm(t, x)− f(t, x)|dt < ε

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m ≥ n0.
Òîãäà:

1) Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ = {ϕn : n ∈ N} êîìïàêòíî â C(R, Q).
2) Ïðåäåë âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {ϕn} åñòü Q-êîìïàêòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.91),
îïðåäåëåííîå íà âñåé ïðÿìîé R.

3) Åñëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t0 ∈ R òàêîâî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕn(t0)} òî÷åê ïðîñòðàíñòâà En ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå x0 ∈ Q, à ϕ � åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1.89), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(t0) = x0, òî
ϕ åñòü Q-êîìïàêòíîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ïðÿìîé
R, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn} ñõîäèòñÿ ê ϕ â ïðîñòðàíñòâå
C(R, Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
ëåììû 3.1.5 èç [41] è äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå ÷òî è óïîìÿíóòàÿ
ëåììà, ïîýòîìó ìû åå äîêàçàòåëüñòâî îïóñòèì. ¤

Áîëåå ïîäðîáíî î ñâÿçè ðàñøèðåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3].
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2.2. Ñîãëàñîâàííûå â ïðåäåëå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ñâîéñòâà âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.

Õîðîøî èçâåñòíî [41], ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé) ïî âðåìåíè ôóíêöèåé, òî ñðåäè îãðàíè÷åí-
íûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå, ñîãëàñîâàííîå ïî âîçâðàùàåìîñòè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì íàáëþäàåòñÿ âåñüìà îáùàÿ è ãëóáîêàÿ çàâèñèìîñòü,
â ñèëó êîòîðîé õàðàêòåð âîçâðàùàåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîãëàñîâàí ñ âîçâðàùàåìîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàâè-
ñèìîñòü âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå ïðàâîé ÷àñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.1.89) íàçîâåì ñîãëàñîâàííûì â ïðåäåëå, åñëè
îíî ñðàâíèìî â ïðåäåëå (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ñ ôóíêöèåé
fQ = f

∣∣∣
R×Q

, ãäå Q = ϕ(R+), ò.å. äâèæåíèå σ(ϕ, ·), ïîðîæä¸ííîå ôóíêöèåé
ϕ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R+, En),R+, σ), ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ äâè-
æåíèåì σ(fQ, ·), ïîðîæä¸ííûì ôóíêöèåé fQ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(C(R×Q,En),R, σ).

Ôóíêöèþ ϕ ∈ C(R, En) íàçîâ¸ì îãðàíè÷åííîé íà S ⊆ R, åñëè ìíî-
æåñòâî ϕ(S) ⊂ En îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 2.2.33. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ñîãëàñîâàííîå â
ïðåäåëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.89) è Q = ϕ(R+). Òîãäà:

1) Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (2.1.89) àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíà ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, òî ðåøåíèå
ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî.

2) Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî
t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

3) Åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî.

4) Åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäå-
íèÿ âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé, ëåììû 3.1.1 èç [41] è
òåîðåìû 1.3.20, ïðèìåíåííîé ê íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå èç
ïðèìåðà 3. ¤
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Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.1.89) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî "ω-ïðåäåëüíûõ"
óðàâíåíèé

(2.2.92) dv

dt
= g(t, v), (g ∈ ωf ),

ãäå f ∈ C(R × W,En) è ωf � ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè f â
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R×W,En),R, σ).

Òåîðåìà 2.2.34. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è fQ = f

∣∣∣
R×Q

óñò. L+, ãäå Q = ϕ(R+). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (2.2.92) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ϕ ñîã-
ëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê fQ óñò. L+, òî ñîãëàñíî ëåììå 3.1.1 èç
[41] ðåøåíèå ϕ óñò. L+. Ïóñòü

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
� íåàâòîíîìíàÿ

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 3. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå
(2.2.93) h(ψ, fQ) = fQ.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.2.93) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(2.2.94) h(ψ, gQ) = gQ (gQ ∈ ωfQ

).

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (ϕ, fQ) ∈ X óñò. L+. Êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.94), ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, èìååò íå áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ). Èç òåîðåìû 1.4.21 ñëåäóåò, ÷òî L+∞

fQ
⊆ L+∞

(ϕ,fQ).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

L+∞
(ϕ,fQ) = L+∞

ϕ ∩ L+∞
fQ

è, ñëåäîâàòåëüíî, L+∞
fQ

⊆ L+∞
ϕ . òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ òåîðåìà î ñîãëàñîâàííîñòè â ïðåäåëå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (2.1.89) â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé 2.2.33 äà¸ò ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè
ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûõ (àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè-
÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.89).

Íàïðèìåð, èç òåîðåìû 2.2.34 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè-

÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè-
÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q = ϕ(R+)
è ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.89). Åñëè êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.92) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ,
òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è f ∈ C(R × W,R) (W ⊆ R) àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà
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ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ gQ èç ωfQ

(fQ = f
∣∣
R×Q

) ñòðîãî ìîíîòîííà ïî x ðàâíîìåðíî
ïî t, òî ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ðåêóððåíòíîñòè f è ñòðîãîé
ìîíîòîííîñòè gQ ∈ ωfQ

ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ωfQ
îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ïî x ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
t ∈ R. Ñîãëàñíî [42] êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.94) äîïóñêàåò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ è ïî òåîðåìå 2.2.34 ϕ ñîãëàñîâàíî â
ïðåäåëå. ¤

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è f ∈ C(R×W,R) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q. Åñëè íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ gQ ∈ ωfQ

ñòðîãî ìîíîòîííà ïî x ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
t ∈ R, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî ñëåäñòâèå
13 óñèëèâàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [52].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [En] ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ n× n-ìàòðèö A ñ
íîðìîé ||A||, C(R, [En]) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ìàòðèö-ôóíê-
öèé A : R→ [En] ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç
R è Cb(S, En) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé ϕ : S→ En (S = R,R+ èëè R−) ñ íîðìîé ||ϕ|| = sup{|ϕ(t)| : t ∈
S}.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(2.2.95) dx

dt
= A(t)x,

ãäå A ∈ C(R, [En]). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.2.95) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå

(2.2.96) dy

dt
= A(t)y + f(t),

ãäå f ∈ C(S, En), è ñåìåéñòâî "ω-ïðåäåëüíûõ"óðàâíåíèé

(2.2.97) dz

dt
= B(t)z (B ∈ ωA).

Òåîðåìà 2.2.35. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.96), ìàòðèöà A ∈ C(R, [En]) è ôóíêöèÿ f óñò. L+. Åñëè êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ
íà R ðåøåíèé, òî ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.2.96) ðàññìîòðèì ñåìåéñò-
âî óðàâíåíèé

(2.2.98) dv

dt
= B(t)v + g ((B, g) ∈ ω(A,f)).
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Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.98) íå èìååò áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ èç ωϕ. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò (B, g) ∈ ω(A,f)

è ψ1, ψ2 ∈ ωϕ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.2.98). Çàìåòèì, ÷òî
ψ = ψ1 − ψ2 6≡ 0 åñòü îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.97).
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ
â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.34 è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå. ¤

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.96), ìàòðèöà A è ôóíêöèÿ f ñîâìåñòíî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíû). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî ϕ
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïò-
îòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Â ñëó÷àå, êîãäà A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû ñëåäñòâèå
14 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñ-
òè èçâåñòíîé òåîðåìû Ôàâàðà [7].

Ãîâîðÿò [6], ÷òî óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî (óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè) íà S ⊆ R, åñëè ñóùåñòâóþò ïàðà
âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ P (A) è Q(A) è äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà N, γ > 0 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
(2.2.99) ||U(t, A)P (A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t, τ ∈ S, t ≥ τ)

è
(2.2.100) ||U(t, A)Q(A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t, τ ∈ S, t ≤ τ),

ãäå U(t, A) � ìàòðèöà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2.95).
Ïóñòü A ∈ C(R; [En]). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(2.2.101) dx

dt
= A(t)x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(t, A) îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (2.2.95) è
ϕ(t, A, x) = U(t, A)x.

Ëåììà 16. Ôóíêöèÿ U(t, A) íåïðåðûâíà ïî A ∈ C(R; [En]) ðàâíî-
ìåðíî ïî t íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ èç R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {An} ⊆ C(R; [En]), An → A ðàâíîìåðíî
íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ èç R è l > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
M(l) > 0 òàêîå ÷òî

max
|t|≤l

‖An(t)‖ ≤ M(l) (n ∈ N).

Òàê êàê U(t, An) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
{

U̇(t, An) = An(t)U(t, An),
U(0, An) = E,
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èç ‖U(t, A)‖ ≤ exp{∫ t
t0
‖A(t)‖ds} ñëåäóåò ÷òî

(2.2.102) max
|t|≤l

||U(t, An)|| ≤ e2lM(l) (n ∈ N).

Ïîëîæèì òåïåðü
Vn(t) := U(t, A)− U(t, An)

è çàìåòèì, ÷òî Vn(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
{

V ′
n(t) = A(t)Vn(t) + [A(t)−An(t)]U(t, An),

Vn(0) = 0,
ïîýòîìó

(2.2.103) Vn(t) = U(t, A)
∫ t

0
U−1(τ, A)[A(τ)−An(τ)]U(τ, An)dτ.

Ïóñòü
K(l) := max

|t|≤l
{||U(t, A)||, ||U−1(t, A)||}.

Èç (2.2.102) è (2.2.103) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(2.2.104) max

|t|≤l
||Vn(t)|| ≤ K2(l)2le2lM(l) max

|t|≤l
||A(t)−An(t)||.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.2.104) êîãäà n → +∞ ìû ïîëó÷èì
lim

n→+∞max
|t|≤l

||U(t, A)− U(t, An)|| = 0.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤
Ñëåäñòâèå 15. Äëÿ êàæäîãî t ∈ R îòîáðàæåíèå

Ut : C(R; [En]) → [En]

îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì Ut(A) := U(t, A) íåïðåðûíî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 17. Åñëè óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïðåáîëè÷íî íà R+, òî êàæäîå

óðàâíåíèå (2.2.97) ãèïåðáîëè÷íî íà R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ ωA. Òîãäà ñóùåñòâóåò tn → +∞ òàêàÿ

÷òî B = lim
n→+∞A(tn). Ïîëîæèì

P (A(tn)) = U(tn, A)P (A)U−1(tn, A)

è
Q(A(tn)) = U(tn, A)Q(A)U−1(tn, A),

ãäå P (A) è Q(A) åñòü ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç îïðå-
äåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè. Ïðîåêòîðû {P (A(tn))} è {Q(A(tn))}
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñõîäÿùè-
ìèñÿ. Ïîëîæèì

P (B) := lim
n→+∞P (A(tn)) è Q(B) := lim

n→+∞Q(A(tn)).
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Çàìåòèì ÷òî
(2.2.105) P 2(A(tn)) = P (A(tn))

è
(2.2.106) P (A(tn)) + Q(A(tn)) = E.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.2.105) êîãäà t → +∞ ìû ïîëó÷èì P 2(B) =
P (B). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî Q2(B) = Q(B). Íêîíåö,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.2.106) ïîëó÷èì: P (B)+Q(B) = E. Òàêèì îáðàçîì
P (B) è Q(B) ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîåêòîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî èõ
ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïðîåêòîðîâ â îïðåäåëåíèè ý. ä. íà R óðàâíåíèÿ
(2.2.97). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü t ≥ τ è t, τ ∈ R. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ tn ÷èñëà t è τ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−tn,+∞). Èç ðàâåíñòâà

U(t, A(tn))P (A(tn)U−1(τ, A(tn) =
U(t + tn, A)P (A)U−1(τ + tn, A)

è íåðàâåíñòâà (2.2.99), ó÷èòûâàÿ âûøå ñêàçàííîå è ëåììó 16, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

||U(t, B)P (B)U−1(τ,B)|| ≤ Ne−ν(t−τ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ÷òî
||U(t, B)Q(B)U−1(τ,B)|| ≤ Neν(t−τ)

ïðè âñåõ t ≤ τ è t, τ ∈ R. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+ è B ∈
ωA. Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.97) íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R
ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2.2.36. Ïóñòü A è f óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (2.2.95)
ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî

1) Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2.2.96) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî
îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ϕ. Ýòî ðåøåíèå äà¸òñÿ ôîðìóëîé

(2.2.107) ϕ(t) =

+∞∫

0

G(t, τ)f(τ)dτ,

ãäå G(t, τ) � ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà [6] äëÿ (2.2.95).
2) Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.96) ñîãëàñî-

âàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç [6].
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî ëåììå 17 è ñëåäñòâèþ 16 êàæäîå óðàâ-
íåíèå (2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.35 êàæäîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.2.95) ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå. ¤
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 2.2.35 è 2.2.36 äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîã-
ëàñîâàííîñòè â ïðåäåëå îãðàíè÷åííûõ íàR+ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.2.96).
Îäíàêî, ìåæäó ýòèìè òåîðåìàìè åñòü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà (íà ïåðâûé
âçãëÿä). Ïåðâàÿ èç òåîðåì óòâåðæäàåò, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå
íà R+ ðåøåíèå, òî îíî ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå. Ïðè÷åì àïðèîðè íåèçâåñòíî
áóäåò ëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.35 ñóùåñòâîâàòü ïî êðàéíåì ìåðå îäíî
îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå. Âòîðàÿ æå òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ â íåé óñëîâèé, âñåãäà íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå, à â îñòàëüíîì èõ çàêëþ÷åíèÿ
ñîâïàäàþò.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. Áóäåò ëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.35 ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíî

îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ó óðàâíåíèÿ (2.2.96) ?
2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.36 ñëåäóåò, ÷òî åñëè óðàâíåíèå

(2.2.96) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óñëîâèþ ý.ä. íà R+, òî êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè-
÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ?

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âåðíî 2., òî âåðíî è 1. Ýòèì è íåêîòîðûì äðóãèì
âîïðîñàì ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

2.3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè

íà ïîëóîñè
Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ý. ä. íà R+.

Òåîðåìà 2.3.37. Åñëè A óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè, òî óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R
òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R+. Òîãäà,
ñîãëàñíî ëåììå 17 êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.2.97) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ý. ä. íà R. Òàê êàê A óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè, òî A ∈ ωA è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ý. ä. íà R. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ïóñòü B è D ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ èç Cb(S, Em). Ñëåäóÿ [], óðàâíåíèå
(2.2.95) íàçîâåì äîïóñòèìûì (ðåãóëÿðíûì), åñëè äëÿ êàæäîãî f ∈ B
óðàâíåíèå (2.2.96) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî (ðîâíî îäíî) ðåøåíèå
ϕ ∈ D.

Ãîâîðÿò [6], ÷òî ìàòðèöà A ∈ C(R, LEm) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà,
åñëè

sup
t∈R

∫ t+1

t
||A(s)||ds < +∞.
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Òåîðåìà 2.3.38. Ïóñòü A óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà. Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.95)
ÿâëÿåòñÿ (Cb(R, Em), Cb(R, Em)) ðåãóëÿðíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà îíî (Cb(R, Em), Cb(R, Em)) äîïóñòèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà î÷åâèäíà. Ïóñòü óðàâíå-
íèå (2.2.95) (Cb(R, Em), Cb(R, Em)) äîïóñòèìî. Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî îíî áóäåò è (Cb(R+, Em), Cb(R+, Em)) äîïóñòèìûì è, ñëåäîâàòåëüíî
(ñì. òåîðåìó 3.3 [6]), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R+. Ïî òåîðåìå
2.3.37 óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R è, ñëåäîâà-
òåëüíî (ñì. òåîðåìó 3.2 [6]), (Cb(R, Em), Cb(R, Em)) ðåãóë÷ðíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà. ¤

Áëèçêèé ê òåîðåìå 2.3.38 ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [10]. Â ñëó÷àå ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè ìàòðèöû A, òåîðåìà 2.3.38 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [13].
Îòìåòèì ÷òî, äàæå â ñëó÷àå ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, íàøå äîêàçàòåëüñòâî
ïðîùå.

Ëåììà 18. Ïóñòü A ∈ C(R; [En]) óñò. L+ (ñîîòâåòñòâåííî, L−) è
óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φ+ (ñîîòâåòñòâåííî, Φ−).
Òîãäà, åñëè ϕ(t, A, x) îãðàíè÷åíà íà R+ (ñîîòâåòñòâåííî, R−), òîãäà

lim
t→+∞ |ϕ(t, A, x)| = 0 (respectively, lim

t→−∞ |ϕ(t, A, x)| = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóþò ε0 > 0
è tk → +∞ òàêèå ÷òî |ϕ(tk, A, x)| ≥ ε0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕ(tk, A, x)} è {A(tk)} ñõîäÿò-
ñÿ â En è C(R; [En]) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

x0 = lim
k→+∞

ϕ(tk, A, x) è B = lim
k→+∞

A(tk).

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 16, ϕ(t, B, x0) = lim
k→+∞

ϕ(t+tk, A, x) ÿâëÿåòñÿ íåòðè-
âèàëüíûì îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåèÿ (2.2.97) è B ∈ ωA.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû 18. Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¤

Ëåììà 19. Ïóñòü A ∈ C(R; [En]) óñò. L+ è ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.95)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φ+. Åñëè ϕ(t, A, x) îãðàíè÷åíà íà R+, òîãäà
lim

t→+∞ |ϕ(t, A, x)| = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî L >
0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk}, {tk}, è {lk} óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) sk < tk < lk < sk+1;
2) {sk} → +∞ as k → +∞:
3) |ϕ(τ, A, x)| > L for all τ ∈ (sk, lk);
4) |ϕ(sk, A, x)| = |ϕ(lk, A, x)| = L;
5) |ϕ(tk, A, x)| = max{|ϕ(t, A, x)| : t ∈ [sk, lk]}.
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Ïîëîæèì

xk :=
ϕ(tk, A, x)
|ϕ(tk, A, x)| = |ϕ(tk, A, x)|−1 · ϕ(tk, A, x).

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
a) |xk| = 1;
b) |ϕ(t, A(tk), xk)| = |ϕ(tk, A, x)|−1 · |ϕ(t + tk, A, x)| ≤ 1

äëÿ ëþáûõ t ∈ [sk − tk, lk − tk]. Ïîêàæåì ÷òî
{sk − tk} → −∞ ({lk − tk} → +∞).

Äåéñòâèòåëüíî, â óñëîâèÿõ ëåììû 19 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {A(tk)} è {xk}
ìîìíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì

x0 = lim
k→+∞

xk è B := lim
k→+∞

A(tk).

Åñëè ìû äîïóñòèì ÷òî {sk − tk} 6→ −∞, òîãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü åå
ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü τ0 := lim

k→+∞
{sk− tk}. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

|ϕ(sk − tk, A
(tk), xk)| = |ϕ(tk, A, x)|−1 · |ϕ(sk, A, x)| = L|ϕ(tk, A, x)|−1,

ìû ïîëó÷èì ϕ(τ0, B, x0) = 0. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ÷òî x0 =
0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ a). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ÷òî
{lk−tk} → +∞. Èç âûøå ñêàçàííîãî è óñëîâèÿ b) ñëåäóåò ÷òî |ϕ(t, B, x0)|
≤ 1 èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì t ∈ R, è |x0| = 1. Òàêèì îáðàçîì, ϕ(t, B, x0)
åñòü íåðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.97). Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. ¤

Ëåììà 20. Ïóñòü A ∈ C(R; [En]) óñò. L+ è óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φ+. Åñëè ðåøåíèå ϕ(t, A, x) íåîãðàíè÷åíî íà R+,
òîãäà ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå ÷òî

max
0≤t≤τ

|ϕ(t, A, x)| ≤ c|ϕ(τ, A, x)|

äëÿ ëþáîãî τ ∈ R+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ N

ñóùåñòâóåò Lk ≥ k òàêîå ÷òî
(2.3.108) max

0≤t≤Lk

|ϕ(t, A, x)| ≥ k|ϕ(Lk, A, x)|.

Âûáåðåì τk ∈ [0, Lk] òàêèì îáðàçîì ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî
|ϕ(τk, A, x)| = max

0≤t≤Lk

|ϕ(t, A, x)|.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.3.108) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä
|ϕ(τk, A, x)| ≥ k|ϕ(Lk, A, x)|.

Ïîëîæèì

xk :=
ϕ(τk, A, x)
|ϕ(τk, A, x)| = |ϕ(τk, A, x)|−1 · ϕ(τk, A, x).
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Òîãäà
|xk| = 1 and |ϕ(t, A(τk), xk)| = |ϕ(τk, A, x)|−1 · |ϕ(t + τk, A, x)|

äëÿ ëþáûõ t ∈ [τk, Lk − τk]. Ðàññóæäàÿ òàêæå êàê è â ëåììå 19 è ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ

a) |ϕ(Lk − τk, A
(τk), xk)| = |ϕ(τk, A, x)|−1 · |ϕ(Lk, A, x)| ≤ k−1

è
b) |ϕ(−τk, A

(τk), x)| = |ϕ(τk, A, x)|−1 · |x|,
ìû ïîëó÷èì {τk} → +∞ è {Lk − τk} → +∞. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {A(τk)} è {xk}
ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ. Ïóñòü x0 := lim

k→+∞
xk è B := lim

k→+∞
A(τk). ßñíî

÷òî B ∈ ωA, |x0| = 1 è |ϕ(t, B, x0)| ≤ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ R. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. ¤

Íèæå ìû ïðåäïîëîæèì ÷òî ïðîñòðàíñòâî En îäíîìåðíî (n = 1 è
En = R), ò. å. A = a ∈ C(R;R).

Ëåììà 21. Ïóñòü a ∈ C(R;R) óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (2.2.95)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φ+ è ðåøåíèÿ ϕ(t, a, x) óðàâíåíèÿ (2.2.95) êîãäà
x 6= 0 íåîãðàíè÷åíû ïðè t ∈ R+. Òîãäà ðåøåíèÿ êàæäëãî óðàâíåíèÿ
(2.2.97) ñ B = b ∈ ωa îãðàíè÷åíû íà R−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b ∈ ωa. Òîãäà ñóùåñòâóåò tk → +∞ òàêîå
÷òî b = lim

k→+∞
a(tk). Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk :=
ϕ(tk, a, x)

αk
,

ãäå αk := max{ϕ(t, a, x) : t ∈ [0, tk]}. Äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) |xk| = 1;
2) |ϕ(t, a(tk), xk)| = α−1

k |ϕ(t + tk, a, x)| ≤ 1
äëÿ ëþáûõ t ∈ [−tk, 0]. Ñîãëàñíî 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü x0 := lim

k→+∞
xk. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðà-

âåíñòâå 2) ìû ïîëó÷èì |ϕ(t, b, x0)| ≤ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R−. Â ýòîì ñëó÷àå
ñîãëàñíî ëåììå 20, |xk| ≥ c−1 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, |x0| ≥ c−1 > 0. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò
÷òî (2.2.97) ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå. ¤

Ëåììà 22. Ïóñòü a óñò. L+ è óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Φ+. Åñëè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2.95) îãðàíè÷åíû íà R+,
òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà N, ν > 0 òàêèå ÷òî

|ϕ(t, b, x)| ≤ N e−νt|x|
äëÿ ëþáûõ x ∈ R, b ∈ H+(a) è t ∈ R+.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äî-
êàçàíî èñïîëüçóÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ ÷òî è ðàáîòå [62]. ¤

Ëåììà 23. Ïóñòü a óñò. L+ è óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Φ+. Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
a) âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2.95) îãðàíè÷åíû íà R+ è òîãäà ëåììà

23 âûòåêàåò èç ëåììû 22;
b) âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2.95) íåîãðàíè÷åíà íà R+. Ñîãëàñíî

ëåììå 19 êîãäà x 6= 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ |ϕ(t, a, x)| = +∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâíåíèè (2.2.95) ìû ìîæåì ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó:
y = 1/x. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

(2.3.109) dy

dt
= −a(t)y.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.3.109) ìû ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

(2.3.110) dx

dt
= −b̃(t)x (b̃ ∈ ω(−a)).

Ïîêàæåì ÷òî (2.3.109) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 22. Ïóñòü b̃ ∈
ω(−a). Òîãäà ñóùåñòâóåò b̃ ∈ ωa òàêîå ÷òî b̃ = −b. Ñîãëàñíî ëåììå 21,
êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.110) îãðàíè÷åíî íà R− è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû îíè íåîãðàíè÷åíû íà R+. Ñîãëàñíî ëåììå 18 è
19 äëÿ êàæäîãî x 6= 0 è b ∈ ωa ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
(2.3.111) lim

t→−∞ |ϕ(t, a, x)| = 0

è
(2.3.112) lim

t→+∞ |ϕ(t, a, x)| = +∞
âûïîëíåíû. Îòìåòèì ÷òî

ϕ(t, b̃, x) = ϕ(t,−b, x) =
1

ϕ(t, b, 1/x)
.

Áîëåå òîãî èç (2.3.111) è (2.3.112) ñëåäóåò ÷òî äëÿ ëþáûõ x 6= 0 è b̃ ∈
ω(−a) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

lim
t→+∞ |ϕ(t, b̃, x) = 0 è lim

t→−∞ |ϕ(t, b̃, x) = +∞,

ò. å. óðàâíåíèå (2.3.109) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φ+. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü
÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.109) îãðàíè÷åíà íà R+. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî ëåììå 22 ñóùåñòâóþò ÷èñëà N > 0 è ν > 0 òàêèå ÷òî

|ϕ(t, b̃, x)| ≤ Ne−νt|x|
äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, x ∈ R è b̃ ∈ H+(−a).
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Ïóñòü x 6= 0 è b ∈ H+(a). Òîãäà ñóùåñòâóåò b̃ ∈ H+(−a) òàêîå ÷òî
b̃ = −b̃ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|ϕ(t,−b̃, x)| = |ϕ(t, b, x)|−1 ≤ Ne−νt|x|−1.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ÷òî |ϕ(t, b, x)| ≥ Ne−νt|x| äëÿ ëþáûõ
x ∈ R, b ∈ H+(a) è t ∈ R+. È ñëåäîâàòåëüíî

|ϕ(t, b, x)| = |ϕ(t− τ, b(τ), ϕ(τ, b, x)| ≥ N−1e−ν(t−τ) |ϕ(τ, b, x)|
äëÿ t ≥ τ . Òàêèì îáðàçîì

|ϕ(τ, b, x)| ≤ Ne−ν(t−τ) |ϕ(t, b, x)|
äëÿ τ ≥ t ≥ 0. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 24. Ïóñòü A óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Φ+ è A íèæíå òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òîãäà óðàâíåíèå
(2.2.95) ãèïåðáîëè÷íà íà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè n
ïðîñòðàíñòâà En. Â ñëó÷àå n = 1 ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 24 ñëåäóåò èç
ëåììû 23. Ïðåäïîëîæèì ÷òî ëåììà âåðíà ïðè âñåõ k(k < n). Ðàññìîòðèì
k + 1�ìåðíóþ ñèñòåìó




x′1 = a11(t)x1,
x′2 = a21(t)x1 + a22(t)x2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′k+1 = ak+1,1(t)x1 + . . . ak+1,k+1(t)xk+1

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3 [6] äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (2.2.95) áûëî ãèïåð-
áîëè÷åñêèì íà R+ íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ÷òî äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé
íà R+ ôóíêöèè f ∈ Cb(R+; En) óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x + f(t)

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ϕ ∈ Cb(R+; En).
Ïóñòü f = (f1, f2, . . . , fk+1). Ïîêàæåì ÷òî ñèñòåìà

(2.3.113)





x′1 = a11(t)x1 + f1(t),
x′2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + f2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′k+1 = ak+1,1(t)x1 + . . . ak+1,k+1(t)xk+1 + fk+1(t)

èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî
çàìåòèòü ÷òî óðàâíåíèå

x′1 = a11(t)x1

è ñèñòåìà 



x′2 = a22(t)x2,
x′3 = a32(t)x2 + a33(t)x3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′k+1 = ak+1,2(t)x2 + . . . ak+1,k+1(t)xk+1
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè íà R+. Èñïîëüçóÿ
ýòîò ôàêò ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà (2.3.113) èìååò õîòÿ áû îäíî
îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 25. [18] Ïóñòü A óñò. L+. Òîãäà:
1) ñóùåñòâóåò óñò. L+ íèæíå òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà P òàêàÿ

÷òî óðàâíåíèå (2.2.95) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê óðàâíåíèþ

(2.3.114) dx

dt
= P (t)x;

2) äëÿ ëþáîãî Q ∈ ωP ñóùåñòâóåò B ∈ ωA òàêîå ÷òî óðàâíåíèå
(2.2.96) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ

(2.3.115) dx

dt
= Q(t)x.

Èç ýòîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 17. Ïðåîáðàçðâàíèÿ Ëÿïóíîâà ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè íà R+ è R, ðåãóëÿðíîñòü, óñëîâèÿ Φ+, Φ−,
è F

Òåîðåìà 2.3.39. Ïóñòü A óñò. L+. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå
(2.2.95) áûëî ãèàåðáîëè÷åñêèì íà R+ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû
óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâëðÿëî óñëîâèþ Φ+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A óñò. L+ è ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.95) ãè-
ïåðáîëè÷íî íà R+. Ñîãëñíî ñëåäñòâèþ 16 óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Φ+.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A óñò. L+ è óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Φ+. Ñîãëàñíî ëåììå 25 óðàâíåíèå (2.2.95) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî
ê òðåóãîëüíîìó âèäó (2.3.114) ïðè ïîìîùè L+ óñòîé÷èâîé ìàòðèöû P .
Ïîêàæåì òåïåðü ÷òî (2.3.114) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 24. Äåéñò-
âèòåëüíî, ïóñòü Q ∈ ωP . Ïî ëåììå 25 ñóùåñòâóåò B ∈ ωA òàêîå ÷òî
óðàâíåíèå (2.2.97) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ (2.3.115). Òàê
êàê îòíîøåíèå ïðèâîäèìîñòè ñèììåòðè÷íî, òîãäà óðàâíåíèå (2.3.115)
èìååò íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà óðàâíåíèå (2.2.97) èìååò òàêîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì
ñëó÷àå êàæäîå óðàâíåíèå (2.3.115), ãäå Q ∈ ωP , èìååò íåòðèâèàëüíîå
îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ëåììå 24 óðàâíåíèå (2.3.114) ãè-
ïåðáîëè÷íî íà R+ è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ñëåäñòâèå 17), óðàâíåíèå (2.2.95)
ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

2.4. Ñîãëàñîâàííûå â ïðåäåëå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå âûÿñíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå
ñîãëàñîâàííîãî â ïðåäåëå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî óñòà-
íîâèòü ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
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Ïóñòü L � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {tk} → +∞ è
r > 0. Îáîçíà÷èì Cr(L) = {ϕ : ϕ ∈ Cb(R+, En), L ⊆ L+∞

ϕ è ||ϕ|| ≤ r}.
Ëåììà 26. Cr(L) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-

ðàíñòâà Cb(R+, En).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàí-

íîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü çàìêíóòîñòü Cr(L) â Cb(R+, En).
Ïóñòü {ϕk} ⊆ Cr(L) è ϕ = lim

k→+∞
ϕk. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è

{tk} ∈ L. Òàê êàê ϕk → ϕ â ìåòðèêå Cb(R+, En), òî ||ϕ|| ≤ r. Ïîêàæåì,
÷òî {tk} ∈ L+∞

y . Äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ k0 = k0(ε), äëÿ êîòîðîãî

(2.4.116) ||ϕ− ϕk|| < ε

4
ïðè âñåõ k ≥ k0. Òàê êàê
(2.4.117)

|ϕ(t + tl)− ϕ(t + tr)| ≤ |ϕ(t + tl)− ϕk0(t + tl)|+ |ϕk0(t + tl)−
ϕk0(t + tr)|+ |ϕk0(t + tr)− ϕ(t + tr)| ≤
2||ϕ− ϕk0 ||+ |ϕk0(t + tl)− ϕk0(t + tr)|,

òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l è m áóäåì èìåòü
ρ(ϕ(tl), ϕ(tm)) < ε,

ãäå ρ � ìåòðèêà, çàäàþùàÿ îòêðûòî-êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ â C(R+, En)
(íàïðèìåð,

ρ(ϕ,ψ) = sup
l>0
{min{max

0≤t≤l
|ϕ(t)− ψ(t)|, l−1}}).

Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà C(R+, En) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕ(tk)} ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞

ϕ . Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 27. Ïóñòü ϕ ∈ C(R+, En), F ∈ C(R×En, En) è L ⊆ L+∞
ϕ ∩

L+∞
FQ

, ãäå Q = ϕ(R+) è FQ = F |R×Q. Åñëè FQ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîíñòàíòîé L > 0, òî L ⊆ L+∞

g ,
ãäå g(t) = F (t, ϕ(t)) ïðè âñåõ t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L. Çàìåòèì, ÷òî

(2.4.118)

|g(t + tl)− g(t + tr)| = |F (t + tl, ϕ(t + tl))−
F (t + tr, ϕ(t + tr))| ≤ |F (t + tl, ϕ(t + tl))−
F (t + tl, ϕ(t + tr))|+ |F (t + tl, ϕ(t + tr))−
F (t + tr, ϕ(t + tr))| ≤ L|ϕ(t + tl)− ϕ(t + tr))|+
max
x∈Q

|F (t + tl, x)− F (t + tr, x)|.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.4.118) êîãäà l, r → +∞, ïîëó÷èì
ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gtk} â ïðîñòðàíñòâå C(R+, En).
Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà C(R+, En) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(tk)} ñõî-
äèòñÿ, ò.å. {tk} ∈ L+∞

g . Ëåììà äîêàçàíà. ¤



2.4. ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÛÅ Â ÏÐÅÄÅËÅ ÐÅØÅÍÈß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ . . . 55

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(2.4.119) dx

dt
= A(t)x + f(t) + F (t, x),

ãäå A ∈ C(R, [En]), f ∈ C(R+, En) è F ∈ C(R×W,En).
Ïóñòü E+ � ìíîæåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê x ∈ En ðåøåíèé èç

Cb(R+, En) óðàâíåíèÿ (2.2.95). Òîãäà E+ áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñò-
ðàíñòâà En. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P+ ïðîåêòîð, ïðîåêòèðóþùèé En íà E+.

Ëåììà 28. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå (2.2.95)
ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî êàêîâà áû íè áûëà óñò. L+ ôóíêöèÿ f ∈ C(R+,
En) óðàâíåíèå (2.2.96) èìååò åäèíñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðå-
øåíèå ϕ+ ∈ Cb(R+, En), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕ+(0) = 0. Êðîìå
òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 (íå çàâèñÿùàÿ îò f) òàêàÿ, ÷òî
||ϕ+|| ≤ M ||f ||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñò-
âåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 6.3 èç [28] è òåîðåìû 2.2.36. ¤

Ïóñòü ϕ+ � ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.96),
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 28. Ïîëîæèì Q = ϕ+(R+)
è ÷åðåç Qr îáîçíà÷èì øàðîâóþ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Q ⊂ En ðàäèóñà
r > 0.

Òåîðåìà 2.4.40. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), f ∈ C(R+, En) è F ∈
C(R+ ×W,En). Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A, f è FQr óñò. L+;
2) Óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
3) |F (x, t)| ≤ rM−1 ïðè âñåõ x ∈ Qr è t ∈ R+ (M � êîíñòàíòà,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 28);
4) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr ñ êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà L < M−1,

òî óðàâíåíèå (2.4.119) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈ C(R+, Qr),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕ(0) = 0 è îíî ñîãëàñîâàííî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óðàâíåíèè (2.4.119) ñîâåðøèì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ x(t) = y(t) + ϕ+(t). Òîãäà äëÿ y(t) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

dy

dt
= A(t)y + F (t, y + ϕ+(t)).

Ïóñòü L = L+∞(A, f, FQr), ãäå FQr = F |R×Qr . Îïðåäåëèì îïåðàòîð
Φ : Cr(L) → Cr(L)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ϕ ∈ Cr(L), òî L ⊆ L+∞
ϕ è, ñëåäîâàòåëüíî,

L ⊆ L+∞
ϕ+ϕ+

. Ñîãëàñíî ëåììå 27 L ⊆ L+∞
g , ãäå g(t) = F (t, ϕ(t) + ϕ+(t)).

Ïî ëåììå 28 óðàâíåíèå
dz

dt
= A(t)z + F (t, ϕ(t) + ϕ+(t))
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ ∈ Cb(R+, En), êîòîðîå ñîãëàñîâàííî â
ïðåäåëå (è, ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞

ψ ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P+(ψ+(0))
= 0. Êðîìå òîãî, îíî ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

(2.4.120)
||ψ|| ≤ M ||g|| = M sup

t≥0
|F (t, ϕ(t) + ϕ0(t))| ≤

M sup
t≥0

max
x∈Qr

|F (t, x)| ≤ MrM−1 = r.

Òàêèì îáðàçîì, ψ ∈ Cr(L). Ïîëîæèì Φ(ϕ) = ψ. Èç âûøå ñêàçàííîãî
ñëåäóåò, ÷òî Φ êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ
ñæèìàþùèì. Â ñàìîì äåëå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ = ψ1−ψ2 =
Φ(ϕ1)− Φ(ϕ2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

du

dt
= A(t)u + F (t, ϕ1(t) + ϕ+(t))− F (t, ϕ2(t) + ϕ+(t))

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P+ψ(0) = 0 è ñîãëàñíî ëåììå 28 ïîä÷èíÿåòñÿ
îöåíêå

||Φ(ϕ1)− Φ(ϕ2)|| ≤
M sup

t≥0
|F (t, ϕ1(t) + ϕ+(t))− F (t, ϕ2(t) + ϕ+(t))| ≤

ML||ϕ1 − ϕ2|| = α||ϕ1 − ϕ2||.
Òàê êàê α = ML < MM−1 = 1, òî Φ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ Cr(L) òàêàÿ, ÷òî Φ(ϕ) = ϕ. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ϕ = ϕ + ϕ+

è çàìåòèòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Òåîðåìà 2.4.41. Ïóñòü A, f óñò. L+ è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñ-

ëîâèÿ:
1) Óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
2) FQr = F |R×Qr óñò. L+;
3) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ

êîíñòàíòîé L > 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì |ε| ≤ |ε0|

óðàâíåíèå

(2.4.121) dx

dt
= A(t)x + f(t) + εF (t, x)

èìååò åäèíñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕε ∈ C(R+, Qr),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕε(0) = 0. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕε} ñõîäèòñÿ ê ϕ+ ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñò. L+ ôóíêöèè FQr ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà N > 0, ÷òî |F (t, x)| ≤ N ïðè âñåõ t ∈ R+ è x ∈ Qr. Ïîëîæèì
ε0 = min((LM)−1, (NM)−1). Òîãäà

|εF (t, x)| ≤ |ε||F (t, x)| ≤ ε0N < r(NM)−1N < rM−1

ïðè âñåõ t ∈ R+ è x ∈ Qr. Î÷åâèäíî, êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè
εF ìåíüøå ÷åì M−1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.40 ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0
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óðàâíåíèå (2.4.121) èìååò åäèíñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå
ϕε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕε(0) = 0.

Îöåíèì ðàçíîñòü ϕε(t)− ϕ+(t) = ψε(t). Î÷åâèäíî,

(2.4.122) dψε(t)
dt

= A(t)ψε(t) + εF (t, ψε(t) + ϕ+(t))

è ñîãëàñíî ëåììå 28

(2.4.123)
||ψε|| ≤ M sup

t≥0
|εF (t, ψε(t) + ϕ+(t))| ≤

M |ε| sup
t≥0

max
x∈Qr

|F (t, x)| ≤ M |ε|N = |ε|(MN).

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.4.123) ê ïðåäåëó, êîãäà ε → 0, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 18. Ïóñòü A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû). Åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) F àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Qr;

2) Óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
3) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr,

òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå
(2.4.121) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîå (àñèìïòî-
òè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîå, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå) ðå-
øåíèå ϕε ∈ C(R+, Qr), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕε(0) = 0. Êðîìå
òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕε} ñõîäèòñÿ ê ϕ+ ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî
ïî t ∈ R+

Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå îáîáùàåò òåîðåìó Áèðþê (ñì., íà-
ïðèìåð, [7]).

2.5. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå, êðîìå òåîðåì, âûòåêàþùèõ èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ,
ìû ïðèâåä¸ì íåêîòîðûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ (àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíûõ) ðåøåíèé, êîòîðûå íå âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì
î ñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèÿõ.

Ïóñòü ϕ ∈ Cb(R, En) è M ⊂ Cb(R, En). Ñëåäóÿ [7, c.432], áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ðàçäåëåíà â M , åñëè M ñîñòîèò èç îäíîé
ôóíêöèè ϕ ëèáî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè
ψ ∈ M , îòëè÷íîé îò ϕ, âûïîëíåíî ïðè âñåõ t ∈ R íåðàâåíñòâî
(2.5.124) |ψ(t)− ϕ(t)| ≥ r.
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Òåîðåìà 2.5.42. Ïóñòü ϕ ∈ C(R+, En) � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2.1.89) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñ-
êè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè
ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè âñå ðåøåíèÿ
èç ωϕ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (2.2.92) ðàçäåëåíû â ωϕ, òî ϕ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k0, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè
ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, òî fQ = f

∣∣
R×Q

óñò. L+. Ïî ëåììå 3.1.1 [41]
ðåøåíèå ϕ óñò. L+. Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
, ïîñòðîåííóþ â ïðèìåðå 3. Â óñëîâèÿõ íàøåé

òåîðåìû òî÷êà (ϕ, fQ) ∈ X óñò. L+. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ)

êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (2.2.94) ðàçäåëåíû â ω(ϕ,fQ). Â ñàìîì äåëå.
Ïóñòü gQ ∈ ωfQ

è (ψ0, gQ) ∈ ω(ϕ,fQ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.94).
Î÷åâèäíî, ψ0 ∈ ωϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.92) (gQ = g

∣∣
R×Q

).
Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ÷èñëî r = r(gQ) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ψ ∈ ωϕ óðàâíåíèÿ (2.2.92), îòëè÷íîãî îò ψ0, âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî (2.5.124).

Ïóñòü òåïåðü (ψ, gQ) ∈ ω(ϕ,fQ) � ïðîèçâîëüíîå, îòëè÷íîå îò (ψ0, gQ),
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.92). Òîãäà, î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
(ψ0, gQ) è (ψ, gQ) íå ìåíüøå r. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ)

êàæäîãî óðàâíåíèÿ (2.2.94) ðàçäåëåíû â ω(ϕ,fQ). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1.4.22
è 1.4.27 ðåøåíèå (ϕ, fQ) óðàâíåíèÿ (2.2.93) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî
(àñèìïòîòè÷åñêè τk0-ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k0, àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî). Èç ñêàçàí-
íîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè k0τ -
ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k0, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëñÿ ðàíåå, â ÷àñòíîñòè, â
ðàáîòàõ [66], [50]. Â ýòèõ ðàáîòàõ äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîé ïðàâîé ÷àñòè
f è ïðèìåðíî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â òåîðåìå 2.5.42, äîêàçàíà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåíèÿ ϕ.

Ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.1.89) íàçîâåì ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è îáîçíà÷èì
ð.óñò. Ë+, åñëè

1. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ρ(ϕt0 , ψt0) <
δ( ψ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.89) è t0 ∈ R), òî âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ρ(ϕt, ψt) < ε ïðè âñåõ t ≥ t0.
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2. ñóùåñòâóåò δ0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ (2.1.89),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ρ(ϕ,ψ) < δ0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ ρ(ϕt, ψt) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.89) âûïîëíåíî óñëîâèå åäèíñò-
âåííîñòè, òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îáùåïðèíÿ-
òîìó îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèèþ.

Òåîðåìà 2.5.43. Ïóñòü ϕ îãðàí÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷-
íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîä÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà)
ïî t ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè ðåøåíèÿ èç ωϕ

êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñåìéñòâà (2.2.92) ð.à.óñò.Ë+, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (ϕ, fQ) ÿâëÿåòñÿ
óñò. L+ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.93) è âñå ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ) êàæäîãî èç
óðàâíåíèé ñåìåéñòâà (2.2.94) ð.à.óñò.Ë+. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.30 ðåøåíèå
(ϕ, fQ) óðàâíåíèÿ (2.2.93) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè
k0τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíî) è ñëåäîâàòåëüíî òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòî-
òè÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè-
÷åñêè ðåêóððåíòíî). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäóÿ [48], ðåøåíèå ϕ ∈ C(R+, En) óðàâíåíèÿ (2.1.89) íàçîâ¸ì Σ+-
óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¸òñÿ δ òàêîå, ÷òî äëÿ t1, t2 ∈ R+

è Q = ϕ(R+) èç íåðàâåíñòâ
ρ(ϕ(t1), ϕ(t2))δ è sup

t≥0
max
x∈Q

|f(t + t1, x)− f(t + t2, x)| < δ

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
sup
t≥0

ρ(ϕ(t+t1), ϕ(t+t2)) < ε

Òåîðåìà 2.5.44. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè ϕ Σ+-óñòîé÷èâî, òî îíî àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî îòíîñè-
òåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+), òî (ϕ, fQ) � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.93).
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èç Σ+-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ϕ óðàâíåíèÿ (2.1.89)
âûòåêàåò Σ+ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (ϕ, fQ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.23 ðå-
øåíèå (ϕ, fQ) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-
íèå ϕ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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Â ðàáîòå [11] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.5.44, ïðè
äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïî t ïðàâîé ÷àñòè.

Òåîðåìà 2.5.45. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1.89), f àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈
Q = ϕ(R+) è gQ(t, x) = lim

k→+∞
fQ(kτ + t, x). Åñëè óðàâíåíèå

(2.5.125) dy

dt
= gQ(t, y)

äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (ϕ, fQ) ÿâëÿåòñÿ óñò. L+

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.93) è óðàâíåíèå
(2.5.126) h(ψ, gQ) = gQ

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ), ãäå h � ãîìîìîðôèçì äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì èç ïðèìåðà 3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.25 ðåøåíèå (ϕ, fQ)
óðàâíåíèÿ (2.2.93) àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðå-
øåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.1.89) àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî. Òåîðåìà äî-
êàçàíà. ¤

Íèæå ìû èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 2.5.46. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+.
2) Êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ f ∈ C(R, En) óðàâíåíèå (2.2.96) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå
îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.95) ãèïåðáîëè÷íî íà R+

è f ∈ C(R, En) � ïðîèçâîëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.36 óðàâíåíèå (2.2.95) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ. Èç
ñëåäñòâèÿ 14 âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ϕ. Òàêèì
îáðàçîì, èç óñëîâèÿ 1) âûòåêàåò óñëîâèå 2). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
è îáðàòíîå. Òàê êàê ìàòðèöà A àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî
ñóùåñòâóþò (åäèíñòâåííàÿ) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ∈ ωA è
ìàòðèöà R ∈ C(R, [En]) òàêèå, ÷òî

1. A(t) = P (t) + R(t) ïðè âñåõ t ∈ R.
2. lim

t→+∞ ||R(t)|| = 0.
Ïóñòü g ∈ C(R, En) � ïðîèçâîëüíàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ óðàâíåíèå
dy

dt
= A(t)y + g(t)
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èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
ϕ. Â ñèëó ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ìàòðèöû P è ôóíêöèè g è àñèìïòîòè÷åñêîé
ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ϕ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} → +∞ òàêàÿ,
÷òî {Atk} → P, gtk → g è ϕtk → q, ãäå q ∈ ωϕ � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ

(2.5.127) dz

dt
= P (t)z + g(t).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ g, óðàâíåíèå (2.5.127) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîå ðåøåíèå. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [13] ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

du

dt
= P (t)u

ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ñîãëàñíî ëåììå 17 êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.2.97) ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ïî òåîðåìå 2.3.39 óðàâíåíèå (2.2.96) ãèïåð-
áîëè÷íî íà R+. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ïîëîæèì

M(A) = lim
L→+∞

1
L

L∫

o

A(s)ds.

Òåîðåìà 2.5.47. Ïóñòü A àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Åñëè
ñïåêòð ìàòðèöû M(A) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì ε, |ε| ≤ ε0, óðàâíåíèå

(2.5.128) dx

dt
= εA(t)x + f(t)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

(2.5.129) dy

dt
= εB(t)y (B ∈ ωA).

Çàìåòèì ÷òî M(A) = M(P ), ãäå P � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà èç
ωA òàêàÿ, ÷òî lim

t→+∞ ||A(t) − P (t)|| = 0. Èç ðåçóëüòàòîâ [13] (ñì. ñòð.
258) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà ε0 > 0 òàêîãî, ÷òî ïðè êàæäîì ε,
0 < |ε| ≤ ε0, óðàâíåíèå

dz

dt
= εP (t)z

ãèïåðáîëè÷íî íà R. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 17 êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.5.129) ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç óðàâíåíèé (2.5.129)
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ïðè 0 < |ε| ≤ ε0 íå èìååò íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Ïî òåîðåìå 2.3.39 óðàâíåíèå

dx

dt
= εA(t)x

ãèïåðáîëè÷íî íà R+ è èç òåîðåìû 2.5.46 ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < |ε| ≤ ε0

óðàâíåíèå (2.5.128) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f . Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèåé a ∈ C(R,R)

(2.5.130) dx

dt
= a(t)x.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.5.130) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(2.5.131) dy

dt
= a(t)y + f(t),

ãäå f ∈ C(R,R).
Òåîðåìà 2.5.48. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (2.5.131) èìåëî ïî êðàé-

íåì ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕ ïðè
ëþáîé àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû M(a) 6= 0 (M(a) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (2.5.131) ïðè ëþáîé àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.46
óðàâíåíèå (2.5.130) ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè,
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.5.130) îãðàíè÷åíû ïðè t ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî
(2.5.132) |ϕ(t, a, x)| ≤ Ne−νt|x|
ïðè âñåõ t ≥ 0. Òàê êàê

(2.5.133) ϕ(t, a, x) = x exp(
∫ t

0
a(s)ds),

òî

(2.5.134) 1
t

ln |ϕ(t, a, x)| = ln |x|
t

+
1
t

∫ t

0
a(s)ds

(x 6= 0). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.5.134), êîãäà t → +∞, ó÷èòûâàÿ
(2.5.132), ïîëó÷èì M(a) 6= 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.5.130) íåîãðàíè÷åíû ïðè t ≥ 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(a) 6= 0. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M(a) =
M(b) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ b ∈ ωa. Ïóñòü b � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç ωa. Òàê êàê M(b) 6= 0 è

M(b) = lim
t→+∞

1
t

ln |ϕ(t, b, x)|
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ïðè âñåõ x 6= 0, òî, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå
dz

dt
= b(t)z

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ïîýòîìó ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.3.39 óðàâíåíèå (2.5.130) ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2.5.46 ¤

Òåîðåìà 2.5.48 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îäíîé òåîðåìû Ìàññåðà (ñì.,
íàïðèìåð, [13] ñòð. 43) íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.

2.6. Ãðóáûå ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ãðóáûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîãäà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè íà R. Â êîíöå ïà-
ðàãðàôà ïðèâîäÿòñÿ äâà ïðèçíàêà îòêðûòîñòè äâóõ ïîäìíîæåñòâ â ïðîñò-
ðàíñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πm ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ìàòðèö,
íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà R.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(2.6.135) x′ = A(t)x

è
(2.6.136) y′ = B(t)y

ãäå A è B èç C(R, [Em]). .
Óðàâíåíèÿ (2.6.135) è (2.6.136) íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëíãòíûìè

(ëîêàëüíî), åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U è V íà÷àëà êîîðäèíàò è
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

h : U × R 7→ V

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. h(0, t) = 0 ïðè âñåõ t ∈ R.
2. êàêîâî áû íè áûëî ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (2.6.135) ôóíêöèÿ ψ :

t 7→ h(ϕ(t), t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.6.136), îïðåäå-
ëåííûì ïðè âñåõ t ∈ R ïðè êîòîðûõ ϕ(t) ∈ U .

3. ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ R, ht : U 7→ V ÿâëÿåòñÿ ãîìå-
îìîðôèçìîì (ht(x) = h(x, t)) è l : V × R 7→ U , îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì l(y, t) = h−1

t (y)(, íåïðåðûâíî.
4. êàêîâî áû íè áûëî ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (2.6.136) ôóíêöèÿ ϕ :

t 7→ l(ϕ(t), t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.6.135), îïðåäå-
ëåííûì ïðè âñåõ t ∈ R, ïðè êîòîðîì ψ(t) ∈ V .
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Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò âðåìåíè t ∈ R
ñîòðè òàêæå ðàáîòû [16, 56].

Çàìå÷àíèå 2.6.7. 1. Îòíîøåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

2. Åñëè óðàâíåíèå (2.6.135) ïðèâîäèìî [5] ê óðàâíåíèþ (2.6.136), òî
ýòè óðàâíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êàæäîì
β ∈ R óðàâíåíèÿ (2.6.135) è
(2.6.137) z′ = A(t + β)z

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Ïóñòü A ∈ Πm. Óðàâíåíèå (2.6.135) íàçîâåì ãðóáûì (ñì. òàêæå [16])

èëè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî êàêîâà
áû íè áûëà ìàòðèöà B ∈ Πm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

||B(t)−A(t)|| < δ (t ∈ R)

óðàâíåíèÿ (2.6.135) è (2.6.136) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Ëåììà 29. Ïóñòü A ∈ Πm. Åñëè óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ

ãðóáûì, òî îíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó óðàâíåíèþ ñåìåéñò-
âà
(2.6.138) u′ = C(t)u (C ∈ ΣA)

ãäå ΣA = {A(t + β) : β ∈ R}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Πm, óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ ãðó-

áûì è δ > 0 èç óñëîâèÿ ãðóáîñòè óðàâíåíèÿ (2.6.135). Â ñèëó ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè A, äëÿ ëþáîãî C ∈ ΣA è ÷èñëà δ > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü
÷èñëî β = β(C, δ) ∈ R òàêîêîå, ÷òî
(2.6.139) ||A(t)− C(t + β)|| < δ

è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ (2.6.135) è
(2.6.140) v′ = C(t + β)v

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (ñì. çàìå÷àíèå 2.6.7), à óðàâíåíèå (2.6.140)
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî (2.6.135). Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, óðàâíåíèÿ (2.6.135) è (2.6.138) òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 19. Åñëè A ∈ Πm è óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì,
òî ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ

x′1 = A1(t)x1

è
x′2 = A2(t)x2

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ãäå A1 è A2 èç ΣA.
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Ñëåäñòâèå 20. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 19, åñëè óðàâíåíèå (2.6.135)
íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî è êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.6.138) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ
íà R ðåøåíèé.

Óðàâíåíèå (2.6.135) íàçûâàþò [19] áèðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
áàçèñ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm â ïðîñòðàíñòâå åå ðåøåíèé, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì

λi(A) = lim
|t|→+∞

1
t

ln |ϕi(t)| (i = 1, 2, . . . , m)

Çàìåòèì ÷òî, åñëè óðàâíåíèå (2.6.135) áèðåãóëÿðíî è λi(A) 6= 0 ïðè
âñåõ i = 1, 2, . . . , m, òî îíî íå äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ
íà R ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm = {A : A ∈ Πm òàêèõ, ÷òî óðàâíåíèå (2.6.135)
íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé}.

Ëåììà 30. Sm = Πm, ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå Sm â ïðîñò-
ðàíñòâå Πm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Πm è δ > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 [19]
â ΣA íàéäåòñÿ ìàòðèöà C òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2.6.138) áèðåãóëÿðíî.
Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ

à. λi(C) 6= 0 (i = 1, 2, . . . ,m) è òîãäà óðàâíåíèå (2.6.138) íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Äëÿ ÷èñëà δ > 0
è ìàòðèöû C ∈ ΣA íàéäåòñÿ ÷èñëî β ∈ R òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (2.6.140). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (2.6.140) íå èìååò íåòðèâè-
àëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.

á. ñðåäè λi(C) 6= 0 (i = 1, 2, . . . , m) èìåþòñÿ è íóëåâûå, òîãäà
íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.6.135) ðàññìîòðèì è óðàâíåíèå

(2.6.141) y′ = (A(t) + µI)y

ãäå µ ∈ R è I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Çàìåòèì, ÷òî èç áèðåãóëÿðíîñòè
óðàâíåíèÿ (2.6.138) âûòåêàåò è áèðåãóëÿðíîñòü óðàâíåíèÿ

(2.6.142) y′ = (C(t) + µI)y

ïðè÷åì λi(C + µI) = λi(C) + µ (i = 1, 2, . . . , m). ×èñëî µ ∈ R
âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
á.1. |µ| < δ è
á.2. λi(C) + µ 6= 0 ïðè êàæäîì i = 1, 2, . . . ,m (ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî òàîå µ ∈ R ñóùåñòâóåò).
Òîãäà óðàâíåíèå (2.6.142) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R
ðåøåíèé. Ïóñòü µ ∈ R òî æå ñàìîå, ÷òî è â ïóíêòå à., òîãäà óðàâíåíèå

(2.6.143) y′ = (C(t + β) + µI)y
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òàêæå íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Äëÿ çàâåð-
øåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

||A(t)− C(t + β)− µI|| ≤ ||A(t)− C(t + β)||+ |µ| < 2δ

ïðè âñåõ t ∈ R. ¤

Ëåììà 31. Ïóñòü A ∈ Πm è óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì,
òîãäà A ∈ Sm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Πm, óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ ãðó-
áûì è δ > 0 ÷èñëî, ó÷àâñòâóþùåå â îïðåäåëåíèè ãðóáîñòè óðàâíåíèÿ
(2.6.135). Ñîãëàñíî ëåììå 30 äëÿ ëþáîãî δ > 0 è A ∈ Πm íàéäåòñÿ
ìàòðèöà B ∈ Sm òàêàÿ, ÷òî

||B(t)−A(t)|| < δ (t ∈ R).

Â ñèëó âûáîðà δ > 0, óðàâíåíèÿ (2.6.135) è (2.6.136) òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëååíòíû. Èç òîãî, ÷òî B ∈ Sm è óðàâíåíèÿ (2.6.135) è (2.6.136)
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ñëåäóåò, ÷òî A ∈ Sm. Â ñàìîì äåëå. Äîïóñ-
òèì ïðòèâíîå, òî åñòü óðàâíåíèå (2.6.135) èìååò íåòðèâèàëüíîå îãðàíè-
÷åííîå íà R ðåøåíèå ϕ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2.6.135) ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(t) ∈ U ïðè âñåõ t ∈ R è ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (2.6.136)
òàêæå èìååò íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå ψ(t) = h(ϕ(t), t),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 2.6.49. Ïóñòü A ∈ Πm. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (2.6.135)
áûëî ãðóáûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (2.6.135) óäîâ-
ëåòâîðÿëî óñëîâèþ ý. ä. íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Πm è óðàâíåíèå (2.6.135) ÿâëÿåòñÿ
ãðóáûì. Ñîãëàñíî ëåììå 31 óðàâíåíèå (2.6.135) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Èç ñëåäñòâèÿ 20 âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.6.138) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ
íà R ðåøåíèé. Ïî òåîðåìå 1 [20] (ñì. òàêæå [62]) óðàâíåíèå (2.6.135)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R.

Îáðàòíîå. Ïóñòü A ∈ Πm è óðàâíåíèå (2.6.135) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ý. ä. íà R, òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [56] ñëåäóåò ãðóáîñòü óðàâíåíèÿ
(2.6.135). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé èëè
ïåðèîäè÷åñêîé, òî òåîðåìà 2.6.49 ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ãðîáìàíà-
Õàðòìàíà [5, 28, 58] è òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö, ñïåêòð êîòîðûõ
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, ïëîòíî â ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö.

Íèæå ìû óêàæåì íåêîòîðûå ãðóáûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (2.6.135),
òî åñòü òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè "ìàëîì âîçìóùåíèè".
Ñìûñë âûðàæåíèÿ "ìàëîå âîçìóùåíèå"áóäåò óòî÷íÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òåîðåìàõ.
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Òåîðåìà 2.6.50. Ïóñòü A ∈ C([Em]) óñò. L+ è êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî β0 ∈ R òàêîå, ÷òî åñëè
(2.6.144) ||A(t)−B(t)|| < β0

ïðè âñåõ R+, òî è êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.6.145) u′ = C(t)u (C ∈ ωB)

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A óñò. L+ è êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà

(2.2.97) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.3.37 óðàâíåíèå (2.2.95) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R+. Èç
òåîðåìû 5.1 [6] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà β0 > 0 òàêîãî ÷òî, åñëè
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6.144), òî óðàâíåíèå

y′ = B(t)y

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R+. Ïî ëåììå 17 êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (2.6.135) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý. ä. íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, íå
èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà ðåøåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ïîëîæèì
(LBϕ)(t) = ϕ′(t)−B(t)ϕ(t).

Ëåììà 32. Ïóñòü A ∈ C(R, [Em]) óñò. L. Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäîå
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.6.146) z′ = B(t)z (B ∈ ΣA)

íå èìåëî íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî
(2.6.147) ||LBϕ|| ≥ α||ϕ||
ïðè âñåõ B ∈ ΣA è ϕ ∈ Cb(R, Em), ãäå || · || íîðìà â Cb(R, Em).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî
ñóùåñòâóþò {ϕn} ⊆ Cb(R, Em), {Bn} ⊆ ΣA è αn → 0 (αn > 0) òàêèå, ÷òî

1. ||ϕn|| = 1
2. ||LBnϕn|| ≤ αn

ïðè âñåõ n = 1, 2, . . ..
Èç 1. ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ⊆ R òàêîé, ÷òî

(2.6.148) |ϕn(tn)| ≥ 1
2
.

Íåðàâåíñòâî 2. ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
(2.6.149) |ϕ′n(t)−Bn(t)ϕn(t)| ≤ αn

ïðè âñåõ t ∈ R.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

ψn(t) = ϕn(t + tn)
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ïðè âñåõ t ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.6.149) ìîæíî ïåðåïèñàòü
åùå ñëåäóþùèì îáðàçîì
(2.6.150) |ψ′n(t)−Bn(t+tn)ψn(t)| = |ϕ′n(t+tn)−Bn(t+tn)ϕn(t+tn)| ≤ αn

ïðè âñåõ t ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} êîìïàêòíà â
C(R, Em). Â ñàìîì äåëå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ Nôóíêöèÿ
ψnÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

z′ = Bn(t + tn)z + gn(t),

ãäå
gn(t) = ψ′n(t)−Bn(t + tn)ψn(t)

ïðè âñåõ t ∈ R. Èç íåðàâåíñòâà (2.6.150) ñëåäóåò, ÷òî gn → 0 â òîïîëîãèè
C(R, Em). Â ñèëó óñò. L ìàòðèöû A, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Btn

n } òàêæå
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ â C(R, [Em]). Çàìåòèì, ÷òî |ψn(t)| ≤ 1 ïðè
âñåõ t ∈ R è ñîãëàñíî ëåììå 3.1.1 [41] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} êîìïàêòíà
â C(R, Em).

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψn} è {Btn
n }

ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì ψ0 = lim
n→∞ψn è B0 = lim

n→∞Btn
n .

Ïî ëåììå 3.1.1 [41] ψ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(2.6.151) u′ = B0(t)u.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî |ψ0(t)| ≤ 1 ïðè âñåõ t ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî (2.6.146)

||ψ0(0)|| = lim
n→∞ ||ϕn(tn)|| ≥ 1

2
è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì îãðàíè÷åííûì íà R ðå-
øåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6.151). Òàê êàê B0 ∈ ΣA, òî
ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû è íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü α > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6.147).
Ïîêàæåì ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.6.146) íå èìååò íåòðèâè-
àëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî
ñóùåñòâóåò B0 ∈ ΣA òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå (2.6.151) èìååò íåòðèâèàëüíîå
îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå ψ0. Ñîãëàñíî (2.6.147)
(2.6.152) ||LB0ψ0|| ≤ α||ψ0||.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû
(2.6.153) ||LB0ψ0|| = 0

òàê êàê ψ0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6.151). Èç (2.6.152) è (2.6.153)
ñëåäóåò ÷òî α||ψ0|| ≤ 0. Òàê êàê ||ψ0|| > 0, òî α ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâî-
ðå÷èò âûáîðó ÷èñëà α. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Çàìå÷àíèå 2.6.8. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè ëåììû 32
ìû íèãäå íå ïîëüçîâàëèñü òåì ÷òî A óñò. L è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòà-
òî÷íîñòü ëåììû ñïðàâåäëèâà è áåç ýòîãî òðåáîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 2.6.51. Ïóñòü A ∈ C(R, [Em]) óñò. L è êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (2.6.146) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðå-
øåíèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî β0 > 0 òàêîå ÷òî, åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (2.6.144) ïðè âñåõ t ∈ R, òî è êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.6.154) y′ = C(t)y (C ∈ ΣB)

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ C(R, [Em]) óñò. L è êàæäîå êàæäîå

óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.6.146) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà
R ðåøåíèé. Ñîãëàñíî ëåììå 32 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α òàêîå,
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6.147). Ïîëîæèì β0 = α/2. Ïóñòü ìàòðèöà
B ∈ C(R, [Em]) òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6.144) ïðè âñåõ
t ∈ R, òîãäà äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C(R, Em) (ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà)

||LBϕ|| = ||LAϕ− (B −A)ϕ|| ≥ ||LAϕ|| − ||(B −A)ϕ|| ≥
α||ϕ|| − β0||ϕ|| = (α− β0)||ϕ|| = α

2 ||ϕ||.(2.6.155)
Ïóñòü C ∈ ΣB, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ⊆ R òàêàÿ,
÷òî C = lim

n→∞Btn â C(R, [Em]). Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N è ïðè
âñåõ ϕ ∈ Cb(R, Em])

||LBtn ϕ|| = ||LBϕ−tn || ≥ α

2
||ϕ−tn || = α

2
||ϕ||.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
(2.6.156) ||ϕ′ −Btnϕ|| ≥ α

2
||ϕ||.

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.6.156) ê ïðåäåëó (â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè íà îòðåçêàõ èç R), êîãäà n →∞ ïîëó÷èì

(2.6.157) ||LCϕ|| ≥ α

2
||ϕ||

ïðè âñåõ C ∈ ΣB. Èç íåðàâåíñòâà (2.6.157) è ëåììû 32 ïîëó÷èì òðåáóåìûé
â òåîðåìå ðåçóëüòàò, Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Çàìå÷àíèå 2.6.9. Âñå ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ìîæíî ïåðåíåñòè íà
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óñëîâèþ Êàðàòå-
îäîðè.





Ëèòåðàòóðà

[1] Á.Ã. Àðàðêöÿí. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé
íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 205, 3,
511-512, 1922.

[2] Á.Ã. Àðàðêöÿí. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñáîðíèê, 133 (175), 1(5) ñ. 3 � 10, 1987.

[3] È.Ó. Áðîíøòåéí. Ðàñøèðåíèå ìèíèìàëüíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.
Øòèèíöà, Êèøèíåâ, 1975.

[4] È.Ó. Áðîíøòåéí è À.È. Ãåðêî. Î âëîæåíèè íåêîòîðûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé â òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû
ïðåîáðàçîâàíèé. Èçâåñòèÿ ÀÍ Ìîëäàâñêîé ÑÑÐ, ñåðèÿ ôèç.-òåõí.
è ìàòåì. íàóê, 3:18-24, 1970.

[5] Áûëîâ Á. Ô., Âèíîãðàä Ð. Ý., Ãðîáìàí Ä. Ì., Íåìûöêèé Â. Â.,
Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ì., Íàóêà, 1967.

[6] Þ.Ë. Äàëåöêèé è Ì.Ã. Êðåéí. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì., 1970.

[7] Á.Ï. Äåìèäîâè÷. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñ-
òè. Ì., 1967.

[8] Â.Ê. Äóáîëàðü. Î ðåêóððåíòíûõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 6(6):1395�1401, 1970.

[9] Â.Â. Æèêîâ. Ê ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ è îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Íàó÷íûå
òðóäû ÂÂÏÈ, ìàòåìàòèêà, (8):94�188, 1969.

[10] Â.Â. Æèêîâ. Ê òåîðèè äîïóñòèìîñòè ïàð ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, t.205, no.6, 1281-1283, 1972.

[11] Äæ.Ë. Êåëëè. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Ì., Íàóêà, 1968.
[12] Ý.À. Êîääèíãòîí è Í. Ëåâèíñîí. Òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì., 1958.
[13] Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé, Â.Ø. Áóðä è Þ.Ñ. Êîëåñîâ. Íåëèíåéíûê

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ì., Íàóêà, 1970.
[14] Á.Ì. Ëåâèòàí è Â.Â. Æèêîâ. Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì., ÌÃÓ (áóäåò îïóáëèêîâàíî â
1978).

[15] Á.Ì. Ëåâèòàí. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Ì., ÃÈÒÒË, 1953.

71



72 Ëèòåðàòóðà

[16] Ëåðìàí Ë. Ì., Øèëüíèêîâ Ë. Ï., Î êëàññèôèêàöèè ãðóáûõ
íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÿ÷ååê.
Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, ò.209, no.3, 544-547, 1973.

[17] Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ. Ðåêóððåíòíûå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ïðåäåëüíûå òðàåêòîðèè íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 161(1):43�44, 1965.

[18] Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ. Î ðåêóððåíòíûõ è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ïðåäåëüíûõ ðåøåíèÿõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, 4(9):1555�1559, 1968.

[19] Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ. Ëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 7(3):387�390,
1971.

[20] Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâ. Îá îáðàòèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà ïðÿìîé ôóíêöèé.
Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 196, 1, 47-49, 1971.

[21] Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâ. Îá îäíîì êðèòåðèè îáðàòèìîñòè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ
íà îñè ôóíêöèé. ÄÀÍ ÒàäæÑÑÐ, 15(9):7�10, 1972.

[22] Â.Â. Íåìûöêèé è Â.Â. Ñòåïàíîâ. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì., Íàóêà, 1949.

[23] Â.Â. Íåìûöêèé. Î íåêîòîðûõ ìåòîäàõ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ
â "áîëüøîì"ìíîãîìåðíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Òðóäû ÌÌÎ, 5:455�
482, 1956.

[24] Â.Â. Íåìûöêèé. Íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ÓÌÍ,
22(4):3�36, 1965.

[25] Ç. Íèòåöêè. Ââåëåíèå â äèôôåðåíöèàëüíóþ äèíàìèêó. Ì., Ìèð,
1975.

[26] Ó. Ðóäèí. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì., Ìèð, 1975.
[27] Ê.Ñ. Ñèáèðñêèé. Ââåäåíèå â òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìèêó. Êèøèíåâ,

ÐÈÎ ÀÍ ÌÑÑÐ, 1970.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìîíîòîííûìè íåëèíåéíîñòÿìè.
Ìèíñê, Íàóêà è òåõíèêà, 1986.

[28] Ô. Õàðòìàí. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì., Ìèð,
1970.

[29] Ä. Õüþçìîëëåð. Ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà. Ì., Ìèð, 1970.
[30] Ä.Í. ×åáàí. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ

íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ, Êèøèíåâ, Øòèèíöà, ò.37, 3á ñòð.231-237, 1975.

[31] Á.À. Ùåðáàêîâ, Ä.Í. ×åáàí. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
ïî Ïóàññíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåçèñû äîêëàäîâ
4-îé Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ðÿçàíü, 1976, ñòð.304.



Ëèòåðàòóðà 73

[32] Ä.Í. ×åáàí. Î ñðàâíèìîñòè òî÷åê äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî
õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå. Ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè,
Êèøèíåâ, Øòèèíöà, 1:66-71, 1977.

[33] Ä.Í. ×åáàí. Îá îãðàíè÷åííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Èññëåäîâàíèÿ ïî àëãåáðå, ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è èõ
ïðèëîæåíèÿì. Êèøèíåâ, Øòèèíöà, 1977, ñòð.72-76.

[34] Á.À. Ùåðáàêîâ, Ä.Í. ×åáàí. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
ïî Ïóàññíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ñðàâíèìîñòü èõ
ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, ò.13, 5, ñòð.898-906, 1977.

[35] Ä.Í. ×åáàí. Àñèìòïîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 13(8):1411�
1417, 1977.

[36] Ä.Í. ×åáàí. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
13(7):940-942, 1977.

[37] Ä.Í. ×åáàí. Ðàâíîìåðíî èçîõðîííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,
ò.9, 2, 204-213, 1974.

[38] À.Í. Øàðêîâñêèé. Î ïðèòÿãèâàþùèõ è ïðèòÿãèâàþùèõñÿ
ìíîæåñòâàõ. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 160(5):1036-1038, 1965.

[39] Ë. Øâàðö. Àíàëèç, òîì 1. Ì., Ìèð, 1972.
[40] Ë. Øâàðö. Àíàëèç, òîì 2. Ì., Ìèð, 1972.
[41] Á.À. Ùåðáàêîâ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü ïî

Ïóàññîíó ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êèøèíåâ,
Øòèèíöà, 1972.

[42] Á.À. Ùåðáàêîâ. Î ñîãëàñîâàííîé âîçâðàùàåìîñòè îãðàíè÷åííûõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-îãî ïîðÿäêà.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 10(2):270-275, 1974.

[43] Á.À. Ùåðáàêîâ. Î ñðàâíèìîñòè ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè
äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
11(7):1246-1255, 1975.

[44] D. Barac. Asymptotically almost periodic solutions of the systems of
di�erential equations. Mathematica - Revue d'analyse numerique et de
theorie de l'approximation. Mathematica. 19(42), 2:123-127, 1977.

[45] Bhatia N. P., Asymptotic recurrence and dynamical �ow near a compact
minimal set. Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg-New York, v.144, 1970, pp.22-29.

[46] Bhatia N. P. and Chow S.-N., Weak attraction, minimality, recurrence
and almost periodicity in semi-sistems. FE, 15 (1972), 39�59.
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