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Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü
èãðàþò íåëîêàëüíûå ïðîáëåìû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ âîïðîñû îãðàíè÷åí-
íîñòè, ïåðèîäè÷íîñòè, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó,
âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, êîíâåð-
ãåíòíîñòü, äèññèïàòèâíîñòü è ò.ä. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðèíàäëåæèò è
íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àáñòðàêòíûõ íåàâòî-
íîìíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèþ òàêèõ ñèñ-
òåì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû

u′ = f(t, u), (1)

ó êîòîðûõ èç-çà åñòåñòâåííîé äèññèïàöèè êàæäîå ðåøåíèå â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè ïîïàäàåò â ôèêñèðîâàííóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü è
â íåé îñòàåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè âðåìåíè. Òàêèå ñèñòåìû
íàçûâàþòñÿ äèññèïàòèâíûìè [26]-[28],[74]-[76],[209], [210] è âîçíèêàþò
îíè â ãèäðîäèíàìèêå ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè, â òåîðèè
êîëåáàíèé, áèîëîãèè, ðàäèîòåõíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè
â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ
èíòåðåñ ê äèññèïàòèâíûì ñèñòåìàì åùå áîëüøå âîçðîñ â ñâÿçè ñ èí-
òåíñèâíîé ðàçðàáîòêîé ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [57],[80],
[125],[157]).

Èçó÷åíèþ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Í.
Ëåâèíñîíà, ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Ñðåäè íèõ ìîæíî óñëîâíî
âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ.

Ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ ïðèíàäëåæàò ðàáîòû, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ
òå èëè èíûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äèññèïàòèâíîñòü ñèñòåìû (1),
êàêîãî-òî êëàññà èëè êîíêðåòíîé ñèñòåìû (êâàçèëèíåéíûå ñèñòåìû, ìî-
íîòîííûå, êâàçèîäíîðîäíûå, C-àíàëèòè÷åñêèå ñèñòåìû è ò.ä.), ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé òåîðåòè÷åñêèé èëè ïðèêëàäíîé èíòåðåñ. Îòìåòèì çäåñü ðàáîòû
Ï. Â. Àòðàøåíîêà [5], Á. Ï. Äåìèäîâè÷à [26]-[28], Â. È. Çóáîâà [34]-[36],
Â. Ì. Ìàòðîñîâà [61], Â. Â. Íåìûöêîãî [68]-[69], Â. À. Ïëèññà [74], Â.
Í. Ùåííèêîâà [130],[131], Ê. Êîðäóíÿíó [150], Í. Ëåâèíñîíà [182], Í.
Ïàâåë [191]-[193], Ð. Ðåéñèãà [76], Ò. Òàëïàëàðó [201] è ìíîãèõ äðóãèõ
àâòîðîâ.

Êî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ òå ðàáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ
âíóòðåííèå ñâîéñòâà äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì, ò.å. ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ
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õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû â ïðåäïîëîæåíèè åå äèññèïà-
òèâíîñòè. Ýòîìó êðóãó âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â. Ì. Ãåðøòåéíà
[20]-[24], Â. Â. Æèêîâà [29]-[30], È. Ë. Çèí÷åíêî [32], Ì. À. Êðàñíîñåëü-
ñêîãî [20], Ñ. Þ. Ïèëþãèíà [73], Â. À. Ïëèññà [74]-[75], Ì. Ë. Êàðòðàéòà
è Äæ. Å. Ëèòëâóäà [145]-[147], Í. Ëåâèíñîíà [182], Äæ. Ôóñêî è Ì.
Îëèâà [160], Æ. Ñêîâðîíñêîãî è Ñ. Çåìáû [200] è äðóãèõ àâòîðîâ.

Ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [74]-[75] â ðàáîòàõ Äæ. Áèëëîòè, Äæ. Êóïåðìàíà,
Äæ. ËàÑàëëÿ, Î. Ëîïåñà, Ï. Ìàññàòà, Ì. Ñëåìðîäà, Äæ. Õåéëà [88],[141],
[149], [162]-[168],[181],[185]-[187] è äðóãèõ àâòîðîâ îáîáùåíû íà ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàáîòû À. Â. Áàáèíà è Ì. È. Âèøèêà [6]-[9],[138], Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî
[38]-[41], Î. À. Ëàäûæåíñêîé [51]-[55], Ð. Òåìàì [204], È. Ä. ×óåøîâà
[123], À. Í. Øàðêîâñêîãî [125] è äðóãèõ àâòîðîâ ïîñâÿùåíû ýâîëþöèîí-
íûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, äîïóñêàþùèå ìàêñèìàëüíûé
êîìïàêòíûé àòòðàêòîð (äèññèïàòèâíûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ çà ðåäêèì
èñêëþ÷åíèåì èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå èëè àâòîíîìíûå ñèñòåìû. Ýòè
ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [74]-[76],[204],[88],[125].

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) íåïåðèîäè÷íà, íàïðèìåð, êâàçè-
ïåðèîäè÷íà (ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî Áîðó, ðåêóððåíòíà â ñìûñëå Áèðêãîôà,
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî Ëåâèòàíó, óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó) èëè áîëåå ñëîæ-
íûì îáðàçîì çàâèñòè îò âðåìåíè, òî ñèòóàöèÿ çäåñü çíà÷èòåëüíî óñëîæ-
íÿåòñÿ (óæå â êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì). Ýòî îáóñëîâëåíî ïî
êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ïðè÷èíàìè.

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå äèññèïàòèâíîñòè â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî óòî÷íèòü, ò.ê. îïðåäåëåíèå Ëåâèíñîíà â êëàññå íåïåðèîäè÷åñêèõ
ñèñòåì ðàñùåïëÿåòñÿ íà íåñêîëüêî íåýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó îïðå-
äåëåíèé è íåîáõîäèìî âûáðàòü òî èç íèõ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ ñîäåðæàëà áû â êà÷åñòâå
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

Âî-âòîðûõ, ïðè èçó÷åíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (êàñêàä), ïîðîæäåí-
íàÿ ñòåïåíÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì,
êàê èçâåñòíî, íåò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå è, ñëåäîâàòåëüíî, òåõíèêà,
ñîçäàííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì, íå-
ïðèãîäíà â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ íåïåðèîäè÷åñ-
êèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì íóæíû íîâûå èäåè, ò.å. ïîñòðîåíèå òåîðèè
íåàâòîíîìíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òðåáóåò è ïîñòðîå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.

Íàø ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâëå÷ü ê èçó÷åíèþ íåàâòîíîìíûõ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì èäåè è ìåòîäû, ðàçâèòûå â òåîðèè àáñòðàêòíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
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êîòîðûå â ðàáîòå íàçûâàþòñÿ äèññèïàòèâíûìè, ìîäåëèðóþùèõ ñâîéñòâà
äèññèïàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âûäåëåííûé êëàññ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîäâåðãàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ, çàòåì
ïîëó÷åííûå îáùèå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè äèññèïàòâíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññîâ óðàâíåíèé.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èçó÷åíèþ
íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñàìà ïî ñåáå íå íîâà. Îíà
óæå áîëåå äâóõ äåñÿòèëåòèé óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ çàäà÷ â òåîðèè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä ê íåàâòîíîìíûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì áûë ïðèìåíåí â ðàáîòàõ Â. Ì. Ìèëëèîíùèêîâà
[62]-[64], Á. À. Ùåðáàêîâà [132],[134], Ë. Ã. Äåéñà÷à è Äæ. Ñåëëà [156],
Ð. Ê. Ìèëëåðà [188], Äæ. Ñåéôåðòà [195], Äæ. Ñåëëà [196]-[197], ïîçäíåå
â ðàáîòàõ Â. Â. Æèêîâà [29], È. Ó. Áðîíøòåéíà [15], à çàòåì è ìíîãèõ
äðóãèõ àâòîðîâ. Ýòîò ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ êàæäûì óðàâíåíèåì (1)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ïàðà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ãîìî-
ìîðôèçì ïåðâîé íà âòîðóþ. Ïðè ýòîì â îäíó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
ãðóáî ãîâîðÿ, çàêëàäûâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1),
à âî âòîðóþ � èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò è äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ íåàâ-
òîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Â.
È. Çóáîâà [34], à çàòåì ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Ñ. Ì. Äàôåðìîñà [151]-[154],
Äæ. Õåéëà [88], È. Õèòîøè [174] è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ (ïîäðîáíåå
îá ýòîì ñì. îáçîð [129]). Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ êàæäûì íåàâòîíîìíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñâÿçûâàåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî îòîáðàæåíèé (ïî òåðìèíîëîãèè íåêîòîðûõ àâòîðîâ � ïðîöåññ).

Â íà÷àëå îáà ýòè ïîäõîäà ðàçâèâàëèñü íåçàâèñèìî, îäíàêî ïîçäíåå
áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó íèìè (ñì., íàïðèìåð, [153],[189]).

Àâòîð ïðèäåðæèâàåòñÿ ïåðâîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ íåàâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ïîäõîä íà íàø âçãëÿä ëó÷øå ïðè-
ñïîñîáëåí ê ðåøåíèþ òåõ çàäà÷, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç øåñòè ãëàâ.
Â ïåðâîé ãëàâå äëÿ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ââîäÿòñÿ è

èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû äèññèïàòèâíîñòè: ïîòî÷å÷íàÿ, êîìïàêòíàÿ è
ëîêàëüíàÿ. Ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ïîòî÷å÷íîé, êîìïàêòíîé è ëîêàëüíîé
äèññèïàòèâíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå òðè òèïà äèññèïàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíû.
Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîíÿòèÿ ïîòî-
÷å÷íîé, êîìïàêòíîé è ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè ðàçëè÷íû. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå öåíòðà Ëåâèíñîíà, ÿâëÿþùååñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîì-
ïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äàåòñÿ ðåøåíèå îäíîé
ïðîáëåìû Äæ.Õåéëà äëÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåàâòîíîìíûì äèññèïàòèâíûì äèíàìè÷åñ-
êèì ñèñòåìàì. Îòìå÷åíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå öåíòð Ëåâèíñîíà íåàâòî-
íîìíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî
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óñòîé÷èâûì. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè öåíòðà Ëåâèíñîíà íåàâ-
òîíîìíîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû. Ïðèâîäèòñÿ ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå
óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå óñòîé÷èâîñòü öåíòð Ëåâèíñîíà. Äàåòñÿ îïèñàíèå
öåíòðà Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðàâ-
íîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ñâîéñòâî äèññèïàòèâíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãîìîìîðôèçìàõ. Âû-
äåëÿåòñÿ êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ïîëíîå îïèñàíèå
ñòðóêòóðû öåíòðà Ëåâèíñîíà, íàçâàííûõ â ðàáîòå ñèñòåìàìè ñ êîíâåð-
ãåíöèåé. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèçíàêè êîíâåðãåíòíîñòè àáñòðàêòíûõ
íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèâîäèòñÿ ðÿä óñëîâèé, ýêâèâà-
ëåíòíûõ äèññèïàòèâíîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàêîíåö, äëÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì äîêàçàíî, ÷òî äèññèïàòèâíîñòü ñâîäèòñÿ ê êîíâåðãåíöèè
è ïðèâîäèòñÿ ðÿä óñëîâèé, ýêâèâàëåíòíûõ äèññèïàòèâíîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì îäèí ñïåöèàëüíûé êëàññ
íåàâòîíîìíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàçâàííûõ â ðàáîòå
C-àíàëèòè÷åñêèìè. Äîêàçàíî, ÷òîC-àíàëèòè÷åñêàÿ äèññèïàòèâíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè íà êîìïàêòàõ. Äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû öåíòðà Ëå-
âèíñîíà ýòèõ ñèñòåì. Ïðèâîäèòñÿ îäíà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàòü ñ çàäàííîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé íåêîòîðóþ àâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè èçó÷àþòñÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ C-àíàëèòè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñ êâà-
çèïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ,
îáåñïå÷èâàþùèå äèññèïàòèâíîñòü ñëàáî íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ ïðèçíàê, ãàðàíòèðóþùèé íà-
ëè÷èå â öåíòðå Ëåâèíñîíà ñëàáî íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ .

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû öåíòðà Ëåâèíñîíà
ñ óñëîâèåì ãèïåðáîëè÷íîñòè íà çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ðåêóððåíòíûõ
äâèæåíèé. Óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà öåïíî ðåêóð-
ðåíòíûõ äâèæåíèé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñïåêò-
ðàëüíîì ðàçëîæåíèè öåíòðà Ëåâèíñîíà, àíàëîãè÷íàÿ èçâåñòíîé òåîðåìå
Ñ. Ñìåéëà. Äëÿ îäíîìåðíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óñòà-
íàâëèâàåòñÿ òåîðåìà, óòî÷íÿþùàÿ òåîðåìó î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè
öåíòðà Ëåâèíñîíà è, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî öåíòð Ëåâèíñîíà òàêèõ
ñèñòåì ñîäåðæèò ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìàðêîâñêîå
ìíîæåñòâî. Â êîíöå ýòîé ãëàâû äàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ê ïåðèîäè÷åñêèì ñèñòåìàì.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ íåàâòîíîìíûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèâîäÿòñÿ
íåêîòîðûå êðèòåðèè äèññèïàòèâíîñòè â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè äèññèïà-
òèâíîñòè, óäîáíûå â ïðèëîæåíèÿõ. Äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ïðèçíàêîâ äèññè-
ïàòèâíîñòè ìíîãîìåðíûõ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
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ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Íà îñíîâå ðàçâèòûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
íåàâòîíîìíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ìåòîäîâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êðè-
òåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñå÷åíèÿ íåàâòîíîìíûõ
ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîã èçâåñòíîé òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî. Óñòàíàâëèâà-
þòñÿ íåêîòîðûå ïðèçíàêè êîíâåðãåíòíîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïðîñò-
ðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äîêàçûâàþòñÿ ïðèçíàêè äèññèïàòèâíîñòè è
êîíâåðãåíòíîñòè íåêîòîðûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-îãî
è 3-åãî ïîðÿäêîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ïðèëîæåíèÿì îáùèõ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, ê
óðàâíåíèÿì ñ èìïóëüñàìè, ê ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì è ê ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì x′ + Ax = f ñ ðàâíîìåðíî ìîíî-
òîííûì îïåðàòîðîì A. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ ïðèçíàêè äèññèïàòèâ-
íîñòè è êîíâåðãåíòíîñòè ñëàáî íåëèíåéíûõ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
è óðàâíåíèé ñ èìïóëüñàìè. Äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèçíàê êîíâåðãåíòíîñòè ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ x′+
Ax = f ñ ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì A.
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Îáîçíà÷åíèÿ
N ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;
Q ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
R ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
C ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
S îäíî èç ìíîæåñòâ R èëè Z;
S+(S−) ïîäìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ

(íåïîëîæèòåëüíûõ) ÷èñåë èç ìíîæåñòâà S;
X × Y ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ;
Mn ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ

ìíîæåñòâà M ;
En âåùåñòâåííîe (Rn) èëè (Cn) n-ìåðíîå

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
{xn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;
x ∈ X x ýëåìåíò ìíîæåñòâà X;
∂X ãðàíèöà ìíîæåñòâà X;
X ⊆ Y ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ èëè

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Y ;
X

⋃
Y îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

X \ Y äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Y â X;
X

⋂
Y ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

∅ ïóñòîå ìíîæåñòâî;
M çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M ;
f(M) îáðàç ìíîæåñòâà M ⊆ X ïðè îòîáðàæåíèè

f : X → Y , ò. å., {y ∈ Y : y = f(x), x ∈ M};
f(·, x) ÷àñòíîå îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé

f ïðè çíà÷åíèè x âòîðîãî àðãóìåíòà;
Im(f) îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f ;
D(f) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ;
||x|| íîðìà ýëåìåíòà x;
|x| ìîäóëü ÷èñëà x ∈ C;
(x, y) óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà;
f : X → Y îòîáðàæåíèå èç X â Y ;
B(x0, r) îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0

è ðàäèóñà r;
B[x0, r] çàìêòíóòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 è

ðàäèóñà r;
{x, y, ..., z} ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ x, y, ..., z;
lim

n→+∞xn ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
ϕ′ := dϕ

dx (ϕ̇ := dϕ
dt ) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ;

ϕ′′ := d2ϕ
d2x

(ϕ̈ := d2ϕ
d2t

) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ;
∂f
∂x (∂f

∂y ) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé x (y);
ωx(αx) ω(α)�ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x.



Ãëàâà 1

Àâòîíîìíûå äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû

1.1. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ôàêòû
1. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ôàêòû èç

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [15],[17],[67],[70], [81], [132],[134], êîòîðû-
ìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â ýòîé êíèãå.

Ïóñòü X - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, R (Z) - ãðóïïà äåéñòâèòåëü-
íûõ (öåëûõ) ÷èñåë, R+ (Z+) - ïîëóãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ (öåëûõ) ÷èñåë è S îäíî èç ìíîæåñòâ R èëè Z è T ⊆ S (S+ ⊆ T) -
ïîäïîëóãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû S.

Òðîéêó (X,T, π), ãäå π : T × X → X - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

(1.1.1) π(0, x) = x;

(1.1.2) π(s, π(t, x)) = π(t + s, x);

íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðè ýòîì, åñëè T = R+ (R) èëè
Z+ (Z), òî ñèñòåìà (X,T, π) íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîâîé (ãðóïïîâîé). Â
ñëó÷àå T = R+ èëè R äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì,
à åñëè T ⊆ Z, òî (X,T, π) íàçûâàåòñÿ êàñêàäîì. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè,
áóäåì ïèñàòü âìåñòî π(t, x) ïðîñòî xt.

Â äàëüíåéøåì X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ.
Ôóíêöèþ π(·, x) : T → X ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X íàçûâàþò

äâèæåíèåì, à ìíîæåñòâî Σx := π(T, x) òðàåêòîðèåé ýòîãî äâèæåíèÿ.
Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàþò ïîëóèíâàðèàíòíûì (êâàçè-

èíâàðèàíòíûì, èíâàðèàíòíûì) ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå (X,T, π) èëè, ïðîñòî, ïîëóèíâàðèàíòíûì (êâàçèèíâàðèàíòíûì,
èíâàðèàíòíûì), åñëè π(t,M) ⊆ M (M ⊇ π(t,M), π(t,M) = M) ïðè
êàæäîì t ∈ T.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè ðàçëè÷íû äëÿ ïîëó-
ãðóïïîâûõ ñèñòåì è ýêâèâàëåíòíû äëÿ ãðóïïîâûõ ñèñòåì.

Çàìêíóòîå ïîëóèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ñîáñòâåííîãî
ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìêíóòûì è ïîëóèíâàðèàíòíûì, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêîå ïîëóèíâàðèàíòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî
èíâàðèàíòíî.

7
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Çàìêíóòîå ïîëóèíâàðèàíòíîå (èíâàðèàíòíîå) ìíîæåñòâî íàçûâàþò
íåðàçëîæèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîëóèíâàðèàíòíûõ (èíâàðèàíò-
íûõ) ïîäìíîæåñòâ.

Ïóñòü M ⊆ X. Ìíîæåñòâî

ω(M) :=
⋂

t≥0

⋃

τ≥t

π(τ, M)

íàçûâàþò ω - ïðåäåëüíûì äëÿ M . Åñëè T = S, òî ìíîæåñòâî

α(M) :=
⋂

t≤0

⋃

τ≤t

π(τ, M)

íàçûâàþò α ïðåäåëüíûì äëÿ M .
Ïîëîæèì Σ(M) := π(S,M) (Σ+(M) := π(S+,M)) è H(M) := π(S,M)

( H+(M) := π(S+,M) ). Åñëè M = {x}, òî ïîëîãàþò ωx := ω({x}), αx :=
α({x}), Σ+

x := Σ+({x}), H+(x) := H+({x}) è H(x) := H({x}).
Òî÷êó x íàçûâàþò òî÷êîé ïîêîÿ, åñëè xt = x ïðè âñåõ t ∈ T è τ

ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè xτ = x (τ > 0, τ ∈ T).
Ïóñòü ε > 0. ×èñëî τ ∈ T íàçûâàþò ε ñìåùåíèåì (ïî÷òè ïåðèîäîì)

òî÷êè x, åñëè ρ(xτ, x) < ε (ρ(x(t + τ), xt) < ε ïðè âñåõ t ∈ T). Òî÷êà
x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíîé (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî l > 0 òàêîå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû
l, íàéäåòñÿ ε - ñìåùåíèå (ïî÷òè ïåðèîä) òî÷êè x.

Åñëè òî÷êà x ∈ X ïî÷òè ðåêóððåíòíà è ìíîæåñòâî H(x) êîìïàêòíî,
òî x íàçûâàþò ðåêóððåíòíîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x ∈ X óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè, åñëè x ∈ ωx. Åñëè ñèñòåìà (X,T, π) ãðóïïîâàÿ è x ∈ αx,
òî ãîâîðÿò, ÷òî x óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
È, íàêîíåö, åñëè x óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, òî
ãîâîðÿò, ÷òî x óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Ãîâîðÿò, ÷òî äâèæåíèå π(·, x) : T1 → X ïîëóãðóïïîâîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,T1, π) ïðîäîëæàåìî íà S, åñëè ñóùåñòâóåò öåëàÿ òðàåêòîðèÿ
ϕ (ò.å. íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : S→ X òàêîå, ÷òî πtϕ(s) = ϕ(t + s)
ïðè âñåõ t ∈ T è s ∈ S) òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = x. Ïðè ýòîì ÷åðåç αϕx îáîçíà÷èì
{y : ∃tn → −∞, tn ∈ S è ϕ(tn) → y}, ãäå ϕ - ïðîäîëæåíèå íà S äâèæåíèå
π(·, x).

×åðåç W s(Λ) (W u(Λ)) îáîçíàþò ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì
W s(Λ) := {x ∈ X| lim

t→+∞ ρ(xt,Λ) = 0}

(W u(Λ) := {x ∈ X| lim
t→−∞ ρ(xt,Λ) = 0}),

è íàçûâàþò óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì ìíîæåñòâà Λ ⊆
X.

Ìíîæåñòâî M íàçûâàþò:
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- îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ =
δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x,M) < δ âëå÷åò ρ(xt,M) < ε ïðè âñåõ
t ≥ 0;

- ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî B(M, γ) ⊂
W s(M);

- àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî è
ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì;

- àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, åñëè îíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî è W s(M) = X;

- ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî
(1.1.3) lim

t→+∞ sup
x∈B(M,γ)

ρ(xt,M) = 0.

Òåîðåìà 1.1.1. [82] Ïóñòü M ⊆ X íåïóñòîå êîìïàêòíîå èíâàðè-
àíòíîå ìíîæåñòâî, òîãäà êàæäîå äâèæåíèå â M ïðîäîëæàåìî íà S.

Òåîðåìà 1.1.2. [82] Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M ⊆
X áûëî êâàçèèíâàðèàíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâîâàëà öåëàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó x ∈ M , òàêàÿ ÷òî ϕ(t) ∈ M ïðè âñåõ t ≤ 0.

Òåîðåìà 1.1.3. [82] Îáúåäèíåíèå è çàìûêàíèå ïîëóèíâàðèàíòíûõ
(êâàçèèíâàðèàíòíûõ, èíâàðèàíòíûõ) ìíîæåñòâ
ïîëóèíâàðèàíòíî (êâàçèèíâàðèàíòíî, èíâàðèàíòíî).

Òåîðåìà 1.1.4. [82] Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) ∀ x ∈ X ωx ïîëóèíâàðèàíòíî;
(2) ∀ x ∈ X è ϕ ∈ Φx αϕx ïîëóèíâàðèàíòíî.
2. Â ýòîì ïóíêòå óêàçûâàåòñÿ îäèí îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Óêàçàííûì ñïî-
ñîáîì ïîëó÷àþòñÿ ìíîãèå èçâåñòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [15],[132]).

Ïóñòü (X,T, π) - äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X, Y - ïîëíîå ïñåâäî-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è P - êîìïëåêò ïñåâäîìåòðèê íà Y . ×åðåç
C(X,Y ) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : X → Y ,
íàäåëåííîå îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèåé. Ýòà òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì ñåìåéñòâî ïñåâäîìåòðèê {dp

K} (p ∈ P, K ∈ C(X)), ãäå
dp

K(f, g) := sup
x∈K

p(f(x), g(x))

è C(X) - ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X. Îïðåäåëèì ïðè
êàæäîì τ ∈ T îòîáðàæåíèå στ : C(X, Y ) → C(X,Y ) ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó (στf)(x) := f(π(τ, x)) (x ∈ X). Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
îòîáðàæåíèé {στ : τ ∈ T}:

a. σ0 = idC(X,Y );
b. ∀τ1, τ2 ∈ T στ1 ◦ στ2 = στ1+τ2 ;
c. ∀τ ∈ T στ - íåïðåðûâíî.



10 1. ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèå σ : T × C(X, Y ) → C(X, Y ), îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì σ(τ, f) = στf (f ∈ C(X,Y ), τ ∈ T), íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C(X, Y ), τ ∈ T è {fν}, {τν} - ïðîèçâîëü-
íûå íàïðàâëåííîñòè ñõîäÿùèåñÿ ê f è τ ñîîòâåòñòâåííî. Tîãäà

dp
K(σ(τν , fν), σ(τ, f)) = sup

x∈K
p(σ(τν , fν)(x), σ(τ, f)(x)) =

sup
x∈K

p((fν(π(τν , x)), f(π(τ, x))) : x ∈ K} ≤
sup
x∈K

p(fν(π(τν , x)), f(π(τν , x))) + sup
x∈K

p(f(π(τν , x)), f(π(τ, x))) ≤
sup

x∈K, s∈Q
p(fν(π(s, x)), f(π(s, x))) + sup

x∈K
p(f(π(τν , x)), f(π(τ, x)))

≤ sup
m∈π(Q,K)

p(fν(m), f(m)) + sup
x∈K

p(f(π(τν , x)), f(π(τ, x))) =

(1.1.4) dp
π(Q,K)(fν , f) + sup

x∈K
p(f(π(τν , x)), f(π(τ, x))),

ãäå Q = {τν}. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.1.4) ïîëó÷èì òðåáó-
åìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Òðîéêà (C(X, Y ),T, σ) åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
íà C(X, Y ).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ëåììà 1 èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà X
åñòü ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (C(X,Y ),
T, σ), âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðèìåð 1. Ïîëîæèì X = T è ÷åðåç (X,T, π) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñ-
êóþ ñèñòåìó íà T, ãäå π(t, x) := x+t. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (C(T, Y ), T,
σ) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Áåáóòîâà [132] (äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ).
Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Áåáóòîâà ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì èññëåäî-
âàíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(T, Y ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì A,
åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæåíèå σ(·, ϕ) : T → C(T, Y ) â äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìå Áåáóòîâà (C(T, Y ),T, σ), ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé ϕ. Â
êà÷åñòâå ñâîéñòâà A ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷íîñòü, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü,
ðåêóððåíòíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü è. ò. ä.

Ïðèìåð 2. Ïîëîæèì X := T ×W , ãäå W - íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, è ÷åðåç (X,T, π) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà X
îïðåäåëåííóþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: π(t, (s, w)) := (s + t, w). Ïðèâå-
äåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü
íà C(T×W,Y ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ (C(T×W,Y ), T, σ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ C(T × W,Y ) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà
(ðåêóððåíòíà è ò.ä.) ïî ïåðåìåííîé t ∈ T ðàâíîìåðíî ïî w íà êîìïàêòàõ
èç W , åñëè äâèæåíèå σ(·, f) ïî÷òè ïåðèîäè÷íî (ðåêóððåíòíî è ò.ä.) â
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(T×W,Y ),T, σ).
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü W := Cn, Y := Cm è A(T × Cn,Cm) - ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé f ∈ C(T × Cn,Cm), ãîëîìîðôíûõ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A(T×Cn,Cm) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (C(T × Cn,Cm),
T, σ) è, ñëåäîâàòåëüíî, íà A(T × Cn,Cm) èíäóöèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñäâèãîâ (A(T× Cn,Cm),T, σ).

Ïðèìåð 4. Ïóñòü W è X ïîëíûå ïñåâäîìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
[45]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(T×W,X) - ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé f : T×W → X, îãðàíè÷åííûõ íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ èç T×W
è íåïðåðûâíûõ ïî t ∈ T ðàâíîìåðíî ïî w íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ
èç W, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ
ïîäìíîæåñòâàõ èç T × W . Ýòó òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåãî ñåìåéñòâà ïñåâäîìåòðèê {dp

B} (p ∈ P, B ∈ B(T×W )), ãäå

(1.1.5) dp
B(f, g) = sup

(t,w)∈B
p(f(t, w), g(t, w)),

B(T×W ) ñåìåéñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ T×W è P - êîìïëåêò
ïñåâäîìåòðèê íà X. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî P(T ×W,X), íàäåëåííîå
êîìïëåêòîì ïñåâäîìåòðèê {dp

B|p ∈ P, B ∈ B(T × W )} ïðåâðàùàåòñÿ
â ïîëíîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ ïî t ∈ T. Ïðè êàæäîì τ ∈ T îáîçíà÷èì ÷åðåç fτ ñäâèã ôóíêöèè
f ∈ P(T × W,X) íà τ ïî ïåðåìåííîé t ∈ T, ò.å. fτ (t, w) = f(t + τ, w) (
(t, w) ∈ T ×W ). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ : T × P(T ×W,X) → P(T ×
W,X) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: σ(τ, f) := fτ ïðè âñåõ f ∈ P(T ×W,X)
è τ ∈ T. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(0, f) = f è σ(τ2, σ(τ1, f)) = σ(τ1 +
τ2, f) ïðè âñåõ f ∈ P(T × W,X) è τ1, τ2 ∈ T. Òàêæå êàê è â ëåììå
1 ïðîâåðÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ σ è, ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà
(P(T×W,X),T, σ) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà P(T×W,X).

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(T×W,X) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå èç T×W , òî f ∈ P(T×
W,X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(T × W,X) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈
C(T×W,X) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ
èç T × W. Òîãäà U(T × W,X) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî
t ∈ T è çàìêíóòî â P(T × W,X) è, ñëåäîâàòåëüíî, íà U(T × W,X)
èíäèöèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ (U(T ×W,X),T, σ) (ñì.,
íàïðèìåð, [15],[132] è [134]).

Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) (S+ ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ S) äâå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû. Îòîáðàæåíèå h : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (ñîîòâåòñò-
âåííî èçîìîðôèçìîì) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) íà (Y,T2, σ), åñëè
îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî (ñîîòâåòñòâåííî ãîìåîìîðôíî) è h(π(x, t)) =
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σ(h(x), t) ( t ∈ T1, x ∈ X). Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî (X,T1, π) ecòü ðàñøè-
ðåíèå 1 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Y,T2, σ) ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà h, à
(Y,T2, σ) - ôàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) ïðè ãîìîìîðôèçìå
h. Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Y,T2, σ) íàçûâàþò òàêæå áàçîé ðàñøèðåíèÿ
(X,T1, π).

Òðîéêó 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉, ãäå h - ãîìîìîðôèçì (X,T1 , π) íà
(Y,T2, σ) è (X, h, Y ) ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå [89], áóäåì íàçû-
âàòü íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Òðîéêà 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉, ãäå (Y,T2, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà Y ,
W � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ϕ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
T1 ×W × Y â W , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a. ϕ(0, u, y) = u (u ∈ W, y ∈ Y );
b. ϕ(t + τ, u, y) = ϕ(τ, ϕ(t, u, y), σ(t, y)) (t, τ ∈ T1, u ∈ W, y ∈ Y ),

íàçûâàåòñÿ [196] � [197] êîöèêëîì íàä (Y,T2, σ) ñî ñëîåì W .
Ïîëîæèì X := W × Y è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X × T1 → X

ïðàâèëîì: π((u, y), t) := (ϕ(t, u, y), σ(t, y)) (òî åñòü π = (ϕ, σ). Òîãäà ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî (X,T1, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X, íàçûâàåìàÿ
êîñûì ïðîèçâåäåíèåì [1], [198], à h = pr2 : X → Y � ãîìîìîðôèçì
(X,T1, π) íà (Y,T2, σ) è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 åñòü íå-
àâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàí êîöèêë 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé (Y,T2, σ) ñî ñëîåì W , òî ïî íåìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 (X := W ×
Y ), êîòîðóþ íàçîâåì íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, àññîöèèðî-
âàííîé êîöèêëîì 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä (Y,T2, σ).

Íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (êîöèêëû), êàê ýòî óæå îòìå-
÷àëîñü âî ââåäåíèè, èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè íåàâòîíîìíûõ
ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ ñ äàííûì íåàâòîíîìíûì óðàâíåíèåì ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðûé
êîöèêë (íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó). Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðè-
ìåð òàêîãî ðîäà.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü En � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(1.1.6) u′ = f(t, u),

ãäå f ∈ C(R×En, En). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.146) ðàññìîòðèì è åãî
H-êëàññ [15],[28],[56], [132],[134], ò.å. ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(1.1.7) v′ = g(t, v),

ãäå g ∈ H(f) = {fτ : τ ∈ R} è fτ (t, u) = f(t + τ, u). Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, òî åñòü äëÿ êàæäîãî

1Â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ È.Ó.Áðîíøòåéíà è åãî ó÷åíèêîâ (ñì. íàïðèìåð
[15],[17] è ññûëêè â íèõ) ðàñøèðåíèåì íàçûâàþò òðîéêó 〈(X,T, π), (Y,T, h), h〉 ò.å.
òî, ÷òî ìû çäåñü íàçûâàåì íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.
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óðàâíåíèÿ (1.1.7) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è
íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè íà R+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, v, g) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1.7), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ∈ En ïðè t = 0. Òîãäà
ϕ : R+ × En × H(f) → En è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [15],[196],[197]):

1) ϕ(0, v, g) = v äëÿ ëþáûõ v ∈ En è g ∈ H(f);
2) ϕ(t, ϕ(τ, v, g), gτ ) = ϕ(t + τ, v, g) äëÿ ëþáûõ v ∈ En, g ∈ H(f) è

t, τ ∈ R+;
3) ϕ : R+ × En ×H(f) → En íåïðåðûâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = H(f) è (Y,R+, σ) - äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
ñäâèãîâ (ïîëóãðóïïîâóþ) íà Y , èíäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñäâèãîâ (C(R × En, En),R, σ). Òðîéêà 〈En, ϕ, (Y,R+, σ)〉 ÿâëÿåòñÿ êî-
öèêëîì íàä (Y,R+, σ) ñî ñëîåì En. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.2.13)
åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò êîöèêë 〈En, ϕ, (Y,R+, σ)〉 è íåàâòîíîìíóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉, ãäå X := En×Y , π = (ϕ, σ)
è h = pr2 : X → Y .

1.2. Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
Ïóñòü M ⊆ X è ω(M) ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî M . Íåïîñðåäñòâåííî

èç îïðåäåëåíèÿ ω(M) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà y ∈ ω(M) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊆ M è {tn} ⊆
T òàêèå, ÷òî tn → +∞ è y = lim

n→+∞xntn;
(2) ìíîæåñòâî ω(M) çàìêíóòî è ïîëóèíâàðèàíòíî;
(3) åñëè A ⊆ B, òî ω(A) ⊆ ω(B);
(4) ω(A ∪ B) ⊆ ω(A) ∪ ω(B) äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäìíîæåñòâ A è B

èç X;
(5) åñëè ìíîæåñòâî A ïîëóèíâàðèàíòíî (êâàçèèíâàðèàíòíî, èí-

âàðèàíòíî), òî ω(A) ⊆ A ( A ⊆ ω(A), ω(A) A);
(6) ∪{ωx | x ∈ M} ⊆ ω(M);
(7) åñëè Σ+(M) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, òî ω(M) èíâàðèàíòíî.
Ëåììà 3. Ïóñòü B ⊆ X, òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) êàêîâû áû íè áûëè {xk} ⊆ B è tk → +∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xktk} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà;
(2) (a) ω(B) íåïóñòî è êîìïàêòíî;

(b) ω(B) èíâàðèàíòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.2.8) lim

t→+∞ sup
x∈B

ρ(xt, ω(B)) = 0;

(3) ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X òàêîé, ÷òî
(1.2.9) lim

t→+∞ sup
x∈B

ρ(xt,K) = 0.



14 1. ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 2.. Ïóñòü {xk} ⊆ B è
tk → +∞, òîãäà ñîãëàñíî 1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xktk} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x = lim

k→+∞
xktk, òîãäà x ∈ ω(B) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ω(B) 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî ω(B) êîìïàêòíî. Ïóñòü εk ↓ 0 è {yk} ⊆ ω(B),
òîãäà ñóùåñòâóþò xk ∈ B è tk ≥ k òàêèå, ÷òî
(1.2.10) ρ(xktk, yk) < εk

Ïî óñëîâèþ 1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xktk} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà è òàê
êàê εk ↓ 0, òî è {yk} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà. Èç îïðåäåëåíèÿ ω(B)
ñëåäóåò åãî ïîëóèíâàðèàíòíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíâàðèàíòíîñòè
ω(B) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíî êâàçèèíâàðèàíòíî. Ïóñòü y ∈ ω(B)
è t ∈ T, òîãäà ñóùåñòâóþò {xk} ⊆ B è tk → +∞ òàêèå, ÷òî y =
lim

k→+∞
xktk = lim

k→+∞
xk(tk − t + t) = lim

k→+∞
πt(xk(tk − t)). Òàê êàê tk −

t → +∞, òî ñîãëàñíî 1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk(tk − t)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì yt = lim

k→+∞
xk(tk − t), òîãäà y = πtyt è yt ∈ ω(B),

ò.å. y ∈ πtω(B). Òàêèì îáðàçîì èíâàðèàíòíîñòü ω(B) äîêàçàíà. Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.8). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî (1.2.8)
íå èìååò ìåñòà, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, tk → +∞ è xk ∈ B òàêèå, ÷òî
(1.2.11) ρ(xktk, ω(B)) ≥ ε0.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xktk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿ-
ùåéñÿ. Ïóñòü y = lim

k→+∞
xktk, òîãäà y ∈ ω(B). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ

â (1.2.11) ê ïðåäåëó, êîãäà k → +∞, ïîëó÷èì y /∈ ω(B). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 1. ⇒ 2.

Î÷åâèäíî, èç 2. ñëåäóåò 3., à èç 3. ñëåäóåò 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü M ⊆ X íåïóñòî è Σ+(M) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî, òîãäà ω(M) 6= ∅, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è
(1.2.12) lim

t→+∞ sup
x∈M

ρ(xt, ω(M)) = 0.

Èìååò ìåñòî è óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê ñëåäñòâèþ 2, íî ïðåæäå, ÷åì
ñôîðìóëèðîâàòü åãî ìû íàïîìíèì ïîíÿòèå ìåðû íåêîìïàêòíîñòè.

Ìåðîé íåêîìïàêòíîñòè λ íà X íàçûâàþò [79],[88], [170] îòîáðàæåíèå
λ : B(X) → R+, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) λ(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∈ B(X) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî;

(2) λ(A ∪B) = max(λ(A), λ(B)) äëÿ ëþáûõ A, B ∈ B(X).
Ìåðà íåêîìïàêòíîñòè Êóðàòîâñêîãî λ : B(X) → R+ îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì λ(A) := inf{ε > 0 | A äîïóñêàåò êîíå÷íîå ε ïîêðûòèå }.

Ëåììà 4. Ïóñòü M ⊆ X íåïóñòî è îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
Åñëè ìíîæåñòâî ω(M) íåïóñòî, êîìïàêòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.2.12), òî Σ+(M) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0, òîãäà èç ðàâåíñòâà (1.2.12) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà L(ε) òàêîãî, ÷òî

(1.2.13) Mε :=
⋃

t≥L(ε)

πtM ⊆ B(ω(M), ε).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(K) ìåðó íåêîìïàêòíîñòè Êóðàòîâñêîãî ìíîæåñòâà
K. Èç âêëþ÷åíèÿ (1.2.13) ñëåäóåò, ÷òî

λ(Σ+(M)) = λ(π(M, [0, L(ε)]) ∪Mε) =

max(λ(π(M, [0, Lε]), λ(Mε)) = λ(Mε) ≤ 2ε.

Îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî λ(Σ+(M)) = 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.5. Ïóñòü M ⊆ X íåïóñòî è îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî Σ+(M) áûëî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

(1) ω(M) 6= ∅;
(2) ω(M) êîìïàêòíî;
(3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.12).

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ
2 è ëåììû 4.

1.3. Äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Öåíòð Ëåâèíñîíà
Ïóñòü M - íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èç X. Äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì M äèññèïàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è
M ∈ M ñóùåñòâóåò L(ε,M) > 0 òàêîå, ÷òî πtM ⊆ B(K, ε) ïðè âñåõ t ≥
L(ε,M), ãäå K íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî èç X, çàâèñÿùåå
òîëüêî îò M. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî K íàçîâåì àòòðàêòîðîì äëÿ M.

Íàèáîëåå âàæíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà K îã-
ðàíè÷åíî èëè êîìïàêòíî è M = {{x} | x ∈ X}, ëèáî M = C(X), ëèáî
M = {B(x, δx) | x ∈ X, δx > 0}, ëèáî M = B(X).

Ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì:
− ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò K ⊆ X òàêîå, ÷òî

ïðè âñåõ x ∈ X

(1.3.14) lim
t→+∞ ρ(xt,K) = 0;

− êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, åñëè ðàâåíñòâî (1.3.14) èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç X;

− ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò
δp > 0 òàêîå, ÷òî ðàâåíñòâî (1.3.14) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ B(p, δp);

− îãðàíè÷åííî äèññèïàòèâíîé, åñëè ðàâåíñòâî (1.3.14) èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå èç X.



16 1. ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ïðèëîæåíèé íàèáîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè êîãäà K êîìïàêòíî èëè îãðàíè÷åíî. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì ïîòî÷å÷íî k (b)-äèññèïàòèâíîé, åñëè
(X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è ìíîæåñòâî K, ôèãóðèðóþùåå â (1.3.14),
êîìïàêòíî (îãðàíè÷åíî). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèå êîìïàêòíî
k (b)-äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû è äðóãèå òèïû k (b)-äèññèïàòèâíîñòè.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ k (b)-
äèññèïàòèâíîñòü âëå÷åò ëîêàëüíóþ k (b)-äèññèïàòèâ- íîñòü, ëîêàëüíàÿ
äèññèïàòèâíîñòü âëå÷åò (ñì. ëåììó 5) êîìïàêòíóþ k (b)-äèññèïàòèâíîñòü,
à êîìïàêòíàÿ k (b)-äèññèïàòèâíîñòü âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ k(b)-äèññèïàòèâ-
íîñòü.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â îáùåì ñëó÷àå, ââåäåííûå íàìè êëàññû
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íû.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
(1) Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè äèññèïàòèâíîñòè?
(2) Óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ äèññèïàòèâíàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ìàêñè-

ìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî.
(3) Ñòðóêòóðà öåíòðà Ëåâèíñîíà (ìàêñèìàëüíîãî êîìïàêòíîãî èí-

âàðèàíòíîãî àòòðàêòîðà) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì.

(4) Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé è ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè öåíòðà Ëåâèíñîíà.

Ëåììà 5. Ïóñòü (X,T, π) ëîêàëüíî k (b)-äèññèïàòèâ- íà, òîãäà îíà
êîìïàêòíî k (b)-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) ëîêàëüíî k (b)-äèññèïàòèâíà. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå êîìïàêòíîå (îãðàíè÷åííîå) ìíîæåñòâî K ⊆ X,
òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è x ∈ X ñóùåñòâóþò δ(x) > 0 è l = l(ε, x) > 0
äëÿ êîòîðûõ
(1.3.15) ρ(yt, K) < ε

ïðè âñåõ t ≥ l è y ∈ B(x, δ(x)).
Ïóñòü M - íåêîòîðûé êîìïàêò èç X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ M

ñóùåñòâóþò δ = δ(x) > 0 è l = l(ε, x) > 0 òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (1.3.15). Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {B(x, δ(x)) | x ∈
M} ìíîæåñòâà M . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà
X èç ïîñòðîåííîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà M ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {B(xi, δ(xi)) | i ∈ 1, m}. Ïîëîæèì L(ε,M) = max{l(ε, xi) | i ∈
1,m}, òîãäà èç (1.3.15) ñëåäóåò, ÷òî ρ(xt,K) < ε ïðè âñåõ x ∈ M è
t ≥ L(ε,M). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü M ⊆ X è ìíîæåñòâî Σ+(M) îòíîñèòåëüíî êîì-
ïàêòíî. Åñëè ω(M) ⊆ M , òî
(1.3.16) ω(M) = ∩{πtM | t ∈ T}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(M) := ∩{πtM |t ∈ T}. ßñíî,
÷òî I(M) ⊆ ω(M). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå,
åñëè ω(M) ⊆ M . Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 3 è ñëåäñòâèþ 2 ìíî-
æåñòâî ω(M) èíâàðèàíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(M) = πtω(M) ⊆ πtM
äëÿ ëþáîãî t ∈ T. Îòêóäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå ω(M) ⊆ I(M). Ëåììà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3.3. Âñþäó íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì,
k-äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïîýòîìó çíà÷îê k-ìû áóäåì
îïóñêàòü âåçäå, ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçóìåíèþ.

Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è K - íåïóñòîå êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà M ⊆ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞ sup

x∈M
ρ(xt,K) = 0.

Ïîýòîìó ω(K) ⊆ K è, ñëåäîâàòåëüíî,
(1.3.17) J := ω(K) = ∩{πtK | t ∈ T}.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî J íå çàâèñèò îò âûáîðà ìíîæåñòâà K, ïðèòÿãè-
âàþùåãî âñå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç J(K) := ω(K) è K1 - ëþáîå äðóãîå êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî, ïðèòÿãèâàþùåå âñå êîìïàêòû èç X, òî íàéäåòñÿ L = L(K,
K1, ε) > 0, ÷òî πtJ(K) ⊆ K1 è πtJ(K1) ⊆ K ïðè âñåõ t ≥ L. Òàê êàê
J(K) = ω(K) ⊆ K è J(K1) = ω(K1) ⊆ K1, òî èç èíâàðèàíòíîñòè J(K1) è
J(K) ñëåäóåò, ÷òî J(K) ⊆ K1, J(K1) ⊆ K, J(K) ⊆ πtK1 è J(K1) ⊆ πtK
ïðè âñåõ t ∈ T è, ñëåäîâàòåëüíî, J(K) = J(K1).

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî J , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.3.17), íå
çàâèñèò îò âûáîðà àòòðàêòîðà K, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âíóòðåííèìè
ñâîéñòâàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π).

Ìíîæåñòâî J , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.3.17), ñëåäóÿ [30], íàçîâåì
öåíòðîì Ëåâèíñîíà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X,T, π).

Òåîðåìà 1.3.6. [54],[88] Ïóñòü (X,T, π) - êîìïàêòíî äèññèïàòèâ-
íàÿ ñèñòåìà è J - åå öåíòð Ëåâèíñîíà. Òîãäà:

(1) J - êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî;
(2) J îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî;
(3) J ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì ñåìåéñòâà âñåõ êîìïàêòîâ X;
(4) J ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ìíî-

æåñòâîì â (X,T, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ J è ëåììû 3.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî J îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèâ ïðîòèâ-
íîå, ìû ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå ε0 > 0, δn → 0 (δn > 0), xn ∈ B(J, δn) è
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tn → +∞ òàêèõ, ÷òî
(1.3.18) ρ(xntn, J) ≥ ε0.

Òàê êàê xn ∈ B(J, δn), δn → 0 è J êîìïàêòíî, òî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Â
ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû (X,T, π) ìíîæåñòâî Σ+({xn})
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Çàìåòèì, ÷òî, íàðÿäó ñ ìíîæåñòâîì K, è ìíî-
æåñòâî K ′ = K ∪ H+({xn}) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ
êîìïàêòîâ èç X è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(K ′) = ω(K) = J . Â ÷àñòíîñòè,
ω(H+({xn})) ⊆ ω(K) = J . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè H+({xn}) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì p = lim

n→+∞xntn,

òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû, p ∈ ω(H+({xn})). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.3.18)
ñëåäóåò, ÷òî p /∈ J . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü òåïåðü M ∈ C(X). Òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè
(X,T, π) ìíîæåñòâî Σ+(M) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ñîãëàñíî òåîðåìå
1.2.5 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1)-(2). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñó-
ùåñòâóåò L(ε) > 0, ÷òî πtM ⊆ B(ω(M), ε) ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Íàðÿäó
ñ ìíîæåñòâîì K è ìíîæåñòâî K ′ = K ∪ ω(M) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì,
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ èç X è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(K ′) = ω(K) = J .
Ïîýòîìó ω(M) ⊆ ω(K ′) = J , à çíà÷èò

β(πtM, J) ≤ β(πtM, ω(M)) < ε,

ò.å. lim
t→+∞β(πtM, J) = 0 äëÿ ëþáîãî M ⊆ C(X), ãäå β(A,B) - ïîëóîòêëî-

íåíèå ìíîæåñòâà A îò ìíîæåñòâà B.
Íàêîíåö, äîêàæåì ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü J1 - êîì-

ïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî èç X. Òîãäà ñîãëàñíî òðåòüåìó óò-
âåðæäåíèþ òåîðåìû èìååì
(1.3.19) lim

t→+∞β(πtJ1, J) = 0.

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè J1 èìååì πtJ1 = J1 ïðè âñåõ t ∈ T. Èç ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ è ðàâåíñòâà (1.3.19) ïîëó÷àåì J1 ⊆ J . Òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

1.4. Äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èç ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû (X,
T, π) ñëåäóåò å¸ êîìïàêòíàÿ äèññèïàòèâíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåðíî
è îáðàòíîå. Òàêèì îáðàçîì â ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîì-
ïàêòíàÿ è ëîêàëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Íà ñàìîì äåëå,
êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå ïðåäëîæåíèå, à
èìåííî: â ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èç ïîòî÷å÷íîé äèññèïà-
òèâíîñòè âûòåêàåò ëîêàëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòü.



1.4. ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Â ËÎÊÀËÜÍÎ . . . 19

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâ¸ì:
- ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X
ñóùåñòâóþò δ = δ(p) > 0 è l = l(p) > 0 òàêèå, ÷òî πlB(p, δ)
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî;

- ñëàáî äèññèïàòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è x ∈ X íàéäåòñÿ τ = τ(ε, x) >
0, äëÿ êîòîðîãî xτ ∈ B(K, ε). Ïðè ýòîì êîìïàêò K íàçîâ¸ì
ñëàáûì àòòðàêòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π), çàäàííàÿ íà
ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
âïîëíå íåïðåðûâíîé.

Ëåììà 7. Ïóñòü K ⊆ X � íåïóñòîé êîìïàêò, pi ∈ X è δi > 0
(i = 1,m). Åñëè K ⊆ ∪{B(pi, δi) | i = 1,m}, òî ñóùåñòâóåò γ > 0
òàêîå, ÷òî
(1.4.20) B(K, γ) ⊆ ∪{B(pi, δi) | i = 1,m}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî γ > 0 âêëþ÷åíèå
(1.4.20) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà íàéäóòñÿ γn ↓ 0 è rn ∈ B(K, γn) òàêèå, ÷òî
rn 6∈ ∪{B(pi, δi) | i = 1,m}. Òàê êàê γn ↓ 0, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè rn

ñóùåñòâóåò òî÷êà qn ∈ K òàêàÿ, ÷òî
(1.4.21) ρ(rn, qn) < γn.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõî-
äÿùåéñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå q ∈ K. Òîãäà ñîãëàñíî (1.4.21) rn → q, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn}.

Ëåììà 8. Ïóñòü (X,T, π) ñëàáî äèññèïàòèâíà è ëîêàëüíî âïîëíå
íåïðåðûâíà, à K ⊂ X � ñëàáûé àòòðàêòîð (X,T, π), òîãäà:

1) ñóùåñòâóþò a0 > 0 è l0 > 0 òàêèå, ÷òî πtB(K, a0) îòíîñè-
òåëüíî êîìïàêòíî äëÿ êàæäîãî t ≥ l0;

2) ñóùåñòâóåò L0 ≥ l0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ L0

πtB(K, a0) ⊆ πl0B(K, a0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ K. Â ñèëó ëîêàëüíîé âïîëíå íåïðåðûâ-
íîñòè (X,T, π) äëÿ òî÷êè x ∈ K ñóùåñòâóþò l(x) > 0 è δx > 0 òàêèå,
÷òî πtB(x, δx) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ≥ l(x). Î÷åâèäíî,
{B(x, δx) | x ∈ K} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì K è â ñèëó åãî
êîìïàêòíîñòè èç ïîñòðîåííîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå {B(xi, δxi) | i ∈ 1, n}. Ïîëîæèì l0 = max{l(xi) | i ∈ 1, n}.
Ñîãëàñíî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò a0 > 0 òàêîå, ÷òî

K ⊆ B(K, a0) ⊆ ∪{B(xi, δxi) | i ∈ 1, n}.
Ñëåäîâàòåëüíî,

πtB(K, a0) ⊆ ∪{πtB(xi, δxi) | i ∈ 1, n},
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ïîýòîìó πtB(K, a0) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ≥ l0.
Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü a0 è l0 � ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî âòîðîå
óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî, òî ñóùåñòâóþò {xk} ⊂ B(K, a0) è tk → +∞
òàêèå, ÷òî

(1) xk ∈ B(K, a0).
(2) xkt ∈ X \B(K, a0) ïðè âñåõ 0 < t < tk.
(3) xktk ∈ B(K, a0).

Èç 2) ñëåäóåò, ÷òî
4. x′kt ∈ X \B(K, a0) ïðè âñåõ 0 < t < tk − l0, ãäå x′k = xkl0.

Â ñèëó îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè πl0B(K, a0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x′k = xkl0 ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x0 = lim

k→+∞
x′k, òîãäà èç

4. ñëåäóåò, ÷òî x0t ∈ X \B(K, a0) ïðè âñåõ 0 < t < +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,
∅ 6= ωx0 ⊂ X \ B(K, a0). Òàêèì îáðàçîì ωx0 ∩K = ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñëàáîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T, π) è òîìó ôàêòó, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
àòòðàêòîðîì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû.

Òåîðåìà 1.4.7. Äëÿ ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñëàáàÿ, ïîòî÷å÷íàÿ, êîìïàêòíàÿ è ëîêàëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòü
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííîé
òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñëàáîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T, π)
âûòåêàåò å¸ ëîêàëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòü, åñëè (X,T, π) ëîêàëüíî âïîëíå
íåïðåðûâíà. Ïóñòü K 6= ∅, êîìïàêòíî è ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì àòòðàêòîðîì
(X,T, π). Îáîçíà÷èì ÷åðåç a0 � ÷èñëî èç ëåììû 8. Åñëè x ∈ X, òî
ñóùåñòâóåò τ > 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈ B(K, a0). Ïóñòü γ > 0 òàêîâî, ÷òî
B(xτ, γ) ⊂ B(K, a0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ πτ : X → X â
òî÷êå x ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî

πτB(x, α) ⊂ B(xτ, γ) ⊂ B(K, a0).
Ïîëîæèì M = ω(B(K, a0)). Ñîãëàñíî ëåìì 8 è 3 ìíîæåñòâî M 6= ∅,

êîìïàêòíî è
lim

k→+∞
β(πtB(x, α),M) = 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íåïóñòîé êîìïàêò M ⊂ X, ïðèòÿãèâàþùèé
êàæäóþ òî÷êó âìåñòå ñ íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñ- òüþ, òî åñòü (X,T, π)
ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5. Êðèòåðèè êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè
Ïîëîæèì Ω := ∪{ωx|x ∈ X}. Ïóñòü (X,T, π) - êîìïàêòíî äèññèïà-

òèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è J - åå öåíòð Ëåâèíñîíà. ßñíî, ÷òî Ω ⊆
J . Âìåñòå ñ òåì ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå,
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Ω 6= J . Â òî æå âðåìÿ ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé
äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, èç òåîðåìû 1.4.7 ñëå-
äóåò, ÷òî â ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(X,T, π) äèññèïàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω íåïóñòî, êîìïàêòíî
è ωx 6= ∅ ïðè âñåõ x ∈ X. Â ñâÿçè ñ âûøå ñêàçàííûì ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ñëåäóþùèå âîïðîñû:

a. Êàêîâû íåîáõîäèìîñòè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ìíî-
æåñòâ Ω è J?

b. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó Ω è J â îáùåì ñëó÷àå?
Èç ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàþò îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå
âîïðîñû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

D+(M) :=
⋂

ε>0

⋃
{πtB(M, ε)|t ≥ 0},

J+(M) :=
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{πτB(M, ε)|τ ≥ t},

D+
x := D+({x}) è J+

x := J+({x}).
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ D+(M) è J+(M) ñëåäóåò, ÷òî èìååò

ìåñòî
Ëåììà 9. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) p ∈ D+(M) (p ∈ J+(M)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñò-

âóþò {xn} è {tn} òàêèå, ÷òî ρ(xn, M) → 0, tn → +∞ è
xntn → p;

(2) ìíîæåñòâî D+(M) (J+(M)) çàìêíóòî è ïîëóèíâàðèàíòíî.
Ëåììà 10. Ïóñòü y ∈ ωx, òîãäà J+

x ⊆ J+
y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ ωx è p ∈ J+
x , òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè {τ ′n} → +∞, xτ ′n → y, {t′n} è {xn} òàêèå, ÷òî xn → x,
t′n → +∞ è xnt′n → p. Ñîãëàñíî ëåììå 9 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t′n − τ ′n > n
äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xnτ ′k}. Ïî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè xnτ ′k → xτ ′k ïðè n → +∞ (ïðè êàæäîì
k ∈ N) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäåòñÿ nk ≥ k òàêîå, ÷òî
ρ(xnτ ′k, xτ ′k) ≤ k−1 ïðè âñåõ n ≥ nk. Òàê êàê xτ ′n → y, òî ρ(y, xnk

τ ′k) ≤
ρ(y, xτ ′k)+ρ(xτ ′k, xnk

τ ′k) ≤ ρ(y, xτ ′k)+k−1. Çàìåòèì, ÷òî xnk
t′nk

= xnk
τ ′nk

(t′nk
−

τ ′nk
), xnk

τ ′nk
→ y è t′nk

− τ ′nk
> nk ≥ k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ∈ J+

y , ò.å.
J+

x ⊆ J+
y . Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè y ∈ ωx, òî J+
y = D+

y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñâèòåëüíî, òàê êàê J+
y ⊆ D+

y , òî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü ÷òî D+

y ⊆ J+
y . Çàìåòèì, ÷òî D+

y = Σ+
y ∪ J+

y . Ïîñêîëüêó y ∈ ωx

òî, Σ+
y ⊆ ωx ⊆ J+

x ⊆ J+
y . Ïîýòîìó D+

y = Σ+
y ∪ J+

y ⊆ J+
y ∪ J+

y = J+
y .
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Ëåììà 11. Åñëè xn → x, yn → y ïðè n → +∞ è xn ∈ D+
yn

(xn ∈ J+
yn
),

òî x ∈ D+
y (x ∈ J+

y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è δ > 0. Èç âêëþ÷åíèÿ xn ∈ D+
yn

(xn ∈ J+
yn
) ïðè êàæäîì n ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè zn ∈ B(yn, δ

2) è
÷èñëà tn ≥ 0 (tn ≥ n) òàêèõ, ÷òî

(1.5.22) ρ(xn, zntn) <
ε

2
.

Èç xn → x è yn → y âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íàòóðàëüíîãî n0,
÷òî ïðè âñåõ n > n0 îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(1.5.23) ρ(y, yn) <
δ

2
è ρ(xn, x) <

ε

2
.

Èç zn ∈ B(yn, δ
2) è (1.5.23) ïîëó÷àåì ρ(y, zn) < δ, à èç (1.5.22) è (1.5.23)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ρ(x, zntn) < ε, ò.å. x ∈ D+
y (x ∈ J+

y ). Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 12. Åñëè ìíîæåñòâî M ⊆ X êîìïàêòíî, òî

D+(M) = ∪{D+
x |x ∈ M} è J+(M) = ∪{J+

x |x ∈ M}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ∪{D+

x |x ∈ M} ⊆ D+(M), òî äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî D+(M) ⊆ ∪{D+

x |x ∈ M}.
Ïóñòü y ∈ D+(M), òîãäà ñóùåñòâóþò {xn} è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî ρ(xn,M) →
0 è y = lim

n→+∞xntn. Òàê êàê M êîìïàêòíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x := limn→+∞ xn òîãäà, x ∈ M .
Èòàê, xn → x, y ∈ D+

x è yn → y (yn := xntn). Ñîãëàñíî ëåììå 11 y ∈
D+

x ⊆ ∪{D+
x |x ∈ M}. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è âòîðîå ðàâåíñòâî.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 13. Åñëè M - íåïóñòîå êîìïàêòíîå êâàçèèíâàðèàíòíîå ìíî-

æåñòâî, òî M ⊆ J+(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M - íåïóñòîå êîìïàêòíîå êâàçèèíâàðèàíòíîå

ìíîæåñòâî è x ∈ M , òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.2 ñóùåñòâóåò öåëàÿ
òðàåêòîðèÿ ϕ : S −→ X òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = x è ϕ(t) ∈ M ïðè âñåõ t ≥ 0.
Òàê êàê αϕx 6= ∅, çàìêíóòî è αϕx ⊆ M , òî îíî êîìïàêòíî. Ïóñòü y ∈ αϕx ,
òîãäà ωy ⊆ αϕx . Åñëè p ∈ ωy ⊆ Ω, òî ñóùåñòâóåò tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî
xk = ϕ(−tk) → p è x = πtkϕ(−tk) è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ J+

p ⊆ J+(Ω).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, Ω 6= ∅ è
êîìïàêòíî, òî Ω ⊆ J+(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ωx èíâàðèàíòíî ïðè ëþáîì
x ∈ X è Ω = ∪{ωx | x ∈ X}, òî Ω òàêæå èíâàðèàíòíî è ñîãëàñíî ëåììå
13 Ω ⊆ J+(Ω).

Ëåììà 14. Åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññè-
ïàòèâíà è D+(Ω) (J+(Ω)) êîìïàêòíî, òî D+(Ω) = D+(D+(Ω)) (J+(Ω) =
J+(J+(Ω))).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Ω ⊆ D+(Ω), òî D+(D+(Ω)) ⊆ D+(Ω)
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 14 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå D+(D+(Ω)) ⊆ D+(Ω). Ïóñòü x ∈ D+(Ω), òîãäà
ωx ⊆ Ω è, åñëè y ∈ ωx ⊆ Ω, òî ñîãëàñíî ëåììå 10 è ñëåäñòâèþ 3
J+

x ⊆ J+
y = D+

y ⊆ D+(Ω). Òàê êàê D+
x = Σ+

x ∪ J+
x ⊂ D+(Ω) ∪ D+(Ω) =

D+(Ω) äëÿ ëþáîãî x ∈ D+(Ω) è D+(Ω) êîìïàêòíî, òî ñîãëàñíî ëåììå
12 D+(D+(Ω)) = ∪{D+

x |x ∈ D+(Ω)} ⊆ D+(Ω). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
è âòîðîå ðàâåíñòâî, íî ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî Ω ⊆ J+(Ω). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 15. Åñëè (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà,
òî D+(D+(Ω)) = D+(Ω) (J+(J+(Ω)) = J+(Ω)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è J - åå
öåíòð Ëåâèíñîíà, òîãäà Ω ⊆ J . Â ñèëó îðáèòàëüíîé (àñèìïòîòè÷åñêîé)
óñòîé÷èâîñòè J èìååì D+(J) = J (J+(J) ⊆ J) è, ñëåäîâàòåëüíî, D+(Ω) ⊆
J (J+(Ω) ⊆ J). Òàê êàê D+(Ω) (J+(Ω)) çàìêíóòî è J êîìïàêòíî, òî
D+(Ω) (J+(Ω)) òàêæå êîìïàêòíî è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 14.

Èçâåñòíî [140], ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî ïîëóèíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà
M ðàâåíñòâî D+(M) = M èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M
îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî (X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è T = R). Íèæå íàìè
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ êîìïàêòíî äèññè-
ïàòèâíûõ ñèñòåì íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàê ñ íåïðå-
ðûâíûì, òàê è ñ äèñêðåòíûì âðåìåíè. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 16. Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâ- íà. Äëÿ òîãî
÷òîáû êîìïàêòíîå ïîëóèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî M ⊆ X áûëî îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
D+(M) = M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî, òî ñòàíäàðòíûìè
ðàññóæäåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [140]) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî D+(M) = M
äëÿ ëþáûõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå è äèññèïàòèâíûõ).

Ïóñòü òåïåðü D+(M) = M è ïîêàæåì, ÷òî M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî.
Åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, xn → x ∈ M è tn ≥ 0
òàêèå, ÷òî

(1.5.24) ρ(xntn,M) ≥ ε0.

Òàê êàê ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî ìíîæåñòâî Σ+(K)
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, ãäå K := {xn} è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì y := lim

n→+∞xntn,
òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû y ∈ D+(M) = M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.5.24)
ñëåäóåò, ÷òî ρ(y, M) ≥ ε0 > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ëåììó.
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Òåîðåìà 1.5.8. Åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà, òî J = J+(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Ω ⊆ J è J àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî
J+(Ω) ⊆ J+(Ω). Èç ëåìì 15 è 16 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî J+(Ω) îðáèòàëü-
íî óñòîé÷èâî, òàê êàê D+(J+(Ω)) = J+(Ω). Ïóñòü x ∈ J \ J+(Ω) è dx :=
ρ(x, J+(Ω)) ≥ 0. Åñëè dx = 0 äëÿ âñåõ x ∈ J \J+(Ω), òî òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ J \ J+(Ω) èìååì dx0 > 0. Äëÿ ÷èñëà
0 < ε < 2−1dx0 âûáåðåì δ(ε) > 0 èç óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
J+(Ω). Òàê êàê x0 ∈ J , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.2 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : S −→ J òàêîå, ÷òî πtϕ(s) = ϕ(t+s) ïðè âñåõ t ∈ T, s ∈ S
è ϕ(0) = x0. Òàê êàê J êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî α ïðåäåëüíûõ òî÷åê
αϕx0

äâèæåíèÿ ϕ íåïóñòî, êîìïàêòíî è αϕx0
∩ Ω 6= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò tn → −∞ òàêàÿ, ÷òî ρ(x0tn, Ω) → 0. Âûáåðåì n0 òàê, ÷òîáû
ρ(x0tn, Ω) < δ (n ≥ n0), òîãäà èìååì ρ(x0tn, , J+(Ω)) < δ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(x0(t + tn), J+(Ω)) < ε ïðè âñåõ t0 ≥ 0 è n ≥ n0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè t =
−tn èìååì dx0 = ρ(x0, J

+(Ω)) < ε < 2−1dx0 . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5.8 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
J = D+(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òå-
îðåìû 1.5.8 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî J ⊆ J+(Ω) ⊆ D+(Ω) ⊆ J .

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïà- òèâíà, òî J = Ω
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.5.8 è
ëåììû 16.

Òåîðåìà 1.5.9. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π)
áûëà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëî íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊆ X, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ ε > 0 è x ∈ X ñóùåñòâóþò δ(ε, x) > 0 è
l(ε, x) > 0 òàêèå, ÷òî
(1.5.25) πtB(x, δ(ε, x)) ⊆ B(K, ε)

ïðè âñåõ t ≥ l(ε, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, J - åå
öåíòð Ëåâèíñîíà, ε > 0 è x ∈ X. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.6 J îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(ε) > 0 - ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ïî ε èç
óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè J . Ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, ïîýòîìó äëÿ x ∈ X è γ(ε) > 0 íàéäåòñÿ l(ε, x)
òàêîå, ÷òî xt ∈ B(J, γ) ïðè âñåõ t ≥ l(ε, x). Òàê êàê B(J, γ) îòêðûòî, òî
ñóùåñòâóåò α = α(ε, x) > 0 äëÿ êîòîðîãî B(π(x, l(ε, x)), α) ⊆ B(J, γ). Â
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ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ π(l(ε, x), ·) : X −→ X äëÿ âñåõ x ∈ X
è α > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, x) > 0 òàêîå, ÷òî
(1.5.26) π(l(ε, x), B(x, δ)) ⊆ B(π(l(ε, x), x), α).

Èç âêëþ÷åíèÿ (1.5.26) è â ñèëó âûáîðà γ èìååì πtB(x, δ) ⊆ B(J, ε) ïðè
âñåõ t ≥ l(ε, x).

Ïóñòü òåïåðü K ⊆ X - íåïóñòîé êîìïàêò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(1.5.25). Åñëè ε > 0 è M - íåêîòîðîé êîìïàêò èç X, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ M
ñóùåñòâóþò δ(ε, x) > 0 è l(ε, x) > 0 òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî (1.5.25).
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {B(x, δ(ε, x)) | x ∈ M} ìíîæåñòâà M .
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X èç ýòîãî ïîêðûòèÿ
ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {B(xi, δ(ε, xi)) | i ∈ 1, n}. Ïîëîæèì
L(ε,M) := max{l(ε, xi) | i = 1, n}. Èç (1.5.25) ñëåäóåò, ÷òî πtM ⊆ B(K, ε)
ïðè âñåõ t ≥ L(ε,M). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.5.10. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû (X,T, π) áûëà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå íåïóñòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M , îáëà-
äàþùåãî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Ω ⊆ M ;
(2) M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî;
Ïðè ýòîì J ⊆ M , ãäå J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû î÷åâèäíà, ïîý-
òîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé a. è b. Ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è â ïåðâîé
÷àñòè òåîðåìû 1.5.9, óñòàíàâëèâàåì ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è x ∈ X
ñóùåñòâóþò δ(ε, x) > 0 è l(ε, x) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1.5.25).
Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå K ñëåäóåò âçÿòü ìíîæåñòâî M èç òåîðåìû 1.5.10.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.5.9, ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ äèññèïàòèâíîñòü (X,T, π).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî J ⊆ M . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Ω ⊆ M è M
îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî, òî D+(Ω) ⊆ D+(M) = M . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 5.

Òåîðåìà 1.5.11. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû (X,T, π) áûëà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî D+(Ω) (J+Ω)) áûëî êîìïàêòíûì è îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâûì. Ïðè ýòîì J = D+(Ω) (J = J+(Ω)), ãäå J - öåíòð
Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òå-
îðåì 1.5.8, 1.5.9, 1.5.10 è ñëåäñòâèÿ 5.

Òåîðåìà 1.5.12. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû (X,T, π) áûëà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû Σ+(K) áûëî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, êàêîâ áû íè
áûë êîìïàêò K ⊆ X.



26 1. ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàåò èç òå-
îðåìû 1.2.5. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî
çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî J+(Ω) 6= ∅ è êîìïàêòíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4 Ω ⊆ J+(Ω) è, ñëåäîâàòåëüíî, J+(Ω)
6= ∅. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî J+(Ω) êîìïàêòíî. Ïóñòü {yk} ⊆ J+(Ω) è εk ↓ 0,
òîãäà ñóùåñòâóþò pk ∈ Ω, yk ∈ J+

pk
, pk ∈ B(pk, εk) è tk > 0 òàêèå, ÷òî

(1.5.27) ρ(yk, pktk) < εk.

Òàê êàê {pk} ⊆ Ω, Ω êîìïàêòíî è εk ↓ 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {pktk} òàêæå îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà
(1.5.27) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà,
ò.å. J+(Ω) êîìïàêòíî.

Ïîêàæåì, ÷òî J+(Ω) ïðèòÿãèâàåò âñå êîìïàêòû èç X.
Ïóñòü K - ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé êîìïàêò èç X. Òîãäà â óñëîâèÿõ
òåîðåìû ìíîæåñòâî Σ+(K) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ñîãëàñíî òåîðåìå
1.2.5 ìíîæåñòâî Ω(K) íåïóñòî, êîìïàêòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.5.28) lim

t→+∞β(πtK, Ω(K)) = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 3 ìíîæåñòâî Ω(K) èíâàðèàíòíî è ïî ëåììå 13 Ω(K) ⊆
J+(Ω) è, ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.5.28) ñëåäóåò, ÷òî J+(Ω) ïðèòÿãèâàåò K.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ïðèìåð ïîòî÷å÷íî äèññè-
ïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññè-
ïàòèâíîé.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü ϕ : R −→ R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ
íà R− è îïðåäåëåííàÿ íà R+ ðàâåíñòâîì

(1.5.29) ϕ(t) =

{
exp

{[
(t− 1)2 − 1

]−1 + 1
}

0 ≤ t < 2
0 2 ≤ t < +∞.

Ïîëîæèì X = {ϕ(at+b)| a, b; t ∈ R}. Çàìåòèì, ÷òî X ⊂ C(R,R) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïîäìíîæåñòâîì C(R,
R) è, ñëåäîâàòåëüíî, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Áåáóòîâà èíäóöèðóåò íà X
ãðóïïîâóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ (X,R, σ). Îòìåòèì íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

(1) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ ψ ∈ X ìíîæåñòâî {σ(t, ψ) : t ∈ R}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ñóùåñòâóåò c = c(ψ) ∈ [0, 1] òàêîå,
÷òî ωψ = αψ = {ϕc}, ãäå ϕc(t) = c ïðè âñåõ t ∈ R;

(2) (X,R, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è Ω = {ϕc | 0 ≤ c ≤ 1};
(3) D+(Ω) = X.

Çàìåòèì, ÷òî X íåêîìïàêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòî áûëî íå
òàê, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Àñêîëè-Àðöåëÿ ôóíêöèè èç X áûëè áû ðàâíî-
ñòåïåííî íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [0, 2]. Ïîñòðîèì ïîäìíîæåñòâî â X,
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êîòîðîå îòìå÷åííûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Ïóñòü ϕn(t) = ϕ(nt). Ïî-
ëîæèì t1n = n−1 è t2n = 2n−1. Î÷åâèäíî, t1n, t2n ∈ [0, 2], t1n − t2n → 0 ïðè
n → +∞ è |ϕn(t1n)− ϕn(t2n)| = |ϕ(1)− ϕ(2)| = 1, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕn} íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, 2]. Òàêèì
îáðàçîì, D+(Ω) = X íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.11
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R, σ) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé.

Â ñâÿçè ñ ïðèìåðîì 6 îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.11 ïðèìåðû
ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíûõ, íî íå êîìïàêòíî äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñ-
êèõ ñèñòåì ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ: ëèáî D+(Ω) íåêîìïàêòíî (êàê â
ïðèìåðå 6), ëèáî D+(Ω) êîìïàêòíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâûì. Òî, ÷òî ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìûé íèæå
ïðèìåð.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü ϕ - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
Ïîëîæèì X = {ϕ(at+ b)| a, b ∈ R è t ∈ R}. ×åðåç (X,R, σ) îáîçíà÷èì
ïîëóãðóïïîâóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà X. Îòìåòèì ñëåäóþ-
ùèå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

(1) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ ψ ∈ X, ìíîæåñòâî {σ(t, ψ) |t ∈ R+}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ñóùåñòâóåò c ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî ωψ =
{ϕc};

(2) D+(Ω) = Ω è, ñëåäîâàòåëüíî, D+(Ω) êîìïàêòíî, òàê êàê Ω =
{ϕc | 0 ≤ c ≤ 1}.

Ïîêàæåì, ÷òî D+(Ω) íå ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì. Î÷åâèäíî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ψn} ⊆ X è tn ≥ 0 òàê, ÷òî ψn → ψ0 ∈ Ω è

inf{ρ(σ(tn, ψn), Ω)| n ≥ 0} > 0.

Ïîëîæèì ψn(t) = ϕ(nt + 1 − n2) (t ∈ R) è tn = n. Òîãäà σ(tn, ψn)(s) =
ϕ(ns + 1) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ â X è, çíà÷èò,

inf{ρ(σ(tn, ψn), Ω) | n ≥ 0} > 0

(íà ñàìîì äåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(ns + 1) íå ñîäåðæèò ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ â X).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëóãðóïïîâîé ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, σ) ìíîæåñòâî D+(Ω) êîìïàêòíî, íî íå îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.11 (X,R+, σ) íå ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíî äèññèïàòèâíîé.

Çàìå÷àíèå 1.5.4. Êàê áûëî äîêàçàíî â ëåììå 16), äëÿ êîìïàêò-
íîãî ïîëóèíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà M ⊆ X ðàâåíñòâî D+(M) = M
ãàðàíòèðóåò îðáèòàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü M , åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Ïðèìåð 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íûé ôàêò íå èìååò
ìåñòà, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíàÿ òåîðåìà Óðà [140] íå âåðíà.
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1.6. Ëîêàëüíî äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
Òåîðåìà 1.6.13. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äèíà-

ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) áûëà ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâîâàëî δp > 0
òàêîå, ÷òî
(1.6.30) lim

t→+∞β(πtB(p, δp), J) = 0,

ãäå J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü òåîðåìû î÷åâèäíà. Ïóñòü (X,T, π)
ëîêàëüíî äèññèïàòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå- ìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå-
ïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X íàéäåòñÿ
δp > 0, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.6.31) lim

t→+∞β(πtB(p, δp),K) = 0.

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Kp := ω(B(p, δp)) íåïóñòî, êîìïàêòíî,
èíâàðèàíòíî è
(1.6.32) lim

t→+∞β(πtB(p, δp),Kp) = 0.

Èç ðàâåíñòâà (1.6.31) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Kp ⊆ K è, ñëåäîâàòåëüíî,
ω(Kp) ⊆ ω(K) ⊆ J . Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà Kp èìååì Kp =
ω(Kp), ïîýòîìó Kp ⊆ J . Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ è ðàâåíñòâà (1.6.32)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.6.30). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.6.14. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) áûëà ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå öåíòð Ëåâèíñîíà J áûë ðàâíîìåðíî ïðèòÿãè-
âàþùèì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, J - åå
öåíòð Ëåâèíñîíà è p ∈ J. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.13 ñóùåñòâóåò
δp > 0 òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.30). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
J èç åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {B(p, δp)| p ∈ J} ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {B(pi, δpi)| i ∈ 1, m}. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò γ > 0
òàêîå, ÷òî B(J, γ) ⊂ U{B(pi, δpi)| i ∈ 1,m}. Î÷åâèäíî, äëÿ íàéäåííîãî
γ > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.6.33) lim

t→+∞β(πtB(J, γ), J) = 0,

ò.å. J ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.
Ïóñòü òåïåðü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è åå öåíòð Ëåâèíñîíà

J ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì, ò.å. ñóùåñòâóåò
γ > 0 òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.33). Äëÿ x ∈ X ñóùåñòâóåò
l = l(x) > 0, äëÿ êîòîðîãî
(1.6.34) ρ(xt, J) < γ
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ïðè âñåõ t ≥ l. Ñîãëàñíî (1.6.33) äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε
ìîæíî ïîäîáðàòü L(ε) > 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî

(1.6.35) ρ(yt, J) < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε) è y ∈ B(J, γ). Òàê êàê B(J, γ) îòêðûòî, òî â ñèëó
(1.6.34) ìîæíî ïîäîáðàòü η = η(x) > 0 òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî âêëþ÷åíèå
B(xl, η) ⊂ B(J, γ). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ π(l, ·) : X → X
äëÿ η ìîæíî íàéòè δ = δx > 0 òàêîå, ÷òî yl ∈ B(xl, η) è yl ∈ B(J, γ) ïðè
âñåõ y ∈ B(x, δx). Â ñèëó (1.6.35) y(t + l) ∈ B(J, ε) ïðè âñåõ t ≥ L(ε) è
y ∈ B(x, δx). Ïîëîæèì L(ε, x) = l(x) + L(ε), òîãäà yt ∈ B(J, ε) ïðè âñåõ
t ≥ L(ε, x) è y ∈ B(x, δx), ò.å. (X, T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Òåîðåìà
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ëåììà 17. Ïóñòü M ⊆ X - íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîëóèíâàðèàíò-
íîå ìíîæåñòâî â (X,T, π). Åñëè M ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþ-
ùèì, òî îíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû, à M íå
ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, δn ↓ 0, xn ∈
B(M, δn) è tn → +∞ òàêèå, ÷òî

(1.6.36) ρ(xntn,M) ≥ ε0.

Òàê êàê M ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì, òî äëÿ ÷èñëà ε0 íàéäåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî L(ε0) òàêîå, ÷òî

(1.6.37) ρ(xt,M) <
ε0

2

ïðè âñåõ x ∈ B(M, γ) è t ≥ L(ε0), ãäå γ > 0 òàêîâî, ÷òî

lim
t→+∞β(πtB(M, γ),M) = 0.

Òàê êàê xn ∈ B(M, δn) è δn ↓ 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x0 = lim

n→+∞xn, òîãäà x0 ∈ M è tn ≥ L(ε0)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ñîãëàñíî (1.6.37) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(1.6.38) ρ(xntn,M) <
ε0

2
.

Íåðàâåíñòâà (1.6.36) è (1.6.38) ïðîòèâîðå÷èâû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 1.6.15. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) áûëà ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) D+(Ω) (J+(Ω)) êîìïàêòíî;
(2) D+(Ω) (J+(Ω)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíî-

æåñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ 1. è 2. òåîðåìû. Òàê êàê ïî ëåììå 17 ìíîæåñòâî D+(Ω)
(J+(Ω)) îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.11 äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è D+(Ω) (J+(Ω)) ñîâïàäàåò ñ
åå öåíòðîì Ëåâèíñîíà J . Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 1.6.14.

Ïóñòü (X,T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Òàê êàê ïî ëåììå 5 äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî ñîãëàñíî òåîðåìå
1.5.11 D+(Ω) (J+(Ω)) êîìïàêòíî è îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Ïî òåîðåìå
1.5.8 è ñëåäñòâèþ 5 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî J = D+(Ω) (J = J+(Ω)),
ãäå J öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π). Èç òåîðåìû 1.6.14 ñëåäóåò, ÷òî D+(Ω)
(J+(ω)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì. Òåîðåìà ïîë-
íîñòüþ äîêàçàíà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
óïëîòíÿþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóþò δp > 0 è íåïóñòîé
êîìïàêò Kp ⊆ X òàêèå, ÷òî
(1.6.39) lim

t→+∞β(πtB(p, δp),Kp) = 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1.6.16. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Äëÿ òîãî

÷òîáû (X,T, π) áûëà ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû (X,T, π) áûëà ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óïëîòíÿþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (X,T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òî, î÷åâèäíî,
(X,T, π) ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè óïëîòíÿþùåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
óïëîòíÿþùåé è ïîêàæåì, ÷òî (X, T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Ïðåæäå
âñåãî äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ∈ C(X) ìíîæåñòâî Σ+(K)
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü p ∈ K, δp > 0 è Kp ∈ C(X) òàêîâû, ÷òî
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.6.39). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K èç åãî îòêðûòîãî
ïîêðûòèÿ {B(p, δp)| p ∈ K} ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {B(pi,
δpi)| 1 ≤ i ≤ n}. Ïîëîæèì W = Kp1∪Kp2∪ . . .∪Kpn , òîãäà W êîìïàêòíî
è
(1.6.40) lim

t→+∞β(πtK,W ) = 0.

Èç ðàâåíñòâ (1.6.40) ñëåäóåò îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü Σ+ (K). Ñîã-
ëàñíî òåîðåìå 1.5.12 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà. Ïóñòü òåïåðü J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π); p ∈ J, δp > 0 è Kp ∈
C(X) òàêîâû, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.39). Ïî ëåììå 3 ìíîæåñòâî
ω(B(p, δp)) 6= ∅, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.6.41) lim

t→+∞β(πtB(p, δp), ω(B(p, δp))) = 0.

Òàê êàê J ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ìíî-
æåñòâîì (X,T, π), òî ω(B(p, δp)) ⊆ J è èç ðàâåíñòâà (1.6.41) âûòåêàåò
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ðàâåíñòâî (1.6.30). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.13 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,
T, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ïðèìåð êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

(1.6.42) ẋ = Ax

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H := L2[0, 1] ñ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì
A : L2[0, 1] → L2[0, 1], îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì (Aϕ)(τ) = −τϕ(τ)
äëÿ ëþáûõ τ ∈ [0, 1] è ϕ ∈ L2[0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A
ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [−1, 0]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(t) - îïåðàòîð Êîøè
óðàâíåíèÿ (1.6.42), î÷åâèäíî, (U(t)ϕ)(τ) = e−τtϕ(τ) ïðè âñåõ t ∈ R, τ ∈
[0, 1] è ϕ ∈ L2[0, 1] (ñì. [59, ñ.404]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç (H,R, π) äèíàìè÷åñ-
êóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ óðàâíåíèåì (1.6.42), ò.å. π(ϕ, t) := U(t)ϕ äëÿ
ëþáûõ t ∈ R è ϕ ∈ L2[0, 1]. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà èìååì

||π(t, ϕ)||2 =
∫ 1

0
e−2τt|ϕ(τ)|2dτ → 0

ïðè âñåõ t → +∞. Ïîýòîìó, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (H,R, π) ïîòî÷å÷íî
äèññèïàòèâíà è ωϕ = {0} äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H, ñëåäîâòåëüíî,

Ω = ∪{ωϕ|ϕ ∈ H} = {0}.

Äàëåå, çàìåòèì ÷òî

||π(t, ϕ)||2 =
∫ 1

0
e−2τt|ϕ(τ)|2dτ ≤

∫ 1

0
|ϕ(τ)|2dτ = ||ϕ||2

ïðè âñåõ t ≥ 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.11 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (H,R, π)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è åå öåíòð Ëåâèíñîíà J = {0}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (H,R, π) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû (H,R, π) áûëà
ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.14 ñóùåñòâîâàëî áû
γ > 0 òàêîå, ÷òî

(1.6.43) lim
t→+∞ sup

||ϕ||≤γ
||π(t, ϕ)|| = 0.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû (H,R, π) ðàâåíñòâî (1.6.43) ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ

(1.6.44) lim
t→+∞ sup

||ϕ||≤1
||π(t, ϕ)|| = 0.



32 1. ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕn ∈ H (n = 1, 2, . . .) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
ϕn(τ) :=

√
nχn(τ) ïðè âñåõ τ ∈ [0, 1], ãäå χn - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ìíîæåñòâà [0, n−1] ⊆ [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî ||ϕn|| = 1 è

||π(tn, ϕn)||2 =
∫ 1

n

0
ne−2τtdτ

=
n

2tn

[
1− e−

2tn
n

]
= 1− e−1 6→ 0,(1.6.45)

ãäå tn = n
2 . Îäíàêî (1.6.44) è (1.6.45) íå ìîãóò èìåòü ìåñòà îäíîâðåìåííî.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå äîïóùåíèå î ëîêàëüíîé
äèññèïàòèâíîñòè (H,R, π) íåâåðíî. Íóæíûé ïðèìåð ïîñòðîåí.

Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî I ⊂ X íàçîâåì ãëîáàëüíûì àò-
òðàêòîðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

a. I èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî (X,T, π);
b. I ïðèòÿãèâàåò âñå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà èç X.

Òåîðåìà 1.6.17. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:
(1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) äîïóñêàåò êîìïàêòíûé ãëî-

áàëüíûé àòòðàêòîð;
(2) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà;
(3) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî k-äèññèïàòèâíà è

åå öåíòð Ëåâèíñîíà J ïðèòÿãèâàåò âñå îãðàíè÷åííûå ïîäìíî-
æåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1. ⇒ 2. î÷åâèäíà. Ïîêàæåì, ÷òî èç
2. ñëåäóåò 3.. Ïóñòü (X,T, π) îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà, òîãäà (X,T, π)
êîìïàêòíî k-äèññèïàòèâíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π)
è ïîêàæåì, ÷òî J ïðèòÿãèâàåò âñå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà èç X.
Ïóñòü B ∈ B(X) è K - íåïóñòîé êîìïàêò èç X, ïðèòÿãèâàþùèé âñå
îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà èç X, òîãäà
(1.6.46) lim

t→+∞β(πtB, K) = 0.

Èç ðàâåíñòâà (1.6.46) è ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ω(B) 6= ∅, êîìïàêòíî,
èíâàðèàíòíî è
(1.6.47) lim

t→+∞β(πtB,ω(B)) = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.6 J ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòíûì èíâàðè-
àíòíûì ìíîæåñòâîì (X,T, π) è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(B) ⊆ J . Èç ïîñëåäíåãî
âêëþ÷åíèÿ è ðàâåíñòâà (1.6.47) ñëåäóåò, ÷òî
(1.6.48) lim

t→+∞β(πtB, J) = 0.

Íàêîíåö, î÷åâèäíî, èç 3. ñëåäóåò 1.. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäóÿ [42] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëàäûæåíñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíî-
æåñòâà B ⊆ X ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X òàêîé, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.46).

Òåîðåìà 1.6.18. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:
(1) (X,T, π) îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà;
(2) (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëàäûæåíñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.17 èç a. ñëåäóåò b. Äîêàæåì
òåïåðü, ÷òî èç b. ñëåäóåò a. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ b.
ñëåäóåò êîìïàêòíàÿ k-äèññèïàòèâíîñòü. Ïóñòü K ∈ C(X), òîãäà èç óñëî-
âèÿ Ëàäûæåíñêîé, ëåììû 3 è òåîðåìû 1.2.5 âûòåêàåò îòíîñèòåëüíàÿ
êîìïàêòíîñòü Σ+(K). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.12 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(X,T, π) êîìïàêòíî k-äèññèïàòèâíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J öåíòð Ëåâèíñîíà
(X,T, π) è ïóñòü B ∈ B(X). Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ Ëàäûæåíñêîé è ëåììû
3 ω(B) 6= ∅, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.47).
Òàê êàê ω(B) ⊆ J , òî èç ðàâåíñòâà (1.6.47) ñëåäóåò, ÷òî J ïðèòÿãèâàåò
B. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì:
- âïîëíå íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ B(X) ñóùåñòâóåò

l = l(B) > 0 òàêîå, ÷òî πlB îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî;
- ñëàáî b-äèññèïàòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî B0 ⊆ X òàêîå, ÷òî Σ+

x ∩B0 6= ∅ äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç
X (ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ τ = τ(x) ≥ 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈
B0). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî B0 íàçîâåì ñëàáûì b-àòòðàêòîðîì
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π).

Òåîðåìà 1.6.19. Ïóñòü (X,T, π) ñëàáî b-äèññèïàòèâíà è âïîëíå
íåïðåðûâíà, òîãäà (X,T, π) äîïóñêàåò êîìïàêòíûé ãëîáàëüíûé àòòðàê-
òîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B0 ∈ B(X) - ñëàáûé b-àòòðàêòîð ñèñòåìû
(X,T, π), l0 = l(B0) > 0 òàêîâî, ÷òî πl0B0 îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, è
ïóñòü K := πl0B0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 1.6.19 äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ X ñóùåñòâóåò τ = τ(x) ≥ 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈ B0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
x(τ + l0) ∈ K. Òàêèì îáðàçîì äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ
ñëàáî k äèññèïàòèâíîé, à êîìïàêò K ÿâëÿåòñÿ åå ñëàáûì k-aòòðàêòîðîì.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.7 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî k-
äèññèïàòèâíà. Ïóñòü J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π), B ∈ B(X) è l =
l(B) > 0 òàêîâî, ÷òî πlB îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1.3.6 öåíòð Ëåâèíñîíà J ïðèòÿãèâàåò êîìïàêò πlB è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.48). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà
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B ⊆ X (ò.å. πtB ⊆ B ïðè âñåõ t ≥ 0) ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò
K ⊆ X òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.46).

Òåîðåìà 1.6.20. Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî k-äèññèïà- òèâíà è
àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà, òîãäà (X,T, π) ëîêàëüíî k-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1.6.14 äëÿ ëîêàëüíîé k-äèññèïàòèâíîñòè (X,T, π) äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì. Ïóñòü
ε0 = 1 è δ0 = δ(1) > 0 - òàêèå ÷èñëà, ÷òî èç x ∈ B(J, δ0) ñëåäóåò
xt ∈ B(J, 1) ïðè âñåõ t ≥ 0 (ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.6 òàêîå δ0 ñóùåñòâóåò).
Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî B := ∪{πtB(J, δ0)| t ≥ 0} îãðàíè÷åíî è ïîëî-
æèòåëüíî èíâàðèàíòíî. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè (X,T, π)
ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.6.46). Ñîãëàñíî ëåììå 3 ìíîæåñòâî ω(B) 6= ∅, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî
è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.47). Òàê êàê J ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì (X,T, π), òî ω(B) ⊆ J è, â
÷àñòíîñòè, èç (1.6.47) ñëåäóåò (1.6.48). Èç ðàâåíñòâà (1.6.48) è âêëþ÷åíèÿ
B(J, δ0) ⊆ B ñëåäóåò ðàâåíñòâî

lim
t→+∞β(πtB(J, δ0), J) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü M - íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ èç X è

K - íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå (êîìïàêòíîå) ïîäìíîæåñòâî X. Íàïîìíèì,
÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) íàçûâàåòñÿ b (k)-äèññèïàòèâíîé
îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà M, åñëè
(1.6.49) lim

t→+∞β(πtM, K) = 0

ïðè âñåõ M ∈ M.
Ëåììà 18. Ïóñòü (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ b-äèññèïàòèâíîé îòíîñèòåëü-

íî ñåìåéñòâà M è àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíîé, òîãäà (X,T, π) ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå k-äèññèïàòèâíîé îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî B0 ⊆
X òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ∈ M íàéäåòñÿ L > 0, äëÿ êîòîðîãî πtM ⊆ B0

ïðè âñåõ t ≥ L. Ïîëîæèì B := {x ∈ B0 |xt ∈ B0 ïðè âñåõ t ≥ 0}.
Î÷åâèäíî, B 6= ∅, îãðàíè÷åíî è ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî. Â ñèëó
àñèìïòîòè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè (X,T, π) íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
K ⊆ B0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.6.46). Ñîãëàñíî ëåììå 3
ìíîæåñòâî ω(B) 6= ∅, êîìïàêòíî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.6.47). Çàìå-
òèì, ÷òî ML := ∪{πtM | t ≥ L} ⊆ B è ML ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî. Â
ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè (X,T, π) è ñîãëàñíî ëåììå 3 ìíî-
æåñòâî ω(ML) 6= ∅, êîìïàêòíî, ω(ML) ⊆ ω(B) è ω(ML) ïðèòÿãèâàåò ML.
Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî M ïðèòÿãèâàåòñÿ êîìïàêòîì ω(ML), çíà÷èò, è êîìïàêòîì
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ω(B). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íåïóñòîé êîìïàêò ω(B) ïðèòÿãèâà-
þùèé âñå ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà M. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî (êîìïàêòíî, ëîêàëüíî,
îãðàíè÷åííî) b-äèññèïàòèâíà è àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà, òîãäà (X,
T, π) ïîòî÷å÷íî (êîìïàêòíî, ëîêàëüíî, îãðàíè÷åííî) k-äèññèïàòèâíà.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü (X,T, π) àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà, òîãäà
ëîêàëüíàÿ b-äèññèïàòèâíîñòü è êîìïàêòíàÿ b-äèññèïàòèâíîñòü ýêâè-
âàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 7 è òåîðåìû 1.6.20.

Òåîðåìà 1.6.21. Ïóñòü (X,T, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëàäûæåí-
ñêîé, òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ñëàáî b-äèññèïàòèâíà;
(2) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B1 ⊆ X, ïîãëîùàþùåå

âñå òî÷êè èç X, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò τ = τ(x) ≥
0 òàêîå, ÷òî xt ∈ B1 ïðè âñåõ t ≥ τ ;

(3) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïàòèâíà;
(4) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ñëàáî k-äèññèïàòèâíà;
(5) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà;
(6) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B2 ⊆ X, ïîãëîùàþùåå

âñå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà X, ò.å. äëÿ ëþáîãî B ∈ B(X)
ñóùåñòâóåò L = L(B) > 0, ÷òî πtB ⊆ B2 ïðè âñåõ t ≥ L(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç 2. ñëåäóåò 1.. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1.
ñëåäóåò 3.. Ïóñòü B0 ñëàáûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (X,T, π). Òàê êàê (X,T, π)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëàäûæåíñêîé, òî ìíîæåñòâî K1 := ω(B0) 6=
∅, êîìïàêòíî è ïðèòÿãèâàåò ìíîæåñòâî B0. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈
X ñóùåñòâóåò τ = τ(x) > 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈ B0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
lim

t→+∞ ρ(xt,K1) = 0.
Î÷åâèäíî, èç 3. ñëåäóåò 4.. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 4. è K2 ⊆ X -

íåïóñòîé êîìïàêò òàêîé, ÷òî ωx ∩ K2 6= ∅ äëÿ ëþáîãî x ∈ X, γ > 0 è
K3 := ω(B(K2, γ)). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî K3 6= ∅, êîìïàêòíî è
ïðèòÿãèâàåò B(K2, γ). Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4. äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåòñÿ
τ(x) > 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈ B(K2, γ) è, ñëåäîâàòåëüíî, x ïðèòÿãèâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì K3. Òàêèì îáðàçîì (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïàòèâíà è
ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.18 îíà îãðàíè÷åíî k-äèññèïàòèâíà.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
èç 5. ñëåäóåò 6., à èç 6. âûòåêàåò 2.. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.7. Îá îäíîé ïðîáëåìå Äæ.Õåéëà
Ïóñòü P : X → X - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è (X, P ) êàñêàä,

ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ P .
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Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P : X → X íàçûâàåòñÿ λ ñæàòèåì ïîðÿäêà
k ∈]0, 1[, åñëè λ(P (A)) ≤ kλ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ B(X), ãäå λ íåêîòîðàÿ
ìåðà íåêîìïàêòíîñòè íà X.

Â ðàáîòå [167] ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à Äæ.Õåéëà. Ïóñòü êàñêàä (X,P ) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâåí

è îòîáðàæåíèå P ÿâëÿåòñÿ λ ñæàòèåì. Ñóùåñòâóåò ëè â (X, P ) ìàêñè-
ìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî?

Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé Äæ.Õåéëà íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé ñëå-
äóþùàÿ

Çàäà÷à. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà. Íàéòè óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) äîïóñêàåò ìàêñèìàëüíîå
êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ñâÿçè ñ ñôîðìóëèðîâàííîé
çàäà÷åé.

Ñ îäíîé ñòîðîíû ïðèìåð 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñÿêàÿ ïîòî÷å÷íî k-
äèññèïàòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì êîìïàêò-
íûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå
1.3.6 äëÿ êîìïàêòíî k-äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû öåíòð Ëåâèíñîíà ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 19. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïàòèâíà è J+(Ω) êîì-

ïàêòíî, òîãäà â (X,T, π) èìååòñÿ ìàêñèìàëüíîå êâàçèèíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî I ⊆ J+(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I∗ - êëàññ âñåõ íåïóñòûõ êîì-
ïàêòíûõ êâàçèèíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ J+(Ω). Çàìåòèì, ÷òî
I∗ 6= ∅, òàê êàê ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4 Ω ∈ I∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I - çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ êâàçèèíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ J+(Ω). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.3 ìíîæåñòâî I êâàçèèíâàðè-
àíòíî è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9. Â óñëîâèÿõ ëåììû 19 ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê I êâàçèèíâàðèàíòíî, òî
ïðè âñåõ t ∈ T ìíîæåñòâî πtI òàêæå êâàçèèíâàðèàíòíî è êîìïàêòíî,
è ñîãëàñíî ëåììå 13 πtI ⊆ J+(Ω). Ïî ëåììå 19 ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì êîìïàêòíûì êâàçèâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì è, ñëåäîâà-
òåëüíî, πtI ⊆ I ò.å. πtI = I ïðè âñåõ t ∈ T.

Èòàê, åñëè (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïàòèâíà è J+(Ω) êîìïàêòíî,
òî â (X,T, π) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíî-
æåñòâî I ⊆ J+(Ω). Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 7, ñóùåñòâóþò ïîòî÷å÷íî
k-äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîìïàêòíî k-
äèññèïàòèâíûìè, äëÿ êîòîðûõ J+(Ω) êîìïàêòíî.

Ëåììà 20. Ïóñòü T = R+. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(X,T, π) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,



1.7. ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÅ ÄÆ.ÕÅÉËÀ 37

÷òîáû ïðè íåêîòîðîì t0 > 0 êàñêàä (X, P ) áûë àñèìïòîòè÷åñêè êîì-
ïàêòíûì, ãäå P := πt0 : X −→ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ëåììû î÷åâèäíà. Ïóñòü M ⊆ X
- îãðàíè÷åííîå ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî (X,T, π). Òîãäà
P (M) ⊆ M è â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè êàñêàäà (X,P )
íàéäåòñÿ êîìïàêò K0 ∈ C(X) òàêîé, ÷òî

(1.7.50) lim
n→+∞β(Pn(M),K0) = 0.

Ïîëîæèì K := π([0, t0],K0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ π : T×
X −→ X è êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà [0, t0]×K0 ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî.
Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim

t→+∞β(πtM,K) = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, tn → +∞ è
{xn} ⊆ M òàêèå, ÷òî

(1.7.51) ρ(xntn,K) ≥ ε0.

Ïóñòü tn = kntn + τn, ãäå kn - öåëàÿ ÷àñòü tnt−1
0 è τn ∈ [0, t0]. Òîãäà

π(tn, xn) = π(τn, π(knt0, xn)). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1.7.50), ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {π(knt0, xn)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèåñÿ. Ïóñòü τ0 = lim

n→+∞ τn

è y0 = lim
n→+∞π(knt0, xn), òîãäà lim

n→+∞π(tn, xn) = π(τ0, y0). Òàê êàê y0 ∈
K0, òî π(τ0, y0) ∈ K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ â (1.7.51) ê ïðåäåëó,
òîãäà n → +∞, ìû ïîëó÷èì ρ(π(τ0, y0),K) ≥ ε0, ò.å. y0τ0 /∈ K. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Íàïîìíèì (ñì. [79],[88] è [170]), ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P :
X −→ X íàçûâàþò óïëîòíÿþùèì îòíîñèòåëüíî ìåðû íåêîìïàêòíîñòè
λ, åñëè λP (A) < λ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ B(X), òàêîãî ÷òî λ(A) > 0.

Ëåììà 21. [88] Ïóñòü P : X → X - íåïðåðûâíîå λ óïëîòíÿþ-
ùåå îòîáðàæåíèå, òîãäà êàñêàä (X, P ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè êîì-
ïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà B ⊂ X ñ óñëîâèåì P (B) ⊆ B è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kj} ñ
öåëûìè kj → +∞ ìíîæåñòâî {P kjxj} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü
C = {{P kjxj} : {xj} ⊆ B, {kj} öåëûå, 0 ≤ kj → +∞}. Ïîëîæèì
η := sup{λ(h) : h ∈ C}. Òàê êàê h ⊆ B, åñëè h ∈ C, òî η < λ(B).
Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî h∗ ∈ C, ÷òî λ(h∗) = η. Ïóñòü {hl} -
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C, äëÿ êîòîðîé λ(hl) → η.
Îïðåäåëèì h̃l :=

{
P kjxj : P kjxj ∈ hl, kj > l

}
. Òîãäà λ(h̃l) = λ(hl). Åñëè

h∗ = ∪{h̃l| l = 1, 2, . . .} óïîðÿäî÷åíî ëþáûì îáðàçîì, òî h∗ ∈ C è
λ(h∗) ≥ λ(hl) äëÿ êàæäîãî l. Ïîýòîìó λ(h∗) = η. Ïîëîæèì

h̃∗ :=
{

P kj−1xj : P kjxj ∈ h∗
}

.
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Òîãäà h̃∗C è λ(h̃∗) ≤ η. Íî P (h̃∗) = h∗, òàê ÷òî λ(P (h̃∗)) ≥ λ(h̃∗), îòêóäà
ñëåäóåò λ(h̃∗) = 0, ïîñêîëüêó P ÿâëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùèì. Ïîýòîìó h̃∗ è
h∗ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû è η = 0. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â C îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà.

Ñîãëàñíî ëåììå 3 ìíîæåñòâî ω(B) 6= ∅, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(1.7.52) lim

n→+∞β(Pn(B), ω(B)) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè

äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò δx > 0 è lx > 0 òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî
∪{πtB(x, δx) : t ≥ lx} îãðàíè÷åíî.

Ïðèìåð 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíûå è
ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíûìè.

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùåé, åñëè λ(πtB) <
λ(B) ïðè âñåõ B ∈ B(X), t ∈ T, λ(B) > 0 è πtB ∈ B(X).

Òåîðåìà 1.7.22. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà è ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åíà è ÿâëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùåé, òîãäà (X,T, π) ëîêàëüíî
k-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) - λ óïëîòíÿþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 20 è 21 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π)
àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà. Èç ñëåäñòâèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k äèññèïàòèâíà. Ïóñòü p ∈ X, δp > 0 è lp > 0
- ÷èñëà èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè (X,T, π). Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Mp := ∪{πtB(p, δp) : t ≥ lp}. Îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
è ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè
(X,T, π) íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Kp ∈ C(X) òàêîå, ÷òî

(1.7.53) lim
t→+∞β(πtB(p, δp),Kp) = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.16 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ëîêàëüíî äèñ-
ñèïàòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.23. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà è ÿâ-
ëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùåé. Åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ Ω ñóùåñòâóþò δp > 0
è lp > 0 òàêèå, ÷òî ∪{πtB(p, δp)| t ≥ lp} ∈ B(X), òî äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,T, π) ëîêàëüíî k-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà è ÿâ-
ëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùåé. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 20 è 21 äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíîé. Ïîýòîìó äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïàòèâíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
Ω 6= ∅ è êîìïàêòíî. Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {B(p, δp)| p ∈ Ω} êîìïàêòíîãî
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ìíîæåñòâà Ω âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {B(pi, δpi) |i ∈ 1,m}. Ïîëî-
æèì, l0 = max{lpi | i ∈ 1,m}. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå,
÷òî B(Ω, γ) ⊂ ∪{B(pi, δpi)| i = 1,m}. Åñëè x ∈ X, òî ñóùåñòâóåò l(x) > 0
òàêîå, ÷òî xl ∈ B(Ω, γ). Òàê êàê B(Ω, γ) îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî
ε > 0 òàêîå, ÷òî B(xl, ε) ⊂ B(Ω, γ). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
πl : X −→ X íàéäåòñÿ δx > 0 òàêîå, ÷òî yl ∈ B(xl, ε) ïðè âñåõ y ∈ B(x, δ)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ∪{πtB(x, δ)| t ≥ l0 + l(x)} îãðàíè÷åíî. Òåïåðü äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó
1.7.22.

Òåîðåìû 1.7.22 è 1.7.23 äàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû Äæ.Õåéëà äëÿ ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì êîìïàêòíî îãðàíè÷åííîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ∈ C(X) ìíîæåñòâî Σ+(K) ∈ B(X).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.7.24. Ïóñòü (X,T, π) ïîòî÷å÷íî b-äèññèïàòèâíà, êîì-
ïàêòíî îãðàíè÷åíà è ÿâëÿåòñÿ λ óïëîòíÿþùåé, òîãäà (X,T, π) êîì-
ïàêòíî b-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììàì 20 è 21 (X,T, π) ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè êîìïàêòíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, (X,T,π) ïîòî÷å÷íî k-äèññèïà-
òèâíà. Òàê êàê (X,T, π) êîìïàêòíî îãðàíè÷åíà Σ+(K) ïîëîæèòåëüíî
èíâàðèàíòíî è (X,T, π) àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà, òî Σ+(K) îòíîñè-
òåëüíî êîìïàêòíî äëÿ ëþáîãî K ∈ C(X) è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.12
(X,T, π) êîìïàêòíî k-äèññèïàòèâíà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T, π) íàçîâåì îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî B ∈ B(X) ìíîæåñòâî Σ+(B) ∈ B(X).

Òåîðåìà 1.7.25. Ïóñòü (X,T, π) îãðàíè÷åíà è ÿâëÿåòñÿ λ óïëîò-
íÿþùåé, òîãäà (X,T, π) îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 1.7.22.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ïðèìåð ïîòî÷å÷íî äèññè-
ïàòèâíîé, íî íå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ
íå èìååò ìàêñèìàëüíîãî êîìïàêòíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü ϕ ∈ C(R,R) - ôóíêöèÿ îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(1) ϕ(0) = 0;
(2) supp(ϕ) = [0, 2];
(3) ϕ ∈ C∞(R,R);
(4) ϕ(1) = 1;
(5) ϕ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 1 è óáûâàåò îò 1 äî 2;
(6) xϕ(x−1) → 0 ïðè x → +∞.
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Ôóíêöèþ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1. − 6. ìîæíî ïîñòðîèòü,
íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ϕ0(t) :=
{

exp
(
[t2 − 1]−1 + 1

)
, |t| < 1

0 , |t| ≥ 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(t) := ϕ0(t + 1) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Ïîëîæèì X :=
{aϕ

(
t
a + h

) | h ∈ R, a > 0}∪{θ}, ãäå θ - ôóíêöèÿ èç C(R,R) òîæäåñòâåííî
ðàâíàÿ íóëþ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî â C(R,R) è
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Ïîýòîìó íà X èíäóöèðóåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (íà C(R,R) îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ
ñèñòåìà Áåáóòîâà), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç (X,R, σ). Îòìåòèì íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà, ïîñòðîåííîé ñèñòåìû:

(1) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ ψ ∈ X ìíîæåñòâî {σ(t, ψ) : t ∈ R}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ωψ = αψ = {θ};

(2) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è Ω :=
∪{ωx | x ∈ X} = {θ};

(3) D+(Ω) = X è, ñëåäîâàòåëüíî, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R, σ)
íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé, òàê êàê X, î÷åâèäíî, íå
êîìïàêòíî;

(4) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R, σ) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îã-
ðàíè÷åííîé;

Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâî áû íè áûëî δ > 0 èìååì
Σ+(B(θ, δ)) := ∪{πtB(θ, δ) : t ≥ 0} = X.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Σ+(B(θ, δ)) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
íè ïðè êàêîì δ > 0.

5. äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R, σ) íå èìååò ìàêñèìàëüíîãî êîì-
ïàêòíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà.

Íóæíûé ïðèìåð ïîñòðîåí.



Ãëàâà 2

Íåâòîíîìíûå äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû

2.1. Îá óñòîé÷èâîñòè öåíòðà Ëåâèíñîíà
Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó

(2.1.54) 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2X ñåìåéñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ, çàìêíóòûõ ïîäìíî-
æåñòâ X, íàäåëåííûõ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà. Ïóñòü K ⊆ X - íåêîòîðîå
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ (C), åñëè îòîáðàæåíèå F : Y → 2X , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

(2.1.55) F (y) := Ky := {x ∈ K | h(x) = y},
íåïðåðûâíî.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (C) îçíà÷àåò îòêðûòîñòü h : X → Y íà K. Â
äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ óñëîâèå (C) èãðàåò âàæíóþ ðîëü, ïîýòîìó
ìû ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèçíàê, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò äëÿ íåêîòîðîãî
êîìïàêòíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà.

Ëåììà 22. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊆
X óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (C), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé:

(1) ñóùåñòâóþò y0 ∈ Y è τ > 0 (τ ∈ T2) òàêèå, ÷òî y0τ = y0 è Y =
{σ(y0, t) | 0 ≤ t < τ}, ò.å. τ � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé
ïåðèîä äëÿ y0;

(2) Y � êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî è íåàâòîíîìíàÿ ñèñ-
òåìà (2.1.54) äèñòàëüíà íà K, ò.å. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x1 è x2 èç K, ïðè êîòîðûõ h(x1) = h(x2), âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

(2.1.56) inf
t∈T2

ρ(x1t, x2t) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Âòîðîå âû-
òåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ðàáîòû [56, ñ.107].

Íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (2.1.54) íàçîâåì ïîòî÷å÷íî
(êîìïàêòíî, ëîêàëüíî) äèññèïàòèâíîé, åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π).

41
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Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (2.1.54) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è J �
öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π). Ìíîæåñòâî J áóäåì
íàçûâàòü öåíòðîì Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54).

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, öåíòð Ëåâèíñîíà J îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâ îòíîñèòåëüíî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π). Ïðè ðàññìîòðåíèå
J, êàê öåíòðà Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.1.54),
áîëåå åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî íå-
àâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54).

Ìíîæåñòâî K ⊆ X íàçûâàþò îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî
íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) >
0 òàêîå, ÷òî ρ(x,Ky) < δ (x ∈ X, y = h(x)) âëå÷åò ρ(xt,Kyt) < ε ïðè âñåõ
t ≥ 0. Åñëè ïðè ýòîì,

a. ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî ρ(xt,Kyt) → 0 ïðè t → +∞ äëÿ âñåõ
x ∈ Ky òàêèõ, ÷òî ρ(x,Ky) ≤ γ, òî ãîâîðÿò, ÷òî K îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;

b. ρ(xt,Kyt) → 0 ïðè t → +∞ äëÿ âñåõ x ∈ Xy, òî ãîâîðÿò ÷òî
ìíîæåñòâî K ⊆ X àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì îòíîñè-
òåëüíî íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.1.54).

Ñëåäóÿ [30] ìíîæåñòâ K ⊆ X íàçîâ¸ì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì
â öåëîì â ñìûñëå Ëÿïóíîâà�Áàðàáàøèíà, åñëè

(2.1.57) lim
t→+∞ ρ(xt,Kh(x)t) = 0

ïðè âñåõ x ∈ X, ïðè÷åì ðàâåíñòâî (2.1.57) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî x
íà êîìïàêòàõ èç X.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [30], öåíòð Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé
ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì
â ñìûñëå Ëÿïóíîâà�Áàðàáàøèíà. Íèæå íàìè áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî
öåíòð Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì â öåëîì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C).

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 23. Ïóñòü K ⊆ X. Åñëè ìíîæåñòâî Σ+(K) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî è M (ω(K) ⊆ M, h(M) = Y ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C),
òî ïðè êàæäîì x ∈ K ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ h(H+(K)) âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(2.1.58) lim
t→+∞ sup

x∈Ky

ρ(xt, Myt) = 0,

ãäå My = M ∩ h−1(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0,
{yn} ⊆ h(H+(K)), xn ∈ Myn è tn → +∞ òàêèå, ÷òî

(2.1.59) ρ(xntn, Myntn) ≥ ε0.
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Â ñèëó îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Σ+(K) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xntn} è {yntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì

x̄ := lim
n→+∞xntn è ȳ := lim

n→+∞ yntn.

Çàìåòèì, ÷òî
(2.1.60) h(x̄) = lim

n→+∞h(xntn) = lim
n→+∞h(xn)tn = ȳ

è, ñëåäîâàòåëüíî, x̄ ∈ Xȳ. C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 2 x̄ ∈ ω(K).
Òàêèì îáðàçîì, x̄ ∈ ωȳ(K) ⊆ Mȳ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåðàâåíñòâó (2.1.59). Òàê êàê ìíîæåñòâî M óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.1.59) ïðè
n → +∞, ïîëó÷èì
(2.1.61) ρ(x̄, Mȳ) ≥ ε0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x̄ ∈ Mȳ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.26. Ïóñòü ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà è öåíòð Ëåâèíñîíà J äàííîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C). Åñëè Y = h(J), òî:

(1) J îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò-
íîñèòåëüíî íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.1.54).

(2) J ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì àòòðàêòîðîì äàííîé ñèñòåìû ò.å.,
(2.1.62) lim

t→+∞ ρ(xt, Jh(x)t) = 0,

ïðè÷åì (2.1.61) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîì-
ïàêòå èç X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî öåíòð Ëåâèíñîíà J îðáèòàëüíî óñ-
òîé÷èâ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî íåàâòîíîìíîé ñèñ-
òåìû (2.1.54). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, δn ↓
0, xn ∈ B(Jh(xn), δn) è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî
(2.1.63) ρ(xntn, Jh(xn)tn) ≥ ε0.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {h(xn)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x0 := lim

n→+∞xn. Òàê êàê íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
(2.1.54) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî ìíîæåñòâî H+({xn}) êîìïàêòíî è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xntn} è {h(xn)tn} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄ := lim

n→+∞xntn è ȳ := lim
n→+∞h(xn)tn.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} â (2.1.63) ñòðåìèòñÿ
ê +∞. Åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïîëîæèì t0 := lim

n→+∞ tn è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.1.63) ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), ïîëó÷àåì
(2.1.64) ρ(x0t0, Jh(x0)t0) ≥ ε0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρ(xn, Jh(xn)) < δn è, ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ Jh(x0). Òàê
êàê J èíâàðèàíòíî, òî èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x0t0 ∈
Jh(x0)t0 . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.1.64). Òàêèì îáðàçîì, tn → +∞ è, ñëå-
äîâàòåëüíî, x̄ ∈ ω(K0) ⊆ J . Èç (2.1.58) ñëåäóåò, ÷òî x̄ ∈ Xȳ ò.å. x̄ ∈
ωȳ(K) ⊆ Jȳ. Èç (2.1.59) ñëåäóåò, ÷òî x̄ ∈ Xȳ ò.å. x̄ ∈ ωȳ(K) ⊆ Jȳ.

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.1.63) ê ïðåäåëó, êîãäà n → +∞ è ó÷èòûâàÿ,
÷òî x̄ ∈ Jȳ è ìíîæåñòâî J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), ìû ïîëó÷èì
ε0 ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Òàêèì îáðàçîì îðáèòàëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ìíîæåñòâà J äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü K ⊆ X ïðîèç-
âîëüíûé êîìïàêò, òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî H+(K) êîìïàêò-
íî è ω(K) ⊆ J è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 23.

Çàìå÷àíèå 2.1.5. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â öåëîì
â ñìûñëå Ëÿïóíîâà�Áàðàáàøèíà öåíòðà Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (â îäíîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå) èçó÷àëñÿ â ðàáîòå
[30]. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ðàáîòå [30] ïîä óñòîé÷èâîñ-
òüþ ïîíèìàåòñÿ íå îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, à ðàâåíñòâî (2.1.62).
Ïîëüçóÿñü íàøåé òåðìèíîëîãèåé, ðåçóëüòàò ðàáîòû [30] ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X - ëîêàëüíî-êîìïàêòíî, íåàâ-
òîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2.1.54) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è Y
� êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà, åñëè öåíòð Ëåâèíñîíà
J äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C), òî 〈(X,
T1, π), (Y, T2, σ), h〉 êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è åå öåíòð Ëåâèíñîíà
ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ èç X îòíîñè-
òåëüíî íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.1.54).

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåì 1.4.7 è 2.1.26. Îäíàêî èç
ýòèõ æå òåîðåì âûòåêàåò òàêæå, ÷òî öåíòð Ëåâèíñîíà J îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 2.1.27. Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2,
σ), h〉 êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, å¸ öåíòð Ëåâèíñîíà J óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C) è h(J) = Y , òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) J àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, ò.å. J � îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâî, è

(2.1.65) lim
t→+∞ ρ(xt, Jh(x)t) = 0

ïðè âñåõ x ∈ X;
(2) J àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì â ñìûñëå Ëÿïóíîâà�Áàð-

áàøèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èç 1. ñëåäóåò 2.
Â ñàìîì äåëå, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, K0 ∈
C(X), xn ∈ K0 è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.1.66) ρ(xntn, Jh(xn)tn) ≥ ε0.
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Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {xntn} è {h(xn)tn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì
x̄ = lim

n→+∞xntn è ȳ = lim
n→+∞h(xn)tn, òîãäà x̄ ∈ Jȳ = J ∩ Xȳ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.1.65) ïðè n → +∞ è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî Jh(xn)tn → Jȳ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, ïîëó÷èì ρ(x̄, Jȳ) ≥ ε0

ò.å. x̄ /∈ Jȳ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òðåáóå-
ìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç 2. ñëåäóåò 1. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî èç 2. ñëåäóåò îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà J . Åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, δn ↓ 0, xn ∈ B(J, δn) è
tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.1.67) ρ(xntn, Jh(xn)tn) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè J ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà
è ñîãëàñíî óñëîâèþ 2. äëÿ ÷èñëà ε0 > 0 è êîìïàêòà K0 = {xn} íàéäåòñÿ
÷èñëî L = L(ε0,K0) > 0 òàêîå, ÷òî

(2.1.68) ρ(xnt, Jh(xn)t) <
ε0

2
ïðè âñåõ t ≥ L. Íåðàâåíñòâà (2.1.67) è (2.1.68) íå ìîãóò âûïîëíÿòñÿ
îäíîâðåìåííî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû.

Çàìå÷àíèå 2.1.6. Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé ÷àñòè
òåîðåìû 2.1.27 ìû íå èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî J óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C). Íàì íåèçâåñòíî íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî óñëîâèå (C) â
ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.

2.2. Íåàâòîíîìíûå äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé

óñòîé÷èâîñòè
Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(X,Y ; h) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ξ : X → X óäîâëåò-
âîðÿþùèå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(1) ξ
(
Xh(x)

) ⊆ Xh(ξ(x)) ïðè âñåõ x ∈ X,
(2) ξ : Xh(x) −→ Xh(g(x)) íåïðåðûâíà íà Xh(x) ïðè êàæäîì x ∈ X.

Òîïîëîãèþ íà C(X, Y ; h) îïðåäåëèì ñåìåéñòâîì ïñåâäîìåòðèê
(2.2.69) ρy,K(f, g) := max

x∈Ky

ρ(f(x), g(x))

ãäå K � ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé êîìïàêò èç X è y ∈ Y . Îòìåòèì, ÷òî
ñåìåéñòâî ïñåâäîìåòðèê (2.2.69) çàäàåò íà C(X, Y ;h) òîïîëîãèþ ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè (ïîñëîéíî) íà êîìïàêòàõ.

Ëåììà 24. C(X,Y ; h) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé îò-
íîñèòåëüíî ïîñëîéíîé êîìïîçèöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

F : C(X,Y ; h)× C(X, Y ;h) → C(X, Y ;h),

îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì F (f, g) := f ◦ g. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò
ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå (f0, g0) îòîáðàæåíèå F
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ò.å. ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííîñòü (fλ, gλ) →
(f0, g0) òàêàÿ, ÷òî fλ ◦ gλ 9 f0 ◦ g0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, êîìïàêò
K0 ⊆ X è y0 ∈ Y òàêèå, ÷òî
(2.2.70) max

x∈K0
y0

ρ(fλ(gλ(x)), f0(g0(x))) ≥ ε0.

Èç (2.2.70) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå {xλ} ⊆ K0
y0

òàêîé, ÷òî
(2.2.71) ρ(fλ(gλ(xλ)), f0(g0(xλ))) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K0, íàïðàâëåííîñòü {xλ} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåé-
ñÿ. Ïóñòü xλ → x0, òîãäà g0(xλ) → g0(x0). Ïîêàæåì, ÷òî gλ(xλ) → g0(x0).
Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(gλ(xλ), g0(x0)) ≤ max
x∈K0

y0

ρ(gλ(x), g0(x))

+ρ(g0(xλ), g0(x0))(2.2.72)
è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.2.72), ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Àíàëî-
ãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî fλ(gλ(xλ)) → f0(g0(x0)). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
â (2.2.71) ìû ïîëó÷èì ε0 ≤ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïóñòü α > 0 è Tα := {t ∈ T : t ≥ α}. Ïîëîæèì Pα := Pα(X,Y ; h) :=
{πt : t ∈ Tα}, ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â C(X, Y ;h).

Ëåììà 25. Pα ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû
C(X,Y ; h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ëåììû 24 è îïðåäåëåíèÿ Pα.

Íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (2.1.54) íàçîâåì ðàâíîìåðíî
óñòîé÷èâîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà êîìïàêòàõ èç X, åñëè äëÿ
ëþáûõ ε > 0 è êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâóåò δ = δ(ε,K) > 0 òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ x1, x2 ∈ K, äëÿ êîòîðûõ h(x1) = h(x2), èç íåðàâåíñòâà
ρ(x1, x2) < δ ñëåäóåò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

Ïîëîæèì Py := {ξ ∈ Pα : ξXy ⊆ Xy}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Py

åñòü çàìêíóòàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû Pα. Èìååò ìåñòî
Ëåììà 26. Åñëè ñèñòåìà (2.1.54) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è ðàâ-

íîìåðíî óñòîé÷èâà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà êîìïàêòàõ èç X,
òî Pα åñòü êîìïàêòíàÿ ïîëóãðóïïà è Py - åå íåïóñòàÿ ïîäïîëóãðóïïà
äëÿ ëþáîé óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè òî÷-
êè y ∈ Y .



2.2. ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ . . . 47

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû
ïîëóãðóïïà Pα êîìïàêòíà. Ïóñòü K ⊆ X - ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò. Òîãäà
â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54) ìíî-
æåñòâî Σ+(K) êîìïàêòíî. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54) ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {πt :
t ∈ Tα} ⊆ C(X, Y ; h) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî íà Ky (y ∈ Y ). Òîãäà
ñîãëàñíî òåîðåìå Àñêîëè-Àðöåëÿ, ñ ó÷åòîì òîïîëîãèè íà C(X, Y ;h), çàê-
ëþ÷àåì, ÷òî {πt : t ∈ Tα} êîìïàêòíî â C(X, Y ; h) è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî
çàìûêàíèå åñòü êîìïàêò.

Ïîêàæåì, ÷òî Py 6= ∅. Ïóñòü tn → +∞ òàêîâà, ÷òî ytn → y. Ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πtn} ⊆ Pα. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Pα ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {πtn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ â C(X,Y ; h). Ïîëîæèì
ξ := lim

n→+∞πtn è ïîêàæåì, ÷òî ξ ∈ Py. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ξXy ⊆ Xy. Ïóñòü x ∈ Xy, òîãäà ξ(x) = lim

n→+∞xtn è,
ñëåäîâàòåëüíî,

h(ξ(x)) = h( lim
n→+∞xtn) = lim

n→+∞h(xtn)

= lim
n→+∞h(x)tn = lim

n→+∞ ytn = y.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 27. Ïóñòü Y - êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, à
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2.1.54) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ëåììû 26. Òîãäà öåíòð Ëåâèíñîíà J ñèñòåìû (2.1.54) äâóñòîðîííå äèñ-
òàëåí, ò.å. äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç J (x1 6= x2, h(x1) = h(x2)) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî inf{ρ(ϕ1(s), ϕ2(s)) : s ∈ S} > 0, ãäå ϕi åñòü ïðîäîëæåíèå íà
S äâèæåíèÿ π(·, xi) (i = 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.6 íà ìíîæåñòâå J âñå äâèæå-
íèÿ ïðîäîëæàåìû âëåâî. Èç ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè ìíîæåñòâà J ñëåäóåò åãî äèñòàëüíîñòü â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè. Ïîñêëüêó Y ìèíèìàëüíî, òî ñîãëàñíî ëåììå 22.4 [15] (ñì.
òàêæå [16] è ëåììó 1 èç [56, ñ.104]) J äâóñòîðîííå äèñòàëüíî.

Òåîðåìà 2.2.28. Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,
T1, π), (Y, T2, σ), h〉 êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà êîìïàêòàõ èç X è Y ìèíèìàëüíî,
òîãäà:

(1) Âñå äâèæåíèÿ íà öåíòðå Ëåâèíñîíà J ñèñòåìû (2.1.54) ïðî-
äîëæàåìû âëåâî è ìíîæåñòâî J äâóñòîðîííå äèñòàëüíî;

(2) J ñîñòîèò èç ðåêóððåíòíûõ òðàåêòîðèé è ëþáûå äâå òî÷êè
x1, x2 ∈ Jy := Xy ∩ J (y ∈ Y ) ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû;

(3) Åñëè ñëîè Xy ñâÿçíû, òî ïðè êàæäîì y ∈ Y ìíîæåñòâî Jy

ñâÿçíî è ïðè ðàçëè÷íûõ y1 è y2 ìíîæåñòâà Jy1 è Jy2 ãîìåî-
ìîðôíû;
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(4) J îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî (2.1.54), ò.å. äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, Jh(x)) < δ âëå÷åò
ρ(xt, Jh(x)t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;

(5) lim
t→+∞ ρ(xt, Jh(x)t) = 0 êàêîâî áû íè áûëî x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ ëåììîé
27.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïåðâîãî è ëåììû 1 èç [56,
ñ.104]

Äîêàæåì òåïåðü òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü y ∈ Y , òîãäà â
óñëîâèÿõ òåîðåìû òî÷êà y óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó è ñîãëàñíî ëåììå 26 Py

åñòü íåïóñòàÿ êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû
Pα. Ñîãëàñíî ëåììå 4.11 [15] â Py ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò ò.å. òàêîé
ýëåìåíò u ∈ Py, ÷òî u◦u = u. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ èäåìïîòåíòà u íàéäåòñÿ
tn → +∞ äëÿ êîòîðîé u = lim

n→+∞πtn . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê u ∈ Py ⊆
Pα, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ≥ α òàêàÿ, ÷òî u = lim

n→+∞πtn .
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} íåîãðàíè÷åíà, òî èç íåå ìîæíî èçâëå÷ü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùóþñÿ ê +∞ è íóæíîå óòâåðæäåíèå äî-
êàçàíî. Ïóñòü òåïåðü {tn} îãðàíè÷åíà, òîãäà åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåé-
ñÿ. Ïîëîæèì t0 := lim

n→+∞ tn (t0 ≥ α) è t′n := nt0. Êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü,
÷òî t′n → +∞ è πt′n → u.

Èòàê, â Py èìååòñÿ èäåìïîòåíò u è tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî u = lim
n→+∞πtn .

Íî òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2.2.28 ñëåäóåò, ÷òî u(Xy)
⊆ Jy. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Jy = u(Xy).
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Jy = u(Jy). Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñ-
ëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà J èìååòñÿ äâóñòîðîííÿÿ äèñ-
òàëüíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèé èäåìïîòåíò èç Py íà ìíîæåñòâå Jy

äåéñòâóåò êàê òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ñâÿçíîñòü Jy ñëåäóåò èç íåï-
ðåðûâíîñòè u, ñâÿçíîñòè Xy è ðàâåíñòâà Jy = u(Xy).

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî âòîðàÿ ÷àñòü òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû. Ïóñòü y1 è y2 ∈ Y . Òàê êàê Y ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì,
òî ñóùåñòâóåò {tn} ⊆ T òàêàÿ, ÷òî y2 = lim

n→+∞ y1tn. Ðàññìîòðèì ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü {πtn} íà Jy1 . Òàê êàê πtn : Jy1 → J è íà J èìååò
ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü [56, ñ.107], òî ñåìåéñòâî
îòîáðàæåíèé {πtn} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì ξ := lim

n→+∞πtn . Èç òðåòüåãî
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû è ïðåäëîæåíèÿ 4 èç [56, ñ.107] ñëåäóåò, ÷òî ξ(Jy1) =
Jy2 . Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ξ îòîáðàæàåò Jy1

íà Jy2 . Èç äâóñòîðîííåé äèñòàëüíîñòè J ñëåäóåò, ÷òî ξx1 6= ξx2, åñëè
x1 6= x2 (x1, x2 ∈ Jy1). Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî ξ åñòü ãîìåîìîðôèçì
Jy1 è Jy2 .
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×åòâåðòîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîé óñòîé÷è-
âîñòè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ñèñòåìû (2.1.54) íà êîìïàêòàõ èç
X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, δn ↓ 0,
xn ∈ X è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.2.73) ρ(xn, Jh(xn)) < δn è ρ(xntn, Jh(xn)tn) ≥ ε0.

Èç (2.2.73) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî K0 = {xn} êîìïàêòíî. Äëÿ ÷èñëà
ε0
2 è êîìïàêòà K = K0 ∪ J âûáåðåì δ = δ

(
ε0
2 ,K

)
> 0 èç óñëîâèÿ

ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìû (2.1.54) íà êîìïàêòàõ è ïóñòü xn ∈
Jh(xn) òàêîâî, ÷òî ρ(xn, Jh(xn)) = ρ(xn, xn). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n èìååì ρ(xn, xn) < δ è, ñëåäîâàòåëüíî,

(2.2.74) ρ(xntn, Jh(xn)tn) ≤ ρ(xntn, xntn) <
ε0

2
.

Íåðàâåíñòâà (2.2.74) è (2.2.73) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàæåì ïÿòîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ò.å. åñëè x ∈ X, òî lim
t→+∞ ρ(xt,

Jh(x)t) = 0. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ x0 ∈ X, ε0 > 0
è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.2.75) ρ(x0tn, Jh(x0)tn) ≥ ε0.

Â óñëîâèÿ òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πtn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ
â C(X, Y ; h). Ïóñòü ξ = lim

n→+∞πtn , x̄ = ξ(x0) è ȳ = ξ(y0). Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.2.75) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ(Jh(x0)) = Jh(ξ(x0)),
ïîëó÷èì
(2.2.76) ρ(x, Jy) ≥ ε0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû x ∈ ωx è x ∈ Xy è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Jy. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò (2.2.76). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîëíîñòüþ çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

2.3. Ïîâåäåíèå äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè
ãîìîìîðôèçìàõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñâîéñòâà
ïîòî÷å÷íîé, êîìïàêòíîé è ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè
ãîìîìîðôèçìàõ.

Ïóñòü X è Y - ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, (X,T1, π) è (Y,
T2, σ) - äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ΩX (ΩY ) -
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X, T1, π) ( (Y, T2, σ) ) è JX (JY ) - åå öåíòð Ëåâèíñîíà.

Ëåììà 28. Ïóñòü h : X → Y - ãîìîìîðôèçì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X,T1, π) íà (Y,T2, σ), òîãäà:

(1) h(ΩX) ⊆ ΩY ;
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(2) åñëè ìíîæåñòâî M êîìïàêòíî, òî
h(D+(M)) ⊆ D+(h(M))

è
h(J+(M)) ⊆ J+(h(M));

(3) åñëè (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, òî
h(D+(ΩX)) ⊆ D+(ΩY )

è
h(J+(ΩX)) ⊆ J+(ΩY ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ ΩX , òîãäà ñóùåñòâóåò xn ∈ ωxn (x̃n ∈ X)
òàêàÿ, ÷òî x = lim

n→+∞xn. Òàê êàê h(ωx̃n) ⊆ ωh(x̃n), òî h(xn) ∈ ωh(x̃n) è,
ñëåäîâàòåëüíî, h(x) = lim

n→+∞h(xn) ∈ Ωh(X) ⊆ ΩY .
Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü x ∈ ΩX , òîãäà

ñîãëàñíî ëåììå 12 ñóùåñòâóåò x̃ ∈ M òàêîå, ÷òî x ∈ D+
x̃ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóþò xn → x̃ è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî x = lim
n→+∞xntn. Çàìåòèì, ÷òî

h(xn) → h(x̃) ∈ h(M) è h(x) = lim
n→+∞h(xn)tn ∈ D+(h(M)). Àíàëîãè÷íî

óñòàíàâëèâàåòñÿ è âêëþ÷åíèå h(J+(M)) ⊆ J+(h(M)).
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïåðâûõ

äâóõ.

Òåîðåìà 2.3.29. Ïóñòü h ãîìîìîðôèçì (X,T1, π) íà (Y,T2, σ). Èìå-
þò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π) ïîòî÷å÷åíî äèññèïàòèâíà,
òî (Y,T2, σ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíîé è h(ΩX)
= ΩY ;

(2) åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà,
òî (Y,T2, σ) òàêæå êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è h(JX) = JY ;

(3) åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà
è h - îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, òî (Y,T2, σ) òàêæå ëîêàëüíî
äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî Y = h(X) è âñå ïîëîæèòåëüíûå
ïîëóòðàåêòîðèè ñèñòåìû (X,T1, π) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû, òî òàêî-
âûìè ÿâëÿþòñÿ è ïîëîæèòåëüíûå ïîëóòðàåêòîðèè ñèñòåìû (Y,T2, σ).
Ïîýòîìó äëÿ åå ïîòî÷å÷íîé äèññèïàòèâíîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ΩY = h(ΩX). Ïóñòü y ∈ ΩY , òîãäà ñóùåñòâóþò {yn} è {ỹn} òàêèå, ÷òî
yn ∈ ωỹn è lim

n→+∞ yn = y. Òàê êàê Y = h(X), òî ñóùåñòâóåò x̃n ∈ X òàêîå,
÷òî ỹn = h(x̃n) è, ñëåäîâàòåëüíî, h(ωx̃n) = ωỹn . Ïîýòîìó íàéäåòñÿ xn ∈
ωx̃n ⊆ ΩX , äëÿ êîòîðîãî h(xn) = yn. Â ñèëó ïîòî÷å÷íîé äèññèïàòèâíîñòè
(X,T1, π) ìíîæåñòâî ΩX êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x := lim

n→+∞xn, òîãäà x ∈ ΩX
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è h(x) = y. Òàêèì îáðàçîì ΩY ⊆ h(ΩX). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 28.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè h - ãîìîìîðôèçì
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) íà (Y,T2, σ),
òî ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñèñòåìà (Y,T2, σ) ïîòî÷å÷íî
äèññèïàòèâíà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.12 äëÿ êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè
(Y,T2, σ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà N ⊂
Y ìíîæåñòâî Σ+

N = {σ(t, y) | t ≥ 0, y ∈ N} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
Ïóñòü {ỹn} ⊂ Σ+

N - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóþò
{yn} ⊆ N è {tn} ⊂ T2 (tn ≥ 0) òàêèå, ÷òî ỹn = σ(tn, yn). Åñëè {tn}
îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîàòåëüíîñòü {ỹn} îòíîñèòåëüíà êîìïàêòíà, ïîýòîìó
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî tn →
+∞ è yn → y ∈ Y . Òàê êàê (X, h, Y ) ëîêàëüíî-òðèâèàëüíî, òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊆ X òàêàÿ, ÷òî xn → x è h(xn) = yn. Â
ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xntn}
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, {h(xntn)} = {h(xn)tn} =
{yntn} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Òàêèì îáðàçîì, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî h(JX) = JY . Ñîãëàñíî ëåììå 28
h(J+(ΩX)) ⊆ J+(ΩY ). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
J+(ΩY ) ⊆ h(J+(ΩX)). Ïóñòü q ∈ J+(ΩY ), òîãäà íàéäåòñÿ y ∈ ΩY òàêîå,
÷òî q ∈ J+

y . Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2.3.29 èìååì h(ΩX)
= ΩY è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x ∈ ΩX òàêîé, ÷òî h(x) = y. Ïóñòü
yn → y è tn → +∞ òàêîâû, ÷òî yntn → q. Òàê êàê (X,T1, π) ëîêàëüíî-
òðèâèàëüíî, òî ñóùåñòâóåò {xn → x} òàêàÿ, ÷òî h(xn) = yn. Â ñèëó
êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû (X,T1, π) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì p = lim

n→+∞xntn, òîãäà p ∈
J+

x ⊆ J+(ΩX) è, ñëåäîâàòåëüíî, h(p) = lim
n→+∞h(xntn) = lim

n→+∞ yntn = q,
ò.å. J+(ΩY ) ⊆ h(J+(ΩX)). Òàêèì îáðàçîì, h(J+(ΩX)) = J+(ΩY ), è äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.8 JX = J+(ΩX) è JY = J+(ΩY ).

Ïîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî
ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Y,T2, σ)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è h(JX) = JY . Ïî òåîðåìå 1.6.15 äëÿ ëîêàëüíîé
äèññèïàòèâíîñòè (Y,T2, σ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî JY ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
(2.3.77) ρ(h(x), JY ) < ε

ïðè âñåõ x ∈ B(JX , δ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê,
òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, δn ↓ 0 è xn ∈ B(JX , δn) òàêèå, ÷òî
(2.3.78) ρ(h(xn), JY ) ≥ ε0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëàãàÿ
x0 = lim

n→+∞xn
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è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.3.78), êîãäà n → +∞, ìû ïîëó÷èì

(2.3.79) ρ(h(x0), JY ) ≥ ε0,

ò.å. h(x0) /∈ JY è x0 ∈ JX . Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó h(JX) =
JY . Èòàê, ïóñòü ε > 0 è δ(ε) > 0 òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(2.3.77). Â ñèëó ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π) èç òåîðåìû 1.6.15
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ γ > 0 òàêîå, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(2.3.80) lim β(πtB(JX , γ), JX) = 0.

Â ñèëó îòêðûòîñòè ãîìîìîðôèçìà h ìíîæåñòâî V = h(B(JX , γ)) ⊃ JY

îòêðûòî. Ïóñòü α > 0 òàêîâî, ÷òî B(JY , α) ⊂ V . Èç Ðàâåíñòâà (2.3.80)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ δ(ε) > 0 íàéäåòñÿ L(ε) = L(δ(ε)) > 0 òàêîå, ÷òî

(2.3.81) β(πtB(JX , γ), JX) < δ(ε)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Èç íåðàâåíñòâ (2.3.77) è (2.3.81) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

β(σtB(JY , α), JY ) < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - êîìïàêòíî äèññè-
ïàòèâíàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è Y êîìïàêòíîå èíâà-
ðèàíòíîå ìíîæåñòâî (ò.å. σtY = Y ïðè âñåõ t ∈ T2), òîãäà:

(1) h(JX) = Y è, ñëåäîâàòåëüíî, Jy = JX
⋂

Xy 6= ∅ ïðè âñåõ y ∈ Y ,
ãäå Xy = h−1(y);

(2) Jy = {x ∈ Xy| ñóùåñòâóåò öåëàÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêíòàÿ
òðàåêòîðèÿ ϕx äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) òàêàÿ, ÷òî
ϕ(0) = x}.

Çàìå÷àíèå 2.3.7. Íàì íåèçâåñòíî, íàñêîëüêî ñóùåñò- âåííî óñëîâèå
îòêðûòîñòè h â òåîðåìå 2.3.29, îäíàêî ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò
ýòîãî óñëîâèÿ, âèäèìî, íåëüçÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ϕ : Y → X íàçûâàþò íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì ãîìî-
ìîðôèçìà h : X → Y , åñëè ϕ íåïðåðûâíî è h ◦ ϕ = IdY .

Íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ϕ íàçûâàþò èíâàðèàíòíûì, åñëè ϕ◦σt = πt ◦ϕ
ïðè âñåõ t ∈ T1.

Òåîðåìà 2.3.30. Ïóñòü ãîìîìîðôèçì h äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå èí-
âàðèàíòíîå ñå÷åíèå, òîãäà:

(1) åñëè (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, òî (Y,T2, σ) òàêæå
ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, h(ΩX) = ΩY è h(D+(ΩX)) = D+(ΩY );

(2) åñëè (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî è (Y,T2, σ) êîì-
ïàêòíî äèññèïàòèâíà è h(JX) = JY ;

(3) åñëè (X,T1, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òî è (Y,T2, σ) ëîêàëüíî
äèññèïàòèâíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ - íåïðåðûâíîå èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå h.
Òàê êàê h ◦ ϕ = idY , òî h(X) = Y , è ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ
âûòåêàþò èç òåîðåìû 2.3.29, êðîìå ðàâåíñòâà h(D+(ΩX)) = D+(ΩY ).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êîìïàêò-
íîñòè ΩX èç ëåììû 28 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå h(D+(ΩX)) ⊆ D+(ΩY ).

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.29 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Y,T2, σ) ïîòî÷å÷íî äèñ-
ñèïàòèâíà è ΩY = h(ΩX) êîìïàêòíî. Òàê êàê ϕ : Y → X åñòü ãîìîìîð-
ôèçì (Y,T2, σ) â (X,T1, π), òî ñîãëàñíî ëåììå 28 ϕ(D+(ΩY )) ⊆ D+(ΩX)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

D+(ΩY ) = h ◦ ϕ(D+(ΩX)) ⊆ h(D+(ΩX)).

Ïóñòü (X,T1, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Ñîãëàñíî òå-
îðåìå 1.6.15 äëÿ ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (Y,T2, σ) äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî åå öåíòð Ëåâèíñîíà JY ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì
ìíîæåñòâîì. Òàêæå, êàê è â òåîðåìå 2.3.29, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0
(η > 0) ìîæíî ïîäîáðàòü δ(ε) > 0 (ξ(η) > 0) òàê, ÷òî
(2.3.82) ρ(h(x), JY ) < ε (ρ(ϕ(y), JX) < η)

ïðè âñåõ x ∈ B(JX , δ) (y ∈ B(JY , ξ)). Òàê êàê X,T1, π) ëîêàëüíî äèññè-
ïàòèâíà, òî ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî
(2.3.83) lim

t→+∞β(πtB(JX , γ), JX) = 0.

Ïîëîæèì ν = ξ(γ) > 0 è ïîêàæåì, ÷òî
lim

t→+∞β(σtB(JY , ν), JY ) = 0.

Ïóñòü ε > 0, ñîãëàñíî (2.3.83) íàéäåòñÿ L(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
(2.3.84) πtB(JX , γ) ⊆ B(JX , δ)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Â ñèëó âûáîðà ν èìååì
(2.3.85) ϕ(B(JX , γ)) ⊆ B(JX , γ).

Èç âêëþ÷åíèé (2.3.84) è (2.3.85) âûòåêàåò, ÷òî
(2.3.86) πtϕ(B(JX , γ)) ⊆ B(JX , δ)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Èç (2.3.82) è (2.3.86) ïîëó÷àåì
(2.3.87) h(πtϕ(B(JY , ν))) ⊆ B(JY , ε)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Òàê êàê h ◦ πt ◦ ϕ = σt ◦ h ◦ ϕ = σt (h ◦ ϕ = IdY ) ïðè
âñåõ t ∈ T1, òî èç (2.3.87) èìååì

σtB(JY , ν) ⊆ B(JY , ε)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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2.4. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êîíâåðãåíöèåé
Èçó÷èì îäèí ñïåöèàëüíûé êëàññ íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñ-

òåì, íàçûâàåìûõ ñèñòåìàìè ñ êîíâåðãåíöèåé.
Íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 íàçîâåì êîíâåðãåíò-

íîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) (X,T1, π) è (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíû;
(2) JX

⋂
Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó xy (ò.å. JX

⋂
Xy = {xy}),

êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY , ãäå JX(JY ) - öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) ((Y,T2, σ)).

Íàïîìíèì, ÷òî öåëîé òðàåêòîðèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x ∈ X, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : S → X, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ϕ(0) = x è πtϕ(s) =
ϕ(t + s) ïðè âñåõ t ∈ T1 è s ∈ S.

Ìíîæåñòâî K ⊆ X íàçîâåì ñëàáî èíâàðèàíòíûì, åñëè ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó x ∈ K ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà öåëàÿ òðàåêòîðèÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ
â K.

Ïóñòü K ⊆ X è K
⊗

K = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ K,h(x1) = h(x2)}. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 29. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà, K ⊆ X - êîìïàêòíîå ñëàáî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
è M = h(K). Åñëè
(2.4.88) lim

t→+∞ sup
(x1,x2)∈K

N
K

ρ(x1t, x2t) = 0,

òî Ky = K
⋂

Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè ïðè âñåõ y ∈ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ y0 ∈
M , òàêîå ÷òî Ky0 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x̄1 è
x̄2. Òàê êàê K ñëàáî èíâàðèàíòíî, òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ òðàåêòîðèÿ ϕi,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x̄i(i = 1, 2) ïðè t = 0 è öåëèêîì íàõîäÿùàÿñÿ â
K, ò.å. ϕi(S) ⊆ K. Ïóñòü 0 < ε < ρ(x̄1,x̄2)

2 è L(ε) > 0 òàêîâû, ÷òî
(2.4.89) ρ(x1t, x2t) < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε) è (x1, x2) ∈ K
⊗

K. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì
(2.4.90) ρ(x̄1, x̄2) = ρ(πtϕ1(−t), πtϕ2(−t)) < ε

ïðè t ≥ L(ε). Íåðàâåíñòâî (2.4.90) ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (X,T, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A),
åñëè äëÿ ëþáîãî K ∈ C(X), ìíîæåñòâî Σ+(K) :=

⋃{πtK | t ≥ 0}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç LX ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ X, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäèò ÷îòÿ áû îäíà öåëàÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêíàÿ òðàåêòîðèÿ (X,
T1, π).
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Çàìå÷àíèå 2.4.8. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (X,T1, π) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî LX = JX , ãäå
JX öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+
x = {xt | t ≥ 0} àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54), åñëè
(1) äëÿ ëþáûõ ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε, x) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, p) < δ

(h(x) = h(p)) âëå÷åò ρ(xt, pt) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;
(2) ñóùåñòâóåò γ = γ(x) > 0 òàêîå, ÷òî èç (x, p) ∈ X

⊗
X è ρ(x, p) <

γ ñëåäóåò lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0.

Òåîðåìà 2.4.31. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñ- ëîâèþ (A) è (Y,T2, σ)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) LX
⋂

Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè, êàêîâî áû íè áûëî
y ∈ JY ;

(2) êàæäàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+
x = {xt | t ≥ 0} àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1.54).
(3) (a) äëÿ ëþáîãî ε > 0 è K ∈ C(X) ñóùåñòâóåò δ(ε,K) > 0

òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2), x1, x2 ∈ K) âëå÷åò
ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;

(b) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X;

(4) Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.4.88) äëÿ ëþáûõ K ∈ C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. è äîêàæåì 2.. Ïðåæäå
âñåãî äîêàæåì 2a. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî 2.(a) íåâåðíî, òî íàéäóòñÿ p0 ∈
X, ε0 > 0, pn → p0 (h(pn) = h(p0)) è tn → +∞ òàêèå, ÷òî

(2.4.91) ρ(pntn, p0tn) ≥ ε0.

Òàê êàê (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A), òî ïîñëåäîàòåëüíîñòè
{pntn} è {p0tn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì p̄ = lim

n→+∞ pntn

è p̄0 = lim
n→+∞ p0tn. Èç íåðàâåíñòâà (2.2.70) ñëåäóåò, ÷òî p̄ 6= p̄0. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, h(p̄) = lim
n→+∞h(pn)tn = lim

n→+∞h(p0)tn = h(p̄0) = ȳ ∈ JY , è,
ñîãëàñíî ëåììå 3, p̄, p̄0 ∈ LX

⋂
Xȳ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 2a. Ïîêàæåì
òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî (x1, x2) ∈ X

⊗
X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(2.4.92) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ïðîòèâíîå, òî íàéäóòñÿ (x0
1, x

0
2) ∈ X

⊗
X, ε > 0 è

tn → +∞ òàêèå, ÷òî

(2.4.93) ρ(x0
1tn, x0

2tn) ≥ ε0.
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Òàê êàê (X,T, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{x0

i tn} (i = 1, 2) è {y0tn} (y0 = h(x0
1) = h(x0

2)) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìè-
ñÿ. Ïîëîæèì x̄0

i = lim
n→+∞x0

i tn è ȳ0 = lim
n→+∞ y0tn, òîãäà x̄0

1, x̄
0
2 ∈ LX

⋂
Xȳ0 ,

è â ñèëó óñëîâèÿ 1. x̄0
1 = x̄0

2. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.4.93).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç 2. ñëåäóåò 3. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî åñëè
p0 ∈ X è x ∈ Xq (q = h(p)), òî

(2.4.94) lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gq ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
x ∈ Xq, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.4.94). Â ñèëó íàøåãî
äîïóùåíèÿ Gq 6= Xq. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî Gq

îòêðûòî â Xq. Ïîëîæèì Γq := ∂Gq (∂Gq - ãðàíèöà Gq) è ïóñòü p̄ ∈ Γq.
Òîãäà B(p̄, γ(p̄)) èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Gq è ñ Xq \ Gq. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøíèÿ ñîâìåñòíî âûïîëíÿòñÿ íå ìîãóò è, ñëåäî-
âàòåëüíî, Γq = ∅ äëÿ ëþáîãî q ∈ Y , ò.å. Xq = Gq. Ïóñòü òåïåðü K ∈ C(X)
è ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ(ε,K) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) =
h(x2), x1, x2 ∈ K) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε äëÿ âñåõ t ≥ 0. Åñëè äîïóñòèòü,
÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ K0 ∈ C(X), ε0 > 0, δn → 0, {xi

n} ⊆ K0 (i =
1, 2) è tn → +∞ òàêèå, ÷òî ρ(x1

n, x2
n) < δn è

(2.4.95) ρ(x1
ntn, x2

ntn) ≥ ε0

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi
n} (i = 1, 2) ìîæíî

ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄ = lim
n→+∞x1

n = lim
n→+∞x2

n (x̄ ∈ K0).
Òàê êàê ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x̄ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî äëÿ ε0
3 > 0

è x̄ > 0 ñóùåñòâóåò δ( ε0
3 , x̄) òàêîå, ÷òî ρ(x, x̄) < δ( ε0

3 , x̄) (h(x) = h(x̄))
âëå÷åò ρ(xt, x̄t) < ε0

3 ïðè âñåõ t ≥ 0. Òàê êàê xi
n → x̄ (i = 1, 2) ïðè

n → +∞, òî ñóùåñòâóåò n̄ ∈ N òàêîå, ÷òî ρ(xi
n, x̄) < ε0

3 ïðè âñåõ n ≥ n̄.
Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

(2.4.96) ρ(x1
nt, x2

nt) ≤ 2ε0

3

ïðè âñåõ t ≥ 0 è n ≥ n̄. Îäíàêî, íåðàâåíñòâî (2.4.96) ïðîòèâîðå÷èò
(2.4.95). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç 2. ñëåäóåò 3.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç óñëîâèÿ 3. ñëåäóåò 4. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî èç 3. íå ñëåäóåò 4., òî
íàéäóòñÿ ε0 > 0,K0 ∈ C(X), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → +∞ è {xi

n} ⊆ K0

(i = 1, 2;h(x1
n) = h(x2

n)) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.4.95). Â
ñèëó êîìïàêòíîñòè K0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi

n} (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì xi = lim

n→+∞xi
n, 0 < ε < ε0 è δ( ε

3 ,K0) > 0 âûáðàíî
ïî ε0

3 è ïî êîìïàêòó K0 ∈ C(X) èç óñëîâèÿ 3.(a). Òàê êàê h(x1) = h(x2)
è x1, x2 ∈ K0, òî äëÿ ÷èñëà ε

3 íàéäåòñÿ L( ε
3 , x1, x2) > 0 òàêîå, ÷òî
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ρ(x1t, x2t) < ε
3 äëÿ âñåõ t ≥ L( ε

3 , x1, x2), è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(x1

ntn, x2
ntn) ≤ ρ(x1

ntn, x1tn)
+ρ(x1tn, x2tn) + ρ(x2tn, x2

ntn) < ε(2.4.97)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Íåðàâåíñòâî (2.4.97) ïðîòèâîðå÷èò (2.4.95).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå äîïóùåíèå íå èìååò
ìåñòà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.4.88). Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî èç
4. ñëåäóåò 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ
y0 ∈ JY , òàêîå, ÷òî LX

⋂
Xy0 ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè. Ïóñòü x1, x2 ∈

LX
⋂

Xy0 (x1 6= x2) è M - êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå òî÷êè x1 è x2. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 29 My0 = M

⋂
Xy0 ñîäåðæèò

íå áîëåå îäíîé òî÷êè, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, x1 6= x2 è x1, x2 ∈ My0 .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíû,
òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà;
(2) êàæäàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x (x ∈ X) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà;
(3) (a) äëÿ ëþáîãî ε > 0 è K ∈ C(X) ñóùåñòâóåò δ(ε,K) > 0

òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2), x1, x2 ∈ K);
(b) lim

t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 äëÿ ëþáûõ (x1, x2) ∈ X×̇X;
(4) äëÿ ëþáîãî K ∈ C(X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.4.88).
Òåîðåìà 2.4.32. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòî íîìíàÿ

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïà- òèâíà è (X,T1, π)
ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíà (ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò δ =
δx > 0 è l = lx > 0 òàêèå, ÷òî πlB(x, δx) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x ñèñòåìû (X,T1, π)
áûëà îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé è ÷òîáû áûëà êîíâåðãåíòíîé ñèñòåìà
〈(h−1(JY ),T1, π), (JY ,T2, σ), h〉, ãäå JY - öåíòð Ëåâèíñîíà (Y,T2, σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèñ-
ñèïàòèâíà. Äëÿ ýòîãî â óñëîâèÿõ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ΩX =⋃{ωx|x ∈ X} êîìïàêòíî. Çàìåòèì, ÷òî h(ωx) ⊆ ωh(x) ⊆ JY è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ωx ⊆ h−1(JY ). Òàê êàê ωx êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî, òî ωx ⊆ J̃ ,
ãäå J̃ öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (h−1(JY ),T1, π). Òàêèì
îáðàçîì, ΩX ⊆ J̃ , è, ñëåäîâàòåëüíî, ΩX êîìïàêòíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1.4.7 äëÿ ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîòî÷å÷íàÿ
è êîìïàêòíàÿ äèññèïàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, (X,T1, π)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Ïóñòü JX - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π), òîãäà
h(JX) ⊆ JY è, ñëåäîâàòåëüíî, JX ⊆ h−1(JY ). Òàê êàê J̃ - ìàêñèìàëüíîå
êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â (h−1(JY ),T1, π), òî JX ⊆ J̃ , è
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ïîýòîìó JX
⋂

Xy ⊆ J̃
⋂

Xy ïðè âñåõ y ∈ JY . Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî JX

⋂
Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè, êàêîâî

áû íè áûëî y ∈ JY . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4.33. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòî íîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è ñóùåñò-
âóåò y0 ∈ Y òàêîå, ÷òî Y = H+(y0). Äëÿ òîãî ÷òîáû 〈(X,T1, π), (Y,
T2, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A);
(2) LX

⋂
Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè, êàêîâî áû íè áûëî

y ∈ JY = ωy0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1 è 2 î÷åâèäíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x0 ∈ Xy0 , òîãäà h(H+(x0)) = H+(y0) è h(ωx0) =

ωy0 . Äàëåå çàìåòèì, ÷òî h(ΩX) ⊆ ΩY ⊆ JY = ωy0 è òàê êàê ωx0 ⊆ ΩX ,
òî h(ΩX) = ωy0 . Òàê êàê ΩX ⊆ LX , LX

⋂
Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé

òî÷êè ïðè âñåõ y ∈ JY = ωy0 . Òàêèì îáðàçîì, ΩX = ωx0 êîìïàêòíî, à,
çíà÷èò, (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Òàê êàê (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî
äèññèïàòèâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.12
(X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Ïóñòü JX - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π),
òîãäà JX ⊆ LX , è, ñëåäîâàòåëüíî, JX

⋂
Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé

òî÷êè, êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òî÷êà y0 ∈ Y íàçûâàåòñÿ [133] àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîé (àñèìï-

òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíîé), åñëè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ (τ -ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, ðåêóððåíòíàÿ) òî÷êà p ∈ Y òàêàÿ, ÷òî

(2.4.98) lim
t→+∞ ρ(y0t, qt) = 0.

Çàìå÷àíèå 2.4.9. 1. Ïóñòü Y = H+(y0) êîìïàêòíî. Òîãäà äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JY = ωy0;

2. Ïóñòü y0 àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðè-
îäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíà) è Y = H+(y0). Òîãäà (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è
JY = ωy0.

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ [133] ñðàâíèìîé ïî âîçâðàùàåìîñòè â ïðå-
äåëå ñ y ∈ Y , åñëè Ly ⊆ Lx, ãäå Ly = {{tn}|tn → +∞ è {ytn} ñõîäèòñÿ
}.

Èçâåñòíî [133],[91], ÷òî òî÷êà x ∈ X, ñðàâíèìàÿ ïî âîçâðàùàåìîñòè
â ïðåäåëå ñ y ∈ Y , èìååò òîò æå õàðàêòåð âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå,
÷òî è y ∈ Y . Â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèì-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è x ∈ X ñðàâíèìà ïî âîçðàùàåìîñòè â ïðåäåëå
ñ y ∈ Y , òî è òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè
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τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíà).

Òåîðåìà 2.4.34. Ïóñòü y0 àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è Y = H+(y0). Òîãäà ÷òîáû ñèñòåìà 〈(X, T1,
π), (Y,T2, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A);
(2) êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå

ñ y = h(x), è, â ÷àñòíîñòè, x àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìï- òîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, àñèìòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà);

(3) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è K ∈ C(X) ñóùåñòâóåò δ = δ(ε,K) òàêîå,
÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2), x1, x2 ∈ K) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) <
ε äëÿ ëþáîãî t ≥ 0;

(4) ðàâåíñòâî lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ (x1, x2)

∈ X×̇X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1., 3. è 4. âûòåêàåò èç
çàìå÷àíèÿ 2.4.9. Íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååò
ìåñòî óñëîâèå 2. Ïóñòü x ∈ X è y = h(x), òîãäà ñîãëàñíî êîíâåðãåíòíîñòè
ñèñòåìû 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ìíîæåñòâî H+(x) êîìïàêòíî. Çàìåòèì,
÷òî ωx

⋂
Xq ⊆ JX

⋂
Xq äëÿ ëþáîãî q ∈ ωy, è òàê êàê 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ),

h〉 êîíâåðãåíòíà, òî ωx
⋂

Xq ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1 [91] òî÷êà x ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå ñ y. Åñëè y ∈
H+(y0), òî î÷åâèäíî, ÷òî y àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè
ω-ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíà) è, ñëåäîâàòåëüíî, x òîæå.

Ïîêàæåì, ÷òî 1., 2., 3. è 4. îáóñëàâëèâàþò êîíâåðãåíòíîñòü ñèñòåìû
〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉. Ñíà÷àëà èç óñëîâèÿ 2. ïîëó÷àåì, ÷òî ωx 6= ∅,
êîìïàêòíî, ìèíèìàëüíî è h(ωx) = ωy0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Îòìåòèì, ÷òî
ωx

⋂
Xq ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó äëÿ ëþáîãî q ∈ ωy0 . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóþò q0 ∈ ωy0 , p1, p2 ∈ ωx
⋂

Xq (p1 6= p2) è tin → +∞
(i = 1, 2) òàêèå, ÷òî xtin → pi (i = 1, 2) ïðè n → +∞. Çàìåòèì, ÷òî
ytin → q0 (i = 1, 2) ïðè n → +∞, ãäå y = h(x). Ïîëîæèì t̃2n−1 = t1n
t̃2n = t2n äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òîãäà {t̃n} ∈ Ly è ñëåäîâàòåëüíî {t̃n} ∈ Lx,
ò.å. {xt̃n} ñõîäèòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p1 = p2. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p1 è p2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîá-
õîäèìîå óòâåðæäåíèå. Äîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî ωx1

⋂
Xq = ωx2

⋂
Xq äëÿ

âñåõ x1, x2 ∈ X è q ∈ ωy0 . Ïóñòü q ∈ ωy0 , {pi} = ωxi

⋂
Xq (i = 1, 2)

è {tn} ∈ Lq òàêèå, ÷òî qtn → q. Èç óñëîâèÿ 4. è ìèíèìàëüíîñòè ωxi

(i = 1, 2) èìååì ρ(p1tn, p2tn) → 0 ïðè n → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, p1 = p2.
Òàêèì îáðàçîì ωx1 = ωx2 äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
(X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, è òàê êàê îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ



60 2. ÍÅÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

(A), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.33 (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.4.31
è çàìå÷àíèå 2.4.8.

Ñëåäñòâèå 12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.32 åñëè ïðîñòðàíñòâî X
ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî óñëîâèå 1. òåîðåìû 2.4.34 âûòåêàåò èç óñëîâèé
2., 3. è 4.

Òåîðåìà 2.4.35. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è åå öåíòð
Ëåâèíñîíà JY ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì (ò.å. ëþáàÿ ïî-
ëóòðàåêòîðèÿ Σ+

y (y ∈ JY ) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé â JY ). Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà;
(2) (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A) è äëÿ ëþáîãî K ∈ C(X)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.4.88).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11 èç 1. ñëåäóåò 2. Ïîýòîìó
äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç 2
ñëåäóåò 1. Ïóñòü K ∈ C(X). Òàê êàê Σ+(K) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,
òî ñîãëàñíî ëåììå 3 ìíîæåñòâî ω(K) =

⋂
t≥0

⋃
τ≥t

πτK íåïóñòî, êîìïàêòíî,

èíâàðèàíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, h(ω(K)) ⊆ ω(h(K)) ⊆ JY , òàê êàê JY

ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â Y . Â ñèëó ìèíè-
ìàëüíîñòè JY èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(2.4.99) h(ω(K)) = JY .

Çàìåòèì, ÷òî ω(K1) = ω(K2) äëÿ ëþáîãî K1 è K2 èç C(X). Äåéñòâèòåëü-
íî, òàê êàê M = ω(K1)

⋃
ω(K2) êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî, à JY ìèíè-

ìàëüíî, òî h(M) = JY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 29 My =
M

⋂
Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY . Äàëåå,

òàê êàê ω(Ki)
⋂

Xy ⊆ M
⋂

Xy(i = 1, 2), òî ω(K1)
⋂

Xy = ω(K2)
⋂

Xy =
M

⋂
Xy ïðè âñåõ y ∈ JY è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(K1) = ω(K2). Ïîñêîëüêó

ω(K1) = ω(K2) äëÿ ëþáûõ K1 è K2 èç C(X), òî (X,T1, π) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.31 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåð-
ãåíòíà.

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, JY ìèíèìàëü-
íî è (X,T1, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A), òîãäà óñëîâèÿ 1.-4. â ñëåäñò-
âèè 11 ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 2.4.36. Ïóñòü (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïà- òèâíà è h(LX)
= JY . Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π),
(Y,T2, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî, à åñëè JY = Y , òî è
äîñòàòî÷íî, âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) Σ+
x îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, êàêîâî áû íè áûëî x ∈ X, è LX

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî;
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(2) LX
⋂

Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó êàêîâî áû íè áûëî y ∈ Y ;
(3) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, xy) < δ

({xy} = LX
⋂

Xy è h(x) = y ∈ JY ) âëå÷åò ρ(xt, xyt) < ε ïðè
âñåõ t ≥ 0 è x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîí-
âåðãåíòíà, òîãäà (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX = LX . Î÷åâèä-
íî, ÷òî óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è 3. Äîïóñ-
òèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, δn ↓ 0, {xn} èç X è {yn} èç
JY è tn → +∞ òàêèå, ÷òî ρ(xn, xyn) < δn (yn = h(xn)) è
(2.4.100) ρ(xntn, xyntn) ≥ ε0.

Òàê êàê JY è JX êîìïàêòíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} è {xyn} ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì y0 = lim

n→+∞ yn, òîãäà xy0 = lim
n→+∞xyn =

lim
n→+∞xn. Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x̄ = lim

n→+∞xntn. Äàëåå,
òàê êàê yntn ∈ JY , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yntn} òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ, è ïîëîæèì ȳ = lim

n→+∞ yntn. Çàìåòèì, ÷òî

h(x̄) = lim
n→+∞h(xn)tn = lim

n→+∞ yntn = ȳ, x̄ ∈ JX ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, x̄ ∈ JX
⋂

Xȳ = {xȳ}, ò.å. x̄ = xȳ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.4.100) ïðè n → +∞, èìååì ρ(x̄, xȳ) ≥ ε0. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1., 2. è 3. òåîðåìû. Äëÿ
êîíâåðãåíòíîñòè 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 äîñòàòî÷- íî ïîêàçàòü, ÷òî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è
ΩX =

⋃{ωx|x ∈ X} ⊆ LX . Çàìåòèì, ÷òî LX çàìêíóòî. Ïîêàæåì, ÷òî
LX îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò
ε0 > 0, xn → x0 ∈ LX è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.4.101) ρ(xntn, LX) ≥ ε0.

Òàê êàê yn → y0 = h(x0), ãäå yn = h(xn), òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû xyn →
xy0 = x0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(xn, xyn) ≤ ρ(xn, x0) + ρ(x0, xyn) → 0. Èç
ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è óñëîâèÿ 3. òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ρ(xntn, xyntn)
→ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.4.101). Èòàê, LX êîìïàêòíî,
èíâàðèàíòíî è îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Òàê êàê ΩX ⊆ LX , òî J+(ΩX) ⊆
LX . Ïîêàæåì, ÷òî J+(ΩX) = JX . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̄ ∈ LX è ϕ :
S → LX öåëàÿ òðàåêòîðèÿ (X,T1, π), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x̄ ïðè
t = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αϕx̄ =

⋂
t≤0

⋃
τ≤t

ϕ(τ), òîãäà ΩX
⋂

αϕx̄ 6= ∅. Ïóñòü

p ∈ αϕx̄

⋂
ΩX , òîãäà ñóùåñòâóåò tn → −∞ òàêàÿ, ÷òî ϕ(tn) → p è,

ñëåäîâàòåëüíî, π−tnϕ(tn) = ϕ(0) = x̄, ò.å. x̄ ∈ J+
p ⊆ J+(ΩX). Òàêèì

îáðàçîì, LX ⊆ J+(ΩX), ò.å. LX = J+(ΩX) êîìïàêòíî è îðáèòàëüíî
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óñòîé÷èâî è, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.10, (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4.37. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è Y - êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà;
(2) ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x (x ∈ X) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà
è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà;

(3) (a) ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+
x (x ∈ X) îòíîñèòåëüíî êîì-

ïàêòíà;
(b) lim

t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X×̇X;
(c) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è K ∈ C(X) ñóùåñâóåò δ(ε,K) > 0

òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2);x1, x2 ∈ K) âëå÷åò
ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;

(4) ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+
x (x ∈ X) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà

è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.4.88) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ∈
C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. äîêàçûâàþòñÿ
íåçíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèåé ðàññóæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
2.4.31. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî èç 4. ñëåäóåò 1.. Ïóñòü x0 ∈ X. Òàê êàê Σ+

x0
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,

òî ωx0 6= ∅, êîìïàêòíî è âñå äâèæåíèÿ â ωx0 ïðîäîëæàåìû âëåâî. Ïîëî-
æèì M = ωx0 . Òàê êàê h(ΩX) ⊆ ΩY ⊆ Y è Y ìèíèìàëüíî, òî h(M) =
Y è, ñëåäîâàòåëüíî, My = M

⋂
Xy 6= ∅, êàêîâî áû íè áûëî y ∈ Y .

Ñîãëàñíî ëåììå 22 ìíîæåñòâî My ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè, êàêîâî
áû íè áûëî y ∈ Y . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ωx = M . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K = ωx

⋃
M , òîãäà ñîãëàñíî

ëåììå 29 Ky = K
⋂

Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè ïðè âñåõ y ∈ Y .
Òàê êàê h(ωx) = h(ωx0) = h(K) = Y , òî ωx

⋂
Xy = ωx0

⋂
Xy = K

⋂
Xy

ïðè âñåõ y ∈ Y è, ñëåäîâàòåëüíî, ωx = ωx0 = M ïðè âñåõ x ∈ X. Òàêèì
îáðàçîì, (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Ïóñòü òåïåðü K ∈ C(X),
òîãäà Σ+(K) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè {xn} ⊆ K è
tn → +∞, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ 4. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→+∞ ρ(xntn,Mh(xn)tn) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xntn} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.12 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà. Ïóñòü JX - öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå
29 ìíîæåñòâî JX

⋂
Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êàêîâî áû íè áûëî

y ∈ Y . Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4.38. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è M ⊆ X -
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íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) h(M) = Y ;
(2) M

⋂
Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè, êàêîâî áû íè áûëî y ∈

JY ;
(3) M ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â öåëîì,

ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, p) <
δ (x ∈ Xy, p ∈ My = M

⋂
Xy) âëå÷åò ρ(xt, pt) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0

è lim
t→+∞ ρ(xt,Mh(x)t) = 0 ïðè âñåõ x ∈ X.

Òîãäà íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîí-
âåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è ΩX ⊆ M . Ïîêàæåì, ÷òî
M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò
ε0 > 0, δn ↓ 0, xn ∈ B(M, δn) è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.4.102) ρ(xntn,M) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿ-
ùåéñÿ. Ïóñòü x0 = lim

n→+∞xn, xyn ∈ Myn , ρ(xn,M) = ρ(xn, xyn) è y = h(x0),
òîãäà x0 = lim

n→+∞xyn è x0 ∈ My0 . Ïîëîæèì qn = h(xn) è çàìåòèì, ÷òî

(2.4.103) ρ(xn, xqn) ≤ ρ(xn, yn) + ρ(xyn , xqn) → 0.

ïðè n → +∞, òàê êàê qn → y0 è xqn → x0. Èç (2.4.103) è ðàâíîìåðíîé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó â öåëîì ìíîæåñòâà M ñëå-
äóåò, ÷òî
(2.4.104) ρ(xntn, xqntn) = ρ(xntn, xqntn) → 0.

Íåðàâåíñòâî (2.4.104) ïðîòèâîðå÷èò (2.4.102). Òàêèì îáðàçîì, M îðáè-
òàëüíî óñòîé÷èâî è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.10 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,
T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX ⊆ M . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî h(JX) = JY è äëÿ ëþáîãî
y ∈ JY èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå JX

⋂
Xy ⊆ M

⋂
Xy è, ñëåäîâàòåëüíî,

JX
⋂

Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY . Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.4.10. Åñëè ñóùåñòâóåò y0 ∈ Y òàêîå, ÷òî Y =
H+(y0), òî òåîðåìà 2.4.38 î÷åâèäíî îáðàòèìà. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå
M , ôèãóðèðóþùåãî â òåîðåìå 2.4.38, ìîæíî âçÿòü H+(x0), ãäå x0 ∈
Xy0.

2.5. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè êîíâåðãåíòíîñòè íåàâòîíîìíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìàõ 2.3.29 è 2.3.30 óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè ïðè ãîìîìîðôèçìàõ.
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Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå äàþò óñëîâèÿ
äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû (X,T1, π), åñëè òàêîâîé ÿâ- ëÿåòñÿ ñèñòåìà
(Y,T2, σ) è ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì h ïåðâîé íà âòîðóþ.

Ïóñòü h ãîìîìîðôèçì (X,T1, π) íà (Y,T2, σ). Ìíîæåñòâî M ⊆ X
íàçûâàþò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò-
íîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà h, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ =
δ(ε,M) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x1, x2 ⊆ M , äëÿ êîòîðûõ h(x1) = h(x2)
ρ(x1, x2) < δ âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T1, π) íàçûâàþò ðàâíîìåðíî óñ- òîé÷èâîé
(â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà h íà êîì-
ïàêòàõ èç X, åñëè ëþáîé êîìïàêò M ∈ C(X) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî óñ-
òîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà.

Ëåììà 30. Ïóñòü ãîìîìîðôèçì h óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñ-
ëîâèÿì:

(1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå ϕ : Y → X ãî-
ìîìîðôèçìà h;

(2) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ x1, x2 ∈ X (h(x1) = h(x2));

(3) (X,T1, π) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè íà êîìïàêòàõ èç X îòíîñèòåëüíî h.

Òîãäà:
(1) åñëè (Y,T2, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, òî (X,T1, π) òàêæå

ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, ïðè÷åì ΩX è ΩY ãîìåîìîðôíû;
(2) åñëè (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî (X,T1, π) òàêæå

êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, ïðè÷åì ΩX è ΩY ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Y,T2, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâ- íà. Òîãäà
ΩY - íåïóñòîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî,
M := ϕ(ΩY ) ⊆ ΩX òàêæå íåïóñòî, êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî. Äëÿ x ∈ X
è y = h(x) èìååì lim

t→+∞ ρ(xt), ϕ(y)t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Σ+
x îòíîñèòåëüíî

êîìïàêòíî. Êðîìå òîãî ωx ⊆ ωϕ(y) ⊆ ϕ(ΩY ) = M . Îòñþäà ΩX ⊆ M .
Òàêèì îáðàçîì, (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è ϕ(ΩY ) = ΩX . Òàê
êàê ϕ : ΩY → ΩX ðàçäåëÿåò òî÷êè è ΩY êîìïàêòíî, òî ΩY è ΩX

ãîìåîìîðôíû.
Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü (Y,T2, σ) êîì-

ïàêòíî äèññèïàòèâíà. Òîãäà ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå (X,T1, π) ïîòî-
÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Ïîëîæèì

M := ϕ(JY ) = ϕ(D+(ΩY )) ⊆ D+(ΩX).

Ïîêàæåì, ÷òî M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ε0, xn → x0 ∈ M è tn → +∞, òàêèå ÷òî
(2.5.105) ρ(xntn,M) ≥ ε0.

Çàìåòèì, ÷òî h(xn) = yn → y0 = h(x0) ∈ h(M) = hϕ(JY ) = JY è â
ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (Y,T2, σ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yntn}
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ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì y := lim
n→+∞ yntn. ßñíî, ÷òî y ∈ JY

è ϕ(y) = lim
n→+∞ϕ(h(xn))tn. Òàê êàê ϕ : JY → ϕ(JY ) = M ðàçäåëÿåò

òî÷êè è h◦ϕ = idY , òî ϕ : JY → M = ϕ(JY ) åñòü ãîìåîìîðôèçì, ïðè÷åì
ϕ ◦ h(x) = x ïðè âñåõ x ∈ M è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(h(xn)) → ϕ(h(x0)) =
x0 ∈ M . Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
(2.5.106) lim

n→+∞ ρ(xn, ϕ ◦ h(xn)) = 0.

Ïóñòü K = M
⋃ {xn}

⋃ {ϕ ◦ h(xn)}, ε > 0 è δ(ε,K) > 0 - ÷èñëà èç óñëîâèÿ
ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà êîìïàêòàõ
èç X äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà h.
Èç (2.5.106) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî ρ(xn, ϕ ◦ h(xn)) < δ è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(xnt, ϕ ◦ h(xn)t) < ε ïðè
âñåõ t ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè,
(2.5.107) ρ(xntn, ϕ ◦ h(xn)tn) < ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Èç (2.5.107) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò,
÷òî lim

n→+∞xntn = lim
n→+∞ϕ◦h(xn)tn = ϕ(y) ∈ M . Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò

(2.5.105). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî M îðáèòàëüíî óñ-
òîé÷èâî. Èòàê, (X,T1, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, ΩX ⊆ M , M íåïóñòî,
êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.10
(X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX ⊆ M = ϕ(JY ) ⊆ D+(ΩX).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.8 è ñëåäñòâèþ 5 JX = ϕ(JY ) = D+(ΩX). Òàêèì
îáðàçîì, ϕ åñòü ãîìåîìîðôèçì JY íà JX . Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 14. Â óñëîâèÿõ ëåììû 30, åñëè (Y,T2, σ) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà, òî 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåì-
ìû 30 è ñëåäñòâèÿ 11.

Ïóñòü (Y,S, σ) - ãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (X, S+, π) - ïîëó-
ãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è h : X → Y - ãîìîìîðôèçì (X, S+, π)
íà (Y,S, σ). Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X, S+, π),
(Y,S , π) , h〉 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Γb(Y,X) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ñå÷åíèé ãîìîìîðôèçìà h. Ðàâåíñòâîì
(2.5.108) d(ϕ1, ϕ2) := sup

y∈Y
ρ(ϕ1(y), ϕ2(y))

îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà íà Γb(Y, X).
Ïîëîæèì X

⊗
X := {(x1, x2) : x1, x2 ∈ X, h(x1) = h(x2)} è ïóñòü V :

X
⊗

X → R+ - îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) a(ρ(x1, x2)) ≤ V (x1, x2) ≤ b(ρ(x1, x2)) ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X,

ãäå a, b íåêîòîðûå ôóíêöèè èç A (A := {a | a : R+ → R+, a
íåïðåðûâíî, ñòðîãî âîçðàñòàåò è a(0) = 0 }) è Im(a) = Im(b) ;

(2) V (x1, x2) = V (x2, x1) ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X
⊗

X;
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(3) V (x1, x2) ≤ V (x1, x3) + V (x3, x1) ïðè âñåõ x1, x2, x3 ∈ X òàêèõ,
÷òî h(x1) = h(x2) = h(x3).

Èç óñëîâèé 1.�3. ñëåäóåò, ÷òî V íà êàæäîì ñëîå Xy = h−1(y) çàäàåò
ìåòðèêó, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ ρ.

Ëåììà 31. Ïóñòü V : X
⊗

X → R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.�3..
Òîãäà ðàâåíñòâîì

(2.5.109) p(ϕ1, ϕ2) := sup{V (ϕ1(y), ϕ2(y))| y ∈ Y }
îïðåäåëÿåòñÿ íà Γb(Y, X) ïîëíàÿ ìåòðèêà, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íàÿ (2.5.108).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ 1. ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V îáðàùàåòñÿ
â íóëü òîëüêî ïî äèàãîíàëè X

⊗
X, ò.å. V (x1, x2) = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà x1 = x2. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.5.109), ñëåäóåò, ÷òî
d(ϕ,ψ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ = ψ.

×òî êàñàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòè d (d(ϕ,ψ) = d(ψ, ϕ)), òî ýòî ñëåäóåò
èç ñâîéñòâà 2. ôóíêöèè V . Íàêîíåö, èç 3. ñëåäóåò, ÷òî d óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåòðèê (2.5.108) è (2.5.109) ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ 1.

Èòàê, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà (Γb(Y,X), d). Ïóñòü {ϕn} - ôóíäàìåíòàëüíàÿ â
(Γb(Y,X), d) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. d(ϕn, ϕm) → 0 ïðè n, m → +∞.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî V (ϕn(y), ϕm(y)) < a(ε)
ïðè âñåõ y ∈ Y è n,m > N1(ε). Òîãäà

a(ρ(ϕn(y), ϕm(y))) ≤ V (ϕn(y), ϕm(y)) < a(ε)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(ϕn(y), ϕm(y)) < ε ïðè âñåõ n,m ∈ N1(ε) è y ∈ Y .
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè êàæäîì y ∈ Y ñóùåñòâóåò lim

n→+∞ϕn(y) â (X, ρ). Ïîëîæèì ϕ(y) :=

lim
n→+∞ϕn(y). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî y ∈ Y è,
ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ Γb(Y,X). Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}
ñõîäèòñÿ ê ϕ â ìåòðèêå d. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ϕn(y) → ϕ(y) ðàâíî-
ìåðíî ïî y ∈ Y â ìåòðèêå ρ, òî äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ N2(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ρ(ϕn(y), ϕm(y)) < b−1(ε) ïðè âñåõ n ≥ N2(ε) è
y ∈ Y . Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

V (ϕn(y), ϕ(y)) ≤ b(ρ(ϕn(y), ϕ(y))) < b(b−1(ε)) = ε

ïðè âñåõ n ≥ N2(ε) è y ∈ Y , ò.å. d(ϕn, ϕ) → 0 ïðè n → +∞. Ëåììà
äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç St : Γb(Y, X) → Γ(Y, X) îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì (Stϕ)(y) = πtϕ(σ−1y) ïðè âñåõ t ∈ S+, ϕ ∈ Γb(Y, X) è y ∈ Y .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî {St}t≥o îáðàçóåò êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó.
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Ëåììà 32. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V : X
⊗

X → R+, óäîâëåò-
âîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 1.�3. è

4. V (x1t, x2t) ≤ N e−νtV (x1, x2) (∀(x1, x2) ∈ X
⊗

X, t ≥ 0), ãäå
N , ν > 0,

òî ïîëóãðóïïà {St}t≥0 èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó ϕ ∈ Γb(Y, X), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ñå÷åíèåì h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
p(Stϕ1, S

tϕ2) = sup{V (πtϕ1(σ−ty), πtϕ2(σ−ty))| y ∈ Y }
≤ N e−νt sup{V (ϕ1(σ−ty), ϕ2(σ−ty)) | y ∈ Y } ≤ N e−νtp(ϕ1, ϕ2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, St ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿìè.
Îòñþäà â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè {St} ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáùåé íå-
ïîäâèæíîé òî÷êè ϕ ïîëóãðóïïû {St}t≥0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ñå÷åíèåì h. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.5.39. Ïóñòü 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) (Y,S, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà;
(2) Γb(Y, X) 6= ∅;
(3) ñóùåñòâóåò V : X

⊗
X → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 1.�

4. ëåììû 32.
Òîãäà (X, S+, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX è JY ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñîãëàñíî ëåììå 32 ïîëóãðóïïà
{St}t≥0 èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ϕ, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ñå÷åíèåì ãîìîìîðôèçìà h.

Êðîìå òîãî
a(ρ(x1t, x2t)) ≤ V (x1t, x2t)

≤ N e−νtV (x1, x2) ≤ N e−νtb(ρ(x1, x2)).

Îòñþäà lim
t→+∞ a(ρ(x1t, x2t)) = 0 äëÿ ëþáûõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X è, ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0. Ñèñòåìà (X,S+, π) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà

îòíîñèòåëüíî h. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > 0 è δ(ε) = b−1(Na(ε)). Òîãäà
ρ(x1, x2) < δ(ε) (h(x1) = h(x2)) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 30.

Ñëåäñòâèå 15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.5.39 íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,S+, π), (Y, S, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òå-
îðåìû 2.5.39 è ñëåäñòâèÿ 14.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V : X
⊗

X → R+ íåïðåðûâíà, åñëè
xi

n → xi (i = 1, 2 è h(x1
n) = h(x2

n)) âëå÷åò V (x1
n, x2

n) → V (x1, x2).
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Òåîðåìà 2.5.40. Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : X

⊗
X → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(1) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. V (x1, x2) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x1 = x2;

(2) V (x1t, x2t) ≤ V (x1, x2) ïðè âñåõ t ≥ 0 è (x1, x2) ∈ X
⊗

X;
(3) V (x1t, x2t) = V (x1, x2) ïðè âñåõ t ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x1 = x2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïîêàæåì ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 è êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâóåò δ(ε,K) > 0 òàêîå, ÷òî
ρ(x1, x2) < δ (x1, x2 ∈ K è h(x1) = h(x2)) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè
âñåõ t ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ
ε0 > 0, êîìïàêò K0 ⊆ X, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn ↓ 0, {xi

n} ⊆ K0 (i = 1, 2
è h(x1

n) = h(x2
n)) è tn → +∞ òàêèå, ÷òî

(2.5.110) ρ(x1
n, x2

n) < δn è ρ(x1
ntn, x2

ntn) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi
ntn}

(i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄i := lim
n→+∞xi

ntn (i =

1, 2). Ïîíÿòíî, ÷òî h(x̄1) = h(x̄2). Ïîñêîëüêó, {xi
n} ⊆ K, òî èõ òàêæå

ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ñîãëàñíî (2.5.110) lim
n→+∞x1

n = lim
n→+∞x2

n =
x̄ è

0 ≤ V (x̄1, x̄2) = lim
n→+∞V (x1

ntn, x2
ntn)

≤ lim
n→+∞V (x1

n, x2
n) = V (x̄, x̄) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x̄1 = x̄2. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò (2.5.110).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X (h(x1) = h(x2))

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ y0 ∈ Y, x̄1, x̄2 ∈ Xy0 , ε0 > 0
è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.5.111) ρ(x̄1tn, x̄2tn) ≥ ε0.

Ïóñòü (X ×X,T1, π × π) = (X,T1, π)× (X,T1, π) - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
(X,T1, π) è (X,T1, π). Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π)
òî÷êà (x̄1, x̄2) ∈ X ×X óñòîé÷èâà L+ â (X ×X,T1, π × π), è èç óñëîâèÿ
2 òåîðåìû âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà
(2.5.112) V0 = lim

t→+∞V (x̄1t, x̄2t).

Ïóñòü (p, q) ∈ ω(x̄1, x̄2), òîãäà èç (2.5.112) ñëåäóåò, ÷òî V (p, q) = V0. Â
ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ω(x̄1, x̄2) èìååì V (pt, qt) = V (p, q) ïðè âñåõ t ∈ T,
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è ñîãëàñíî óñëîâèþ 3 òåîðåìû p = q, ò.å.
(2.5.113) ω(x̄1,x̄2) ⊆ ∆X = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ X}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x̄itn} (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëî-
æèì p̄ = lim

n→+∞ x̄1tn è q̄ = lim
n→+∞ x̄2tn, òîãäà (p̄, q̄) ∈ ω(x̄1,x̄2) è èç (2.5.111)

ñëåäóåò, ÷òî p̄ 6= q̄. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ (2.5.113). Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.4.31 íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (2.1.54) êîíâåðãåíòíà.

Îáðàòíî. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà. Îï- ðåäåëèì
ôóíêöèþ V : X

⊗
X → R+ ðàâåíñòâîì

(2.5.114) V (x1, x2) = sup{ρ(x1t, x2t) | t ≥ 0}.
Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1. è 2. íàøåé òåîðåìû î÷åâèäíûì
îáðàçîì.

Ïîêàæåì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3. òåîðåìû. Ïóñòü V (x1t, x2t)
= V (x1, x2) ïðè âñåõ t ≥ 0. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî x1 6= x2, òî δ :=
V (x1, x2) > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.31 ρ(x1t, x2t) → 0 ïðè t → +∞.
Ïîýòîìó íàéäåòñÿ t0 = t0(δ) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1t, x2t) < δ

2 ïðè âñåõ
t ≥ t0. Ñëåäîâàòåëüíî,

V (x1t0, x2t0) = sup{ρ(x1t, x2t)|t ≥ t0} ≤ δ

2
< V (x1, x2).

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà K ⊆ X

(2.5.115) lim
t→+∞ sup{ρ(x1t, x2t)| x1, x2 ∈ K, h(x1) = h(x2)} = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ε0 > 0,
êîìïàêò K ⊆ X, δn ↓ 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi

n} ⊆ K (i = 1, 2 è
h(x1

n) = h(x2
n)) tn → +∞ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4.95). Íå

óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xi

n} è {xi
ntn} (i = 1, 2) ñõîäÿòñÿ. Ïóñòü lim

n→+∞xi
n = xi (i = 1, 2). Ïîëîæèì

x̄i := lim
n→+∞xi

ntn (i = 1, 2). Çàìåòèì, ÷òî h(x̄1) = h(x̄2) = y, x̄1, x̄2 ∈
ω(K) ⊆ JX è, ñëåäîâàòåëüíî, x̄1 = x̄2. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò (2.4.95).
Òàêèì îáðàçîì, (2.5.115) äîêàçàíî. Èç (2.5.114) è (2.5.115) ñëåäóåò, ÷òî
(2.5.116) V (x1, x2) = ρ(x1τ, x2τ)

ïðè íåêîòîðîì τ(x1, x2) ∈ [0, l(K)].
Ïóñòü (x1

n, x2
n) → (x1, x2) ∈ X

⊗
X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {V (x1

n, x2
n)} =

{ρ(x1
nτn, x2

nτn)} îãðàíè÷åíà, ãäå τn = τ(x1
n, x2

n). Ïîêàæåì, ÷òî îíà èìååò
åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
Ïóñòü Ṽ - îäíà èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {V (x1

n, x2
n)}.

Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {V (x1
kn

, x2
kn

)} òàêàÿ, ÷òî V (x1
kn

, x2
kn

) →
Ṽ ïðè n → +∞. Òàê êàê {τkn} îãðàíè÷åíà, òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Òîãäà Ṽ = ρ(x1τ ′, x2τ ′), ãäå τ ′ = lim

n→+∞ τkn . Ïîêàæåì, ÷òî ρ(x1τ, x2τ) =
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ρ(x1τ
′, x2τ ′) (τ = τ(x1, x2) ≥ 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ (2.5.116) ). Åñëè

äîïóñòèòü, ÷òî ρ(x1τ, x2τ) 6= ρ(x1τ
′, x2τ ′), òî ρ(x1τ, x2τ) > ρ(x1τ

′, x2τ ′).
Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî ρ(x1τ, x2τ) + 2ε < ρ(x1τ, x2τ). Òîãäà äëÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ k ∈ N èìååì |ρ(x1

kn
τ, x2

kn
τ)− ρ(x1τ, x2τ)| < ε è

|ρ(x1
kn

τkn , x2
kn

τkn)− ρ(x1τ ′, x2τ ′)| < ε,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(2.5.117) ρ(x1

kn
τ, x2

kn
τ) > ρ(x1

kn
τkn , x2

kn
τkn) = V (x1

kn
, x2

kn
).

Íåðàâåíñòâî (2.5.117) ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà τkn . Òàêèì îáðàçîì,
V (x1, x2) = ρ(x1τ ′, x2τ ′) è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→+∞V (x1
n, x2

n) = V (x1, x2),
ò.å. V íåïðåðûâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.5.40 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà àáñòðàêòíûå íåàâòîíîìíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû òåîðåì 7.2 è 7.3 èç [74].

Òåîðåìà 2.5.41. Ïóñòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (X,T1, π) è (Y,T2, σ)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : X

⊗
X → R+,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
(2) V (x1t, x2t) < V (x1, x2) ïðè âñåõ t > 0 è (x1, x2) ∈ X

⊗
X \∆X ,

ãäå ∆X = {(x, x) | x ∈ X}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðåä-
èäóùåé òåîðåìû. Äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ
òåîðåìû 2.5.41 âûòåêàþò âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.111.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà è ôóíê-
öèÿ V : X

⊗
X → R+ îïðåäåëåíà óñëîâèåì (2.5.114). Òîãäà îíà íåïðå-

ðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.�3. òåîðåìû 2.5.40. Ïîëîæèì

(2.5.118) V (x1, x2) =
∫ +∞

0
V(x1t, x2t)e−tdt.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V ñëåäóåò åå íåïðåðûâíîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ
îïðåäåëåííîñòü. Ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2. òåîðåìû 2.5.41.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ (x̄1, x̄2) ∈
X

⊗
X è t0 > 0 òàêèå, ÷òî V (x̄1t0, x̄2t0) = V (x̄1, x̄2) è x̄1 6= x̄2. Òîãäà èç

(2.5.118) è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâî ñëåäóåò, ÷òî
(2.5.119) V(x̄1(t0 + t), x̄2(t0 + t)) = V(x̄1t, x̄2t)

ïðè âñåõ t ≥ 0. Â ñèëó (2.5.119) ôóíêöèÿ ϕ(t) = V(x̄1t, x̄2t) ÿâëÿåòñÿ
t0-ïåðèîäè÷åñêîé. Î÷åâèäíî, ϕ íåïðåðûâíà è ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé.
Ïîýòîìó ϕ ïîñòîÿííà, è, ñëåäîâàòåëüíî, V(x̄1t, x̄2t) = V(x̄1, x̄2) ïðè âñåõ
t ≥ 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�3 òåîðåìû 2.5.40,
òî ðàâåíñòâî V(x̄1t, x̄2t) = V(x̄1, x̄2) ïðè âñåõ t ≥ 0 âëå÷åò x̄1 = x̄2.



2.5. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈÇÍÀÊÈ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÎÑÒÈ . . . 71

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó (x̄1, x̄2). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5.42. Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíû è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : X

⊗
X → R+, óäîâëåò-

âîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
(2) V (x1t, x2t) ≤ ω(V (x1, x2), t) ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X è t ≥ 0,

ãäå ω : R+ × R+ → R+ íåóáûâàþùàÿ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé
ôóíêöèÿ è ω(x, t) → 0 ïðè t → +∞ ïðè êàæäîì x ∈ R+.

Òîãäà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11 äëÿ êîíâåðãåíòíîñòè 〈(X,
T1, π), (Y,T2, σ), h〉 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ∈
C(X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 2.4.88. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî K ∈ C(X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(2.5.120) lim

t→+∞ sup
(x1,x2)∈K

N
K

V (x1t, x2t) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê K êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî
V (x1, x2) ≤ α ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ K

⊗
K è V (x̄1, x̄2) = α ïðè íåêîòîðîì

(x̄1, x̄2) ∈ K
⊗

K, è, ñëåäîâàòåëüíî,
(2.5.121) V (x1t, x2t) ≤ ω(V (x1, x2), t) ≤ ω(α, t).

Òàê êàê ω(α, t) → 0 ïðè t → +∞, òî èç (2.5.121) ñëåäóåò (2.5.120).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç (2.5.120) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (2.4.88). Åñëè äîïóñ-
òèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ K ∈ C(X), ε0 > 0, {xi

n} ⊆ K (i = 1, 2)
è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.5.122) ρ(x1

ntn, x2
ntn) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T1, π) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi
ntn}

(i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x̄i = lim
n→+∞xi

ntn, òîãäà
èç íåðàâåíñòâà (2.5.122) ñëåäóåò, ÷òî x̄1 6= x̄2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó (2.5.121)

0 ≤ V (x1
ntn, x2

ntn) ≤ V (α, tn) → 0

ïðè n → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,
V (x̄1, x̄2) = lim

n→+∞V (x1
ntn, x2

ntn) = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî x̄1 = x̄2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2.5.11. a. Óñëîâèå 2. òåîðåìû 2.5.42 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
ôóíêöèÿ V : X

⊗
X → R+ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) V (x1t, x2t) ≤ N e−νtV (x1, x2) ïðè âñåõ t ≥ 0 è (x1, x2) ∈ X
⊗

X
(ω(x, t) = Nxe−νt);
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(2) V (x1t, x2t) ≤ 2V (x1,x2)
2+V (x1,x2)t ïðè âñåõ t ≥ 0 è (x1, x2) ∈ X

⊗
X

(ω(x, t) = 2x
2+xt);

b. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ýòîì ïàðàãðàôå, ñïðàâåäëèâû è â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâà X è Y íå ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè, à
ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîìåòðè÷åñêèìè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî êîíâåðãåíòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè äèññèïàòèâíûìè äèíàìè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Åñëè 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 - íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
ñ êîíâåðãåíöèåé è JX (JY ) - öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X,T1, π) ((Y,T2, σ)), òî JX è JY ãîìåîìîðôíû. Õîòÿ öåíòð Ëåâèíñîíà
êîíâåðãåíòíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîääàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîìó îïè-
ñàíèþ, òåì íå ìåíåå, îí ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Ïðèâåäåì
ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ñêàçàííîå.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü Y := R è (Y,Z+, σ) - êàñêàä, ïîðîæäåííûé ïî-
ëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè íå÷åòíîé ôóíêöèè g, îïðåäåëåííîé íà R+ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(2.5.123) g(y) =





−2y , 0 ≤ y ≤ 1
2

2(y − 1) , 1
2 < y ≤ 1

1
2(y − 1) , 1 < y < +∞.

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî (Y,Z+, σ) äèññèïàòèâíà è JY ⊆ [−1, 1]. Ïîëîæèì
X := R2 è ÷åðåç (X,Z+, π) îáîçíà÷èì êàñêàä, ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëü-
íûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ P : R2 → R2, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì

(2.5.124) P

(
u
y

)
=

(
f(u, y)
g(y)

)
,

ãäå f(u, y) = 1
10u + 1

2y. Íàêîíåö, ïóñòü h = pr2 : X → Y . Èç (2.5.124)
ñëåäóåò, ÷òî h åñòü ãîìîìîðôèçì (X,Z+, π) íà (Y,Z+, σ), è, ñëåäîâàòåëüíî,
〈(X,Z+, π), (Y,Z+, σ), h〉 åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Çà-
ìåòèì, ÷òî
(2.5.125) |(u1, y)− (u2, y)| = |u1 − u2|

= 10|P (u1, y)− P (u2, y)|.
Èç (2.5.125) ñëåäóåò, ÷òî
(2.5.126) |Pn(u1, y)− Pn(u2, y)|

≤ N e−νn|〈u1, y〉 − 〈u2, y〉|
ïðè âñåõ n ∈ Z+, ãäå N = 1 è ν = ln 10. Ïîêàæåì, ÷òî íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,Z+, π), (Y,Z+, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà. Íåïîñðåäñò-
âåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,Z+, π) äèññèïàòèâíà,
ïîýòîìó äëÿ êîíâåðãåíòíîñòè 〈(X,Z+, π), (Y,Z+, σ), h〉 äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî JX

⋂
Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êàêîâî áû íè áûëî
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y ∈ JY . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò y0 ∈ JY è
x1, x2 ∈ JX

⋂
Xy0 è x1 6= x2. Ïóñòü ϕi äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(X,Z+, π), îïðåäåëåííîå íà Z è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó xi (i = 1, 2). Èç
(2.5.126) ñëåäóåò, ÷òî
(2.5.127) |ϕ1(−n)− ϕ2(−n)| ≥ N−1eνn|u1 − u2|
ïðè âñåõ n ∈ Z+, ãäå (ui, y0) = xi (i = 1, 2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(2.5.128) sup

n∈Z
|ϕ1(n)− ϕ2(n)| < +∞.

Íåðàâåíñòâà (2.5.127) è (2.5.128) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, 〈(X,Z+, π), (Y,Z+, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, JX è
JY ãîìåîìîðôíû.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûøå ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé
ìîäèôèêàöèåé îäíîãî ïðèìåðà èç [126, ñòð. 39�42]. Ïðè ýòîì îíè èìåþò
îäèíàêîâûå àòòðàêòîðû, è ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû íà àòòðàêòîðàõ
äåéñòâóþò îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðû Ëåâèíñîíà JX è JY ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðåìåøèâàþùèìè (ñòðàííûìè) àòòðàêòîðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòð Ëåâèíñîíà JX êîíâåðãåíòíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé JY ,
à ïîñëåäíèé ìîæåò áûòü óñòðîåí äîñòàòî÷íî ñëîæíî.

2.6. Íåàâòîíîìíûå äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òî Y êîìïàêòíî, (X,h, Y )
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññîåíèå è | · | íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà
íà (X, h, Y ).

Ëåììà 33. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ âñå òðè òèïà
äèññèïàòèâíîñòè â íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå 〈(X,T, π), (Y,
T, σ), h〉 çêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Y , êîíå÷íîìåðíîñòè è ëî-
êàëüíîé òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ (X,h, Y ) ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî-
êîìïàêòíî. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ
íà òåîðåìó 1.4.7.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.6.43. Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 íåàâòîíîìíàÿ äèíà-

ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû
1. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R òàêîå, ÷òî

(2.6.129) lim sup
t→+∞

|π(t, x)| < R (∀ x ∈ X).

2. ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ
τ = τ(x) > 0 äëÿ êîòîðîãî |π(τ, x)| < r.
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3. ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K1 ⊂ X òàêîé, ÷òî ωx
⋂

K1 6=
∅ ïðè âñåõ x ∈ X.

4. ñóùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K1 ⊂ X òàêîé, ÷òî ∅ 6= ωx ⊆
K2 äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

5. ñóùåñòâóåò ÷èñëî R0 > 0 è äëÿ ëþáîãî R íàéäåòñÿ l(R) > 0
òàêîå, ÷òî

(2.6.130) |π(t, x)| ≤ R0

ïðè âñåõ t ≤ l(R) è |x| ≤ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç 1. ñëåäóåò 2. Ïîêàæåì, ÷òî èî èç
2. ñëåäóåò 3. Âûáåðåì K1 := {x ∈ X : |x| ≤ r}. Â ñèëó êîìïàòíîñòè
Y è êîíå÷íîìåðíîñòè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (X, h, Y ) ìíîæåñòâî K1

êîìïàêòíî. Ïóñòü x ∈ X è tk → +∞, òîãäà ñîãëàñíî 2. ñóùåñòâóåò
τk > 0 òàêîå, ÷òî π(tk + τk, x) ∈ K1 è, ñëåäîâàòåëüíî, {π(tk + τk, x)}
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x̄ = lim

k→+∞
π(tk + τk, x) è çàìåòèì,

÷òî x̄ ∈ ωx
⋂

K1.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç 3. ñëåäóåò 4. Ïóñòü k1 íåïóñòîé êîìïàêò èç

óñëîâèÿ 3. Òîãäà â ñèëó ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè X (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû 33) ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî B(K1, δ) := {x ∈ X : ρ(x,K1) ≤
δ} (ρ ìåòðèêà íà X ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà (X, h, Y ))
êîìïàêòíî. Ïóñòü x ∈ X è Fx := {t ∈ T : π(t, x) /∈ B(K0, δ)}. Åñëè
Fx 6= ∅ è x ∈ B(K1, δ) , òî ïîëîæèì

αx := sup{t : ∀τ ∈ [0, t], π(τ, x) ∈ B(K1, δ)}
è

βx := sup{t : ∀τ ∈]αx, t], π(τ, x) ∈ B(K1, δ)}.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò l0 > 0, ÷òî βx − αx ≤ l0 äëÿ âñÿêîãî x ∈
B(K1, δ) òàêîãî, ÷òî Fx 6= ∅. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ
{xk} ⊆ B(K1, δ) è lk → +∞ òàêèå, ÷òî βxk

− αxk
= lk. Ïîëîæèì x̄k :=

π(αxk
, xk). Çàìåòèì, ÷òî {x̄k} ⊆ B(K1, δ) è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî

ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x̄ = lim
k→+∞

x̄k . Èç îïðåäåëåíèÿ x̄k ñëåäóåò,
÷òî
(2.6.131) ρ(π(t, x̄k),K1) > δ

ïðè âñåõ t ∈]0, lk[. Ïåðåõîäÿ â (2.6.131) ê ïðåäåëó ïðè k → +∞, ìû
ïîëó÷èì ρ(π(t, x̄),K1) ≥ δ ïðè âñåõ t > 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ 3. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî K2 = π([0, l0], B(K1, δ)) íåïóñòî è êîìïàêòíî.
Ïóñòü x ∈ X, òîãäà ëèáî Fx = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= ωx ⊆ B(K1, δ) ⊆
K2. Ëèáî Fx 6= ∅ è òîãäà βx − αx ≤ l0, à çíà÷èò òðàåêòîðèè âûõîäÿùèå
èç K1 â äàëüíåéøåì íå ïîêèäàþò K2. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ òî÷êè x ñîãëñíî3. íàéäåòñÿ τ òàêîå, ÷òî
π(τ, x) ∈ K1.



2.7. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ 75

Ïîêàæåì, ÷òî èç 4. ñëåäóåò 5. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî â óñëîâè-
ÿõ òåîðåìû 2.6.43 ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî-êîìïàêòíî, à äëÿ òàêèõ
ïðîñòðàíñòâ óñëîâèå 4. îçíà÷àåò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π)
ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà (òàêà êàê â ëîêàëüíî-êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
èìååì lim

t→+∞ ρ(π(t, x), ωx) = 0, åñëè ωx åñòü íåïóñòîé êîìïàêò). Â ñèëó
òåîðåìû 1.4.7 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, â èìååòñÿ êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî J (öåíòð
Ëåâèíñîíà), êîòîðîå, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.6, ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî â öåëîì. Ïîëîæèì k := sup{|x| : x ∈ Jy, y ∈ Y } , ãäå
Jy := J

⋂
h−1(y). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè J ÷èñëî k êîíå÷íî. Ïóñòü R0 > k.

Ïîêàæåì, ÷òî âûáðàííîå R0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.6.130). Åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò R̄ > 0, |xn| ≤ R̄ è tn → +∞
òàêèå, ÷òî |π(tn, xn)| > R0 . Ïîñêîëüêó (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà
è ìíîæåñòâî K := {x ∈ X : |x| ≤ R̄} êîìïàêòíî, òî Σ+(K) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, {π(tn, xn)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïî-
ëîæèì x̄ = lim

n→+∞π(tn, xn). Òàê êàê x̄ ∈ Ω(K) ⊆ J , òî |x̄| ≤ k. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû |π(tn, xn)| ≥ R0 > k è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì |x̄| ≥ R0 > k . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî R0 > k
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.6.130).

Íàêîíåö èç 5. ñëåäóåò 1. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.7. Ëèíåéíûå ñèñòåìû
Ïóñòü (X, h, Y ) � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñî ñëî-

åì E è 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 � ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, òî åñòü ïðè êàæäîì y ∈ Y è t ∈ T1 îòîáðàæåíèå πt : Xy → Xσty

ëèíåéíî. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ âûòåêàþò ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.7.44. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ïîòî÷å÷íî äèñ-

ñèïàòèâíà;
(2) Xs = X.
Òåîðåìà 2.7.45. Ïóñòü Y êîìïàêòíî, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîìïàêòíî äèñ-

ñèïàòèâíà;
(2) Xs = X è íóëåâîå ñå÷åíèå θ ðàññëîåíèÿ (X, h, Y ) ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâî, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî |x| < δ âëå÷åò |xt| < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;

(3) â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì,
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷ècëî N òàêîå, ÷òî

(2.7.132) |x| ≤ N |x|
ïðè âñåõ x ∈ X, t ≥ 0, è Xs = X .
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Òåîðåìà 2.7.46. Ïóñòü Y êîìïàêòíî, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ëîêàëüíî äèññè-
ïàòèâíà;

(2) Xs = X è íóëåâîå ñå÷åíèå Θ ðàññëîåíèÿ (X,h, Y ) ðàâíîìåðíî
ïðèòÿãèâàþùåå, òî åñòü ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî

(2.7.133) lim
t→+∞ sup

|x|≤γ
|π(t, x)| = 0;

(3) â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì,
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷ècëà N è ν òàêèå, ÷òî

(2.7.134) |π(t, x)| ≤ Ne−νt|x|
ïðè âñåõ x ∈ X, t ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 2.7.12. a. Äëÿ àâòîíîìíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéí-
ãàóçà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè.

b. Â ïðèìåðå 8 ëèíåéíàÿ àâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X = L2[0, 1], çàäàâàåìàÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì x′ = Ax ñ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì A, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé.

Òåîðåìà 2.7.47. Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 � ãðóïïî-
âàÿ (òî åñòü T = R èëè Z) ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, Y êîìïàêòíî, (X, h, Y ) � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
è ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M è a, ÷òî |πtx| ≤ Mea|t||x|
(x ∈ X, t ∈ T). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òî åñòü ñóùåñò-
âóþò N , ν> 0 òàêèå, ÷òî |xt| ≤ Ne−νt|x| ïðè âñåõ t ≥ 0 è
x ∈ X;

(2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V : X → R+, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
2.a. V � íåêîòîðàÿ íîðìà íà (X, h, Y );
2.b. ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî α|x| ≤

V (x) ≤ β|x| ïðè âñåõ x ∈ X;
2.c. V̇π(x) = −|x| (x ∈ X), ãäå V̇π(x) = lim

t↓0
t−1[V (xt)− V (x)] ïðè

T = R è V̇π(x) = V (x1)− V (x) ïðè T = Z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V : X → R+ ïðè T = R ïî ôîðìóëå

(2.7.135) V (x) =
∫ +∞

0
|xt|dt (x ∈ X).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà (2.7.135) ñëåäóåò, ÷òî V � íåêîòîðàÿ íîðìà
íà (X, h, Y ). Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà V .

a.
1

Ma
|x| ≤ V (x) ≤ N

ν
|x| (x ∈ X).
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Äåéñòâèòåëüíî,

V (x) =
∫ +∞

0
|xt|dt ≤ N

∫ +∞

0
e−νt|x|dt =

N

ν
|x|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |x| = |(xt)(−t)| ≤ Meat|xt| (x ∈ X, t ≥ 0) è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

V (x) =
∫ +∞

0
|xt|dt ≥ 1

M

∫ +∞

0
e−at|x|dt =

1
Ma

|x|.

b. V̇π(x) = −|x| (x ∈ X).
Â ñàìîì äåëå,

V (xt) − V (x) =
∫ +∞

0
|(xt)s|ds−

∫ +∞

0
|xs|ds =

∫ +∞

t
|xs|ds

−
∫ +∞

0
|xs|ds = −

∫ t

0
|xs|ds

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t↓0

t−1[V (xt)− V (x)] = lim
t↓0
−t−1

∫ t

0
|xs|ds = −|x| (x ∈ X).

Åñëè T = Z, òî ïîëîæèì V (x) =
∑+∞

n=0 |xn| (x ∈ X). Î÷åâèäíî,
V îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ íîðìó íà (X, h, Y ). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè.
Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî, ÷òî 1. âëå÷åò 2..

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 1). Ïóñòü x ∈ X è |x| 6= 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(t) = V (xt). Òàê êàê α|x| ≤ V (x) ≤ β|x| è
V̇π(x) = −|x| (x ∈ X), òî ìû èìååì

ϕ̇(t) = V̇π(xt) = −|xt| ≤ − 1
β

V (xt) = − 1
β

ϕ(t)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(2.7.136) ϕ(t) ≤ ϕ(0)e−
1
β

t (t ≥ 0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(2.7.137) 1
β

V (xt) ≤ |xt| ≤ 1
αV (xt)

(x ∈ X, t ≥ 0).

Èç íåðàâåíñòâ (2.7.136) è (2.7.137) ñëåäóåò, ÷òî

|xt| ≤ β

α
e
− 1

β
t|x| (x ∈ X, t ≥ 0).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 � ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà. Íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 íà-
çîâåì ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé ëèíåéíîé (îäíî-
ðîäíîé) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1. ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì q äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Z, T, λ) íà
(Y,T, σ);

2. ïðè êàæäîì y ∈ (q ◦ %)(W ) ⊆ Y ïðîñòðàíñòâî Wy = (q ◦ ρ)−1(y)
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì, à âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Xy = h−1(y)
- ïðèñîåäèíåííîå ê Wy ([127, ñ.175]). Îòîáðàæåíèå µt : Wy →
Wσty ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì, à πt : Xy → Xσty ÿâëÿåòñÿ å¸ ëèíåéíîé
ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèåé ([127, ñ.179]), òî åñòü Xy = {w1 −
w2 | w1, w2 ∈ Wy} è µtw1−µtw2 = πt(w1−w2) ïðè âñåõ w1, w2 ∈
Wy è t ∈ T .

Çàìå÷àíèå 2.7.13. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû,
ïîðîæäåííîé äàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé, èìååòñÿ â ðàáîòå [17], íî
ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è â ðÿäå âîïðîñîâ
áîëåå ãèáêèì.

Ëåììà 34. Ïóñòü 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 � ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è (Z,T, λ) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà.
(2) 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà è JW - öåíòð Ëåâèíñîíà (W,T, µ). Ïîêàæåì, ÷òî JW ∩Wz ñîäåðæèò
íå áîëåå îäíîé òî÷êè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ JZ . Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå
òàê, òîãäà íàéäóòñÿ z0 ∈ JZ è w1, w2 ∈ JW ∩ Wz0 òàêèå, ÷òî w1 6= w2.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òîãäà w = w2 + λ(w1 − w2) = (1 − λ)w2 + λw1 ∈
JW ∩ Wz0 ïðè âñåõ λ ∈ R, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè JW . Òàêèì
îáðàçîì, 1. âëå÷åò 2.. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.7.48. Ïóñòü Γ(Z, W ) 6= ∅ è 〈(X, S+, π), (Y,S, σ), h〉 -
ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, 〈(W,S+, µ), (Z, S, λ), %〉 �
ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ 〈(X, S+, π),
(Y,S, σ), h〉, è q - ãîìîìîðôèçì (Z,S, λ) íà (Y,S, σ). Åñëè Y è Z êîìïàêò-
íû è (X, h, Y ) - íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, òî äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà 〈(W,S+, µ), (Z,S, λ), ρ〉 ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà ñèñòåìà 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈(W,S+, µ), (Z,S, λ), ρ〉 ëîêàëüíî äèññèïà-
òèâíà è JW � öåíòð Ëåâèíñîíà (W,S+, µ). Ñîãëàñíî ëåììå 34 äëÿ ëþáîãî
z ∈ JZ JW∩Wz ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç wz.
Òàê êàê (W,S+, µ) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òî ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå,
÷òî
(2.7.138) lim

t→+∞ ρ(µtB(JW , γ), JW ) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (2.7.138) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(2.7.139) lim

t→+∞ ρ(µtw, µtwz) = 0
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ïðè âñåõ z ∈ JZ è w ∈ B(wz, γ), ïðè÷åì ðàâåíñòâî (2.7.139) èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíî ïî z è w. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0,
tn → +∞, zn ∈ JZ è xn ∈ B(wzn , γ) (h(xn) = zn) òàêèå, ÷òî

(2.7.140) ρ(µtnwn, µtnwzn) ≥ ε0.

Èç ðàâåíñòâà (2.7.139) è êîìïàêòíîñòè Z ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{µtnwn}, {zntn} è {µtnwzn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì z =
lim

t→+∞ zntn è w = lim
t→+∞µtnwn, òîãäà lim

t→+∞µtnwzn = wz. Ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó â (2.7.140) ïðè n → +∞, ïîëó÷èì ρ(w,wz) ≥ ε0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñîîòíîøåíèþ w ∈ Wz ∩ JW . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðà-
âåíñòâî (2.7.140) .

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (2.7.139) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(2.7.141) lim
t→+∞ sup

|x|≤γ
|xt| = 0,

åñëè çàìåòèòü, ÷òî xt = µtw1−µtw2 +µtwz−µtwz, ãäå z = h(x), |x| ≤ γ è
x = w1−w2. Èç ðàâåíñòâà (2.7.140) è òåîðåìû 2.7.46 âûòåêàåò ëîêàëüíàÿ
äèññèïàòèâíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 〈(X, S+, π), (Y,S, σ), h〉.

Îáðàòíî. Ïóñòü 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉 ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà, òîãäà
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7.46 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå,
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.7.134). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(Z, W ) ïðîñò-
ðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ãîìîìîðôèçìà % : Z → W , íàäåëåííîå
ìåòðèêîé

d(ϕ,ψ) = max
z∈Z

ρ(ϕ(z), ψ(z)) = max
z∈Z

|ϕ(z)− ψ(z)|,

êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò åãî â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè êàæäîì
t ∈ T îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå St : Γ(Z, W ) → Γ(Z, W ) ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó (Stϕ)(z) = µtϕ(λ−tz) (z ∈ Z, ϕ ∈ Γ(Z, W )). Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {St : t ∈ T} åñòü êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà
îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Çàìåòèì, ÷òî

d(Stϕ1, S
tϕ2) = max

z∈Z
|µtϕ1(λ−tz)− µtϕ2(λ−tz)| =

max
z∈Z

|µtϕ1(z)− µtϕ2(z)| = max
z∈Z

|πt(ϕ1(z)− ϕ2(z))| ≤
Ne−νt max

z∈Z
|ϕ1(z)− ϕ2(z)|.(2.7.142)

Èç íåðàâåíñòâà (2.7.142) ñëåäóåò, ÷òî

d(Stϕ1, S
tϕ2) ≤ Ne−νt max

z∈Z
|ϕ1(z)− ϕ2(z)|

ïðè âñåõ ϕ1, ϕ2 ∈ Γ(Z, W ) è t ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t îòîáðàæåíèÿ St ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿìè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò,
÷òî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà {St : t ∈ S+} îòîáðàæåíèé èìååò åäèíñòâåííóþ
îáùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ϕ ∈ Γ(Z, W ), òî åñòü (Stϕ)(z) = ϕ(z) ïðè
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âñåõ z ∈ Z è t ∈ S+ è, ñëåäîâàòåëüíî, µtϕ(z) = ϕ(λtz) (z ∈ Z, t ∈ T).
Ïóñòü w ∈ W è z = ρ(w). Òîãäà
(2.7.143) |µtw − µtϕ(z)| = |πt(w − ϕ(z))| ≤ Ne−νt|w − ϕ(z)| .

Èç (2.7.143) ñëåäóåò, ÷òî êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî J = ϕ(Z) ⊂
W ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì è, êðîìå òîãî, JZ =
J ∩WZ = {ϕ(z)} ïðè âñåõ z ∈ Z. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.38 äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà 〈(W,T, µ), (Z,T, λ), %〉 êîíâåðãåíòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà è J = ϕ(Z) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì Ëåâèíñîíà (W,T, µ). Äëÿ
ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (W,T, µ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ìíîæåñòâî
J = ϕ(Z) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
γ > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(2.7.144) lim

t→+∞β(µtB(J, γ), J) = 0.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íåâåðíî, òî òî ñóùåñòâóþò ε0, γ0, w0 ∈ B(J, γ0)
è tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(2.7.145) ρ(µtnwn, J) ≥ ε0.

Èç íåðàâåíñòâà (2.7.143) è êîìïàêòíîñòè Z ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µtnwn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì w = lim

t→+∞µtnwn, òîãäà
w ∈ J . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.7.145) ïðè n → +∞, ïîëó÷èì w 6∈ J .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.



Ãëàâà 3

Àíàëèòè÷åñêèå äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû

3.1. Êîñîå ïðîèçâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è êîöèêëû
Ïóñòü T1,T2 (T1 ⊆ T2) ïîäïîëóãðóïïû ãðóïïû S. Íàïîìíèì, ÷òî

òðîéêà 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉, ãäå (Y,T2, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà Y , W
� ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ϕ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå T1×
W × Y â W , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a. ϕ(0, u, y) = u (u ∈ W, y ∈ Y );
b. ϕ(t + τ, u, y) = ϕ(τ, ϕ(t, u, y), σ(t, y)) (t, τ ∈ T1, u ∈ W, y ∈ Y )

íàçûâàåòñÿ [196] � [197] êîöèêëîì íàä (Y,T2, σ) ñî ñëîåì W .
Ïîëîæèì X := W × Y è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X × T1 → X

ïðàâèëîì: π((u, y), t) := (ϕ(t, u, y), σ(t, y)) (òî åñòü π = (ϕ, σ). Òîãäà ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî (X,T1, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X, íàçûâàåìàÿ
êîñûì ïðîèçâåäåíèåì [1], [198], à h = pr2 : X → Y � ãîìîìîðôèçì
(X,T1, π) íà (Y,T2, σ) è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 åñòü íå-
àâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàí êîöèêë 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé (Y,T2, σ) ñî ñëîåì W , òî ïî íåìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 (X := W ×
Y ), êîòîðóþ íàçîâåì íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, àññîöèèðî-
âàííîé êîöèêëîì 〈W,ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä (Y,T2, σ).

Ïóñòü Y - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è W = En. Ðàñ-
ñìîòðèì êîöèêë 〈En, ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Y,T2, σ)
ñî ñëîåì En è ïîðîæäåííóþ èì íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
〈(X,T1, π), (Y, T2, σ), h〉. Òîãäà (X,h, Y ), ãäå X := En × Y , ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì (òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëî-
åì En). Ôóíêöèÿ V : X ×X → R+, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

V ((u1, y), (u2, y)) := |u1 − u2|,
ãäå | · | � íîðìà â En, çàäàåò íà X ðèìàíîâó ìåòðèêó. Èç òåîðåìû 2.6.43
âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.49. Ïóñòü Y êîìïàêòíî è 〈En, ϕ, (Y,T2, σ)〉 � êîöèêë
íàä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Y,T2, σ) ñî ñëîåì En. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R òàêîå, ÷òî
lim

t→+∞ sup ‖ϕ(t, u, y)‖ < R
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ïðè âñåõ u ∈ En è y ∈ Y .
(2) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

u ∈ En è y ∈ Y íàéäåòñÿ τ = τ(u, y) > 0, äëÿ êîòîðîãî
‖ϕ(τ, u, y)‖ < r1.

(3) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r2 òàêîå, ÷òî
lim

t→+∞ inf ‖ϕ(t, u, y)‖ < r2

ïðè âñåõ u ∈ En è y ∈ Y .
(4) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R0 è äëÿ ëþáîãî R > 0

íàéäåòñÿ l(R) > 0 òàêîå, ÷òî ‖ϕ(t, u, y)‖ ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥
l(R), u ∈ En, ‖u‖ ≤ R, è y ∈ Y .

Ñ ó÷åòîì ëåììû 33 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîå èç óñëîâèé 1.-4., ôèãó-
ðèðóþùèå â òåîðåìå 3.1.49, ýêâèâàëåíòíî äèññèïàòèâíîñòè íåàâòîíîìíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉, àññîöèèðîâàííîé êîöèê-
ëîì 〈En, ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä (Y,T2, σ) ñî ñëîåì En.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîñûõ ïðîèçâåäåíèé, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 11. Ïóñòü En � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(3.1.146) u′ = f(t, u),

ãäå f ∈ C(R×En, En). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.146) ðàññìîòðèì è åãî
H-êëàññ [15],[28],[56], [132],[134], ò.å. ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(3.1.147) v′ = g(t, v),

ãäå g ∈ H(f) = {fτ : τ ∈ R} è fτ (t, u) = f(t + τ, u). Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, òî åñòü äëÿ êàæäîãî
óðàâíåíèÿ (3.1.147) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè
è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè íàR+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, v, g) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.147), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ∈ En ïðè t = 0. Òîãäà
ϕ : R+ × En × H(f) → En è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [15],[196],[197]):

1) ϕ(0, v, g) = v äëÿ ëþáûõ v ∈ En è g ∈ H(f);
2) ϕ(t, ϕ(τ, v, g), gτ ) = ϕ(t + τ, v, g) äëÿ ëþáûõ v ∈ En, g ∈ H(f) è

t, τ ∈ R+;
3) ϕ : R+ × En ×H(f) → En íåïðåðûâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = H(f) è (Y,R+, σ) - äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
ñäâèãîâ (ïîëóãðóïïîâóþ) íà Y , èíäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñäâèãîâ (C(R × En, En),R, σ). Òðîéêà 〈En, ϕ, (Y,R+, σ)〉 ÿâëÿåòñÿ êî-
öèêëîì íàä (Y,R+, σ) ñî ñëîåì En. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.1.146)
åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò êîöèêë 〈En, ϕ, (Y,R+, σ)〉 è íåàâòîíîìíóþ äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉, ãäå X := En × Y , π = (ϕ, σ) è
h = pr2 : X → Y .
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Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.146) íàçûâàþò äèññèïàòèâíûì [28],
[75],[209],[210], åñëè êàêîâû áû íè áûëè t0 ∈ R è x0 ∈ En ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t;x0, t0) óðàâíåíèÿ (3.1.146), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
òî÷êó (x0, t0), è ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî

lim
t→+∞ sup ‖x(t; x0, t0)‖ < R

ïðè âñåõ x0 ∈ En è t0 ∈ R. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ
x(t; x0, t0) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + l(t0, x0), ÷òî

‖x(t; x0, t0)‖ < R

ïðè âñåõ t ≥ t1. Åñëè ïðè ýòîì ÷èñëî l(t0, x0) ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì
îò t0, òî ãîâîðÿò [28], ÷òî óðàâíåíèå (3.1.146) ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíî.

Íèæå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó äèññèïàòèâíîñòüþ óðàâíåíèÿ (3.1.146)
è äèññèïàòèâíîñòüþ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàåìîé
óðàâíåíèåì (3.1.146).

Ëåììà 35. Ïóñòü f ∈ C(R×En, En) ðåãóëÿðíà è H(f) êîìïàêòíî.
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Óðàâíåíèå (3.1.146) ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíî, òî åñòü ñóùåñò-
âóþò òàêèå R > 0 è l(x0) > 0, ÷òî

(3.1.148) ‖x(t; x0, t0)‖ < R (t ≥ t0 + l(x0), x0 ∈ En).

(2) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r òàêîå, ÷òî
(3.1.149) lim

t→+∞ sup ‖ϕ(t, x0, g)‖ < r (x0 ∈ En, g ∈ H(f)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ En è g ∈ H(f). Åñëè g = fτ ïðè
íåêîòîðîì τ ∈ R, òî
(3.1.150) ϕ(t, x0, fτ ) = x(t + τ, x0, τ)

è íåðàâåíñòâî (3.1.149) ñëåäóåò èç (3.1.148). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü
r > R.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà g = lim
k→+∞

fτk
è τk → +∞ (èëè −∞).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 èç [87] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(t, x0, fτk
)} ñõîäèòñÿ

ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1.147) è ýòî ðåøåíèå ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (x0, 0) ∈ En × R. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó
(x0, 0) åäèíñòâåííî, òàê êàê f ðåãóëÿðíà. Èòàê,

ϕ(t, x0, g) = lim
k→+∞

ϕ(t, x0, fτk
)

ðàâíîìåðíî ïî t íà êîìïàêòàõ èç R. Èç (3.1.148) è (3.1.150) ñëåäóåò,
÷òî ‖ϕ(t, x0, g)‖ = lim

k→+∞
‖ϕ(t, x0, fτk

)‖ ≤ R (t ≥ l(x0)) è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî (3.1.149).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.1.149). Òîãäà íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (3.1.146), äèññèïàòèâíà
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è ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.49 (óñëîâèå 4.) ñóùåñòâóåò R0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x0 ∈ En íàéäåòñÿ l(x0) = l(‖x0‖) > 0, äëÿ êîòîðîãî

(3.1.151) ‖ϕ(t, x0, g) ≤ R0

ïðè âñåõ t ≥ l(x0) è g ∈ H(f). Çàìåòèì, ÷òî

(3.1.152) x(t; x0, t0) = ϕ(t− t0, x0, fto),

è ñ ó÷åòîì (3.1.151) ïîëó÷àåì (3.1.148), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü R >
R0. Ëåììà äîêàçàíà.

Èòàê, äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1.146) (f ðåãóëÿðíî è H(f) êîìïàêòíî) ìû
óñòàíîâèëè, ÷òî îíî ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé ïîðîæäåííàÿ åþ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèÿ äèññèïàòèâíîñòè è ðàâíîìåðíîé äèñ-
ñèïàòèâíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1.146) ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ
ñîâïàäàþò, îäíàêî óæå äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ óðàâíåíèé îíè ðàç-
ëè÷íû. Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 12. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

(3.1.153) x′ = a(t)x,

ãäå a ∈ C(R,R) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âñå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.1.153) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞, íî íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.153) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì. Óðàâíåíèÿ âèäà
(3.1.153) ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóþò (ñì. [148]). Î÷åâèäíî,
íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.153) ýòèì ñâîéñòîì îáëàäàåò è ëþáîé ñäâèã
óðàâíåíèÿ (3.1.153), òî åñòü ðàâíåíèå âèäà

x′ = aτ (t)x,

ãäå aτ (t) = a(t+ τ) (t, τ ∈ R). Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1.152) ñëåäóåò,
÷òî lim

t→+∞ |x(t; x0, t0)| = 0 (x(t; x0, t0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.153), ïðî-
õîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (x0, t0) ), òî åñòü óðàâíåíèå (3.1.153) äèññèïàòèâíî.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.153) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî äèññèïà-
òèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî ñîãëàñíî ëåììå 35
áóäåò äèññèïàòèâíîé íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ
óðàâíåíèåì (3.1.153). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7.46 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.1.153) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
ôóíêöèè a. Íóæíûé ïðèìåð ïîñòðîåí.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, âñþäó â ýòîé ðàáîòå ïîä äèññèïàòèâíîñòüþ
óðàâíåíèÿ (3.1.146) ìû áóäåì ïîíèìàòü äèññèïàòèâíîñòü íåàâòîíîìíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì (3.1.146).

Âàæíûì êëàññîì äèññèïàòèâíûõ óðàâíåíèé âèäà (3.1.146) ÿâëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ ñ êîíâåðãåíöèåé [28], [74].
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Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.146) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè,
åñëè îíî èìååò åäèíñòâåííîå, îãðàíè÷åííîå íà R ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâîå â öåëîì ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè-
÷åííîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ðåæèìîì óðàâíåíèÿ (3.1.146).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [136],[196],[197] ñëåäóåò, ÷òî, åñëè óðàâíåíèå
(3.1.146) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè, òî è êàæäîå óðàâíåíèå ñå-
ìåéñòâà (3.1.147) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, íåàâòîíîì-
íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (3.1.146), êîíâåð-
ãåíòíà. Â òîæå âðåìÿ ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû íåêîíâåðãåíòíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà (3.1.146), ïîðîæäàþùèõ íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ,
ïðèíÿòîãî â ïàðàãðàôå 2.4 íàñòîÿùåé ðàáîòû. Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî
óðàâíåíèå (3.1.146) ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûé ðåæèì, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1.146)
óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî îòìå÷åííîå
îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååò ìåñòà, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.1.146)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñò-
âóþùàÿ óðàâíåíèþ (3.1.146) íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîí-
âåðãåíòíà.

Ïîä êîíâåðãåíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ (3.1.146) ìû â äàëüíåéøåì áóäåì
ïîíèìàòü êîíâåðãåíòíîñòü íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæ-
äåííîé óðàâíåíèåì (3.1.146).

Ïðèìåð 13. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.1.154)
{

u′ = F (y, u)
y′ = G(y),

ãäå Y ⊆ Em, G ∈ C(Y,En) è F ∈ C(Y ×En, En). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äëÿ ñèñòåìû (3.1.154) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè
è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè íà R+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Y,R+, σ) äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà Y , ïîðîæäåííóþ âòîðûì ñèñòåìû (3.1.154) è ϕ(t, u, y)
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.1.155) u′ = F (σ(t, y), u)

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó u ∈ En ïðè t = 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ :
R+ × En × Y → En óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) èç ïðèìåðà 3.1.147
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.1.154) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò
íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉 (ãäå X :=
En × Y , π = (ϕ, σ) è h = pr2 : X → Y ).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ñèñòåìû (3.1.154). À èìåííî, ïóñòü
(Y,R+, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Y . Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó

(3.1.156)
{

u′ = F (σ(y, t), u)
y ∈ Y,
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ãäå F ∈ C(Y ×En, En). Òàê æå êàê è âûøå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ
óðàâíåíèÿ (3.1.155) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè
è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè íàR+. Ñèñòåìà 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉,
ãäå X := En × Y , π = (ϕ, σ), ϕ(·, x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.155)
è h = pr2 : X → Y , ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé,
èíäóöèðîâàííîé óðàâíåíèåì (3.1.156).

3.2. C -àíàëèòè÷åñêèå ñèñòåìû
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π),

(Y,T2, σ), h〉 C-àíàëèòè÷íà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a. X := Cn × Y è π((z, y), t) := (ϕ(t, z, y), σ(t, y)) ïðè âñåõ t ∈ T è

(z, y) ∈ Cn×Y ò.å. íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
ïîðîæäåííàÿ êîöèêëîì 〈Cn, ϕ, (Y,T2, σ)〉 íàä (Y,T2, σ) ñî ñëîåì
Cn;

b. ïðè êàæäîì y ∈ Y è t ∈ T1 îòîáðàæåíèå U(t, y) : Cn → Cn

(U(t, y) := ϕ(t, ·, y)) ãîëîìîðôíî.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå êîìïàêòíîñòè Y
âñå òðè òèïà äèññèïàòèâíîñòè äëÿ C-àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì ýêâèâàëåíò-
íû. Êðîìå òîãî, C-àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äèññèïàòèâíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r (íå çàâèñÿùèå íè îò z
íè îò y) òàêîå, ÷òî lim

t→+∞ ‖ϕ(t, z, y)‖ ≤ r.
Óñòàíîâèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî C-àíàëèòè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ

ñèñòåì.

Òåîðåìà 3.2.50. Åñëè Y êîìïàêòíî, òî C-àíàëèòè÷åñêàÿ äèññèïà-
òèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ðàâíîìåðíî óñ-
òîé÷èâà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà êîìïàêòàõ èç Cn, ò.å. äëÿ
ëþáûõ ε > 0 è r > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, r) > 0 òàêîå, ÷òî ‖z1−z2‖ < δ
(‖z1‖, ‖z2‖ ≤ r) âëå÷åò ‖U(t, y)(z1) − U(t, y)(z2)‖ ≤ ε ïðè âñåõ y ∈ Y è
t ∈ T+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî a > 0 ñóùåñò-
âóåò êîìïàêò Ka ⊂ Cn òàêîé, ÷òî U(t, y)(B[0, a]) ⊆ Ka ïðè âñåõ t ≥ 0 è
y ∈ Y . Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.49 ñóùåñòâóåò b > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî la ≥ 0, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: U(t, y)B[0, a] ⊆ B[0, b] ïðè âñåõ t ≥ la è y ∈ Y . Ìíîæåñòâî
Ka = ϕ([0, la], B[0, a], Y ) ∪B[0, b] ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Ïóñòü r > 0. Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ îòîáðà-
æåíèé {U(t, y)} ïðîñòðàíñòâà Cn â ñåáÿ ðàâíîìåðíî (ïî t ≥ 0 è y ∈ Y )
îãðàíè÷åíî íà øàðå B[0, r] è èç îáîáùåííîé òåîðåìû Âèòàëè [19] ñëåäóåò,
÷òî ýòî ñåìåéñòâî ôóíêöèé âíóòðè øàðà B[0, r] ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâ-
íî, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε, r) > 0 òàêîå, ÷òî ‖U(t, y)(z1)−
U(t, y)(z2)‖ < ε ïðè âñåõ (t, y) ∈ T+ × Y , êàê òîëüêî ‖z1 − z2‖ < δ
(‖z1‖, ‖z2‖ < r). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.2.51. Âñÿêàÿ C - àíàëèòè÷åñêàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèññè-
ïàòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 ñ êîìïàêòíîé
ìèíèìàëüíîé áàçîé Y îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàìè:

(1) ïðè ëþáîì y ∈ Y ìíîæåñòâî Jy := J ∩ Xy (Xy := h−1(y))
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè xy, ãäå J öåíòð Ëåâèíñîíà
(X,T1, π).

(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà
ρ(x, xy) < δ (x ∈ Xy) ñëåäóåò ρ(xt, xyt) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

(3) lim
t→+∞ ρ(xt, xh(x)t) = 0 ïðè âñåõ x ∈ X, ïðè÷åì ýòî ðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Y êîìïàêòíî, òî, â ñèëó ñäåëàííîãî ðàíåå
çàìå÷àíèÿ, íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîìïàêòíî äèñ-
ñèïàòèâíà è ïî òåîðåìå 3.2.50 îíà ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî óñòîé÷èâà
íà êîìïàêòàõ èç X. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
2.2.28 è ïðèìåíÿÿ åå â äàííîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 2. è 3..
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 1..

Ïóñòü y ∈ Y . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.28 ìíîæåñòâî Jy ñâÿçíî, ïîñêîëüêó
òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ Xy := Cn×{y} (y ∈ Y ). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.2.28 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîëóãðóïïà Py ñîäåðæèò íåêîòîðûé èäåìïîòåíò
u òàêîé, ÷òî Jy = u(Xy). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
tk → +∞ òàêàÿ, ÷òî u = lim

k→+∞
πtk . Ïóñòü x ∈ Xy, ò.å. x := (z, y) (z ∈ Cn).

Òîãäà u(x) = u(z, y) = (ξy(z), y), ãäå ξy(z) := lim
k→+∞

U(tk, y)(z). Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Cn. Îòîáðàæåíèÿ
U(tk, y) : Cn → Cn (k = 1, 2, . . .) ãîëîìîðôíû, ïîýòîìó òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ
è èõ ïðåäåë ξy. Òàê êàê u(Xy) = Jy è Xy := Cn×{y}, òî ξy(Cn) êîìïàêòíî,
è ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [124] îòîáðàæåíèå ξy ïîñòîÿííî. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Jy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè xy. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 16. Åñëè Y êîìïàêòíî è ìèíèìàëüíî, òî C-àíàëèòè-
÷åñêàÿ äèññèïàòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X, T1, π), (Y,T2, σ), h〉
êîíâåðãåíòíà.

Ñëåäñòâèå 17. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2.51 Y ðåêóððåíòíà (ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, ñèñòåìà (X,T1, π) èíäóöèðóåò íà öåíòðå Ëåâèíñîíà J
ñèñòåìû (X, T1, π) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (J,T2, π̂) èçîìîðôíóþ (Y,T2, σ).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êà y ïðîñòðàíñòâà ïåðîäè÷íà), òî ðåêóððåíòíîé
(ñîîòâåòñòâåííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, ïåðèîäè÷åñêîé) ÿâëÿåòñÿ òàêæå
è òî÷êà xy (Jy = {xy}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàíèå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû
3.2.51 (ñì. òàêæå
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ñëåäñòâèå 16). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå p : Y → J , îïðå-
äåëåííîå ðàâåíñòâîì p(y) := xy (Jy = {xy}) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
(Y,T2, σ) íà (J,T2, π̂).

Äîêàçàííûå â ýòîì ïàðàãðàôå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò èçó÷àòü äèñ-
ñèïàòèâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ðå-
êóððåíòíû ïî âðåìåíè è ãîëîìîðôíû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåì
ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 14. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(R×Cn,Cn) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ïî t ∈ R è ãîëîìîðôíûõ ïî z ∈ Cn ôóíêöèè f : R × Cn → Cn,
íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç R×Cn.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.1.146) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f èç A(R × Cn,Cn).
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.146) ðàññìîòðèì åãî H - êëàññ, ò.å. ñåìåéñòâî
óðàâíåíèé
(3.2.157) ż = g(t, z) (g ∈ H(f)),

ãäå H(f) = {fτ : τ ∈ R}, fτ (t, z) = f(t + τ, z) è ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìû-
êàíèå â ïðîñòðàíñòâå A(R×Cn,Cn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, z, g) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.2.157), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó z ïðè t = 0 è îïðåäåëåííîå
íà R+.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ϕ : R+ × Cn ×H(f) → Cn

a. ϕ(0, z, g) = z (z ∈ Cn, g ∈ H(f));
b. ϕ(τ, ϕ(t, z, g), gt) = ϕ(t + τ, z, g) (τ ∈ R+, t ∈ R, z ∈ Cn è

g ∈ H(f));
c. îòîáðàæåíèå ϕ : R+×Cn×H(f) → Cn íåïðåðûâíî, à ïðè ôèêñè-

ðîâàííûõ t ∈ R+ è g ∈ H(f) îòîáðàæåíèå U(t, g) := ϕ(t, ·, g) :
Cn → Cn ãîëîìîðôíî [46].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Y,R, σ) (Y := H(f)) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ
íà H(f) è îïðåäåëèì íà X := Cn × Y ïîëóãðóïïîâóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó (X,R+, π) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: πτ (z, g) := (ϕ(τ, z, g), gτ ).
Ïîëîæèì h := pr2 : X → Y (h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (X,R+, π) íà
(Y,R, σ)). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.2.157) ïîðîæäàåò íåàâòîíîìíóþ
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉. Èç ñâîéñòâà c. ôóíêöèè
ϕ ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ âûøå íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ C-
àíàëèòè÷åñêîé è, ïðèìåíÿÿ ê íåé òåîðåìó 3.2.51, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2.52. Ïóñòü f : R × Cn → Cn àíàëèòè÷íà ïî z ∈ Cn è
íåïðåðûâíà ïî t ∈ R. Åñëè f ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî z íà
êîìïàêòàõ èç Cn (â ÷àñòíîñòè, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà èëè ïåðèîäè÷íà), òî
èç äèññèïàòèâíîñòè óðàâíåíèÿ (3.2.157) ñëåäóåò åãî êîíâåðãåíòíîñòü,
ò.å. óðàâíåíèå (3.2.157) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå
p : R → Cn, ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì
â öåëîì. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå p ðåêóððåíòíî (ïî÷òè ïåðèîäè÷íî èëè
ïåðèîäè÷íî), åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.51 è ñëåäñòâèé 16 è 17. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü
ââèäó, ÷òî ðåêóððåíòíîñòü ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíà êîìïàêòíîñòè è
ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà H(f) îòíîñèòåëüíî äèíàì÷åñêîé ñèñòåìû ñäâè-
ãîâ íà H(f).

Ñëåäñòâèå 18. Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî è "ëîêàëüíûé"âàðèàíò
òåîðåìû 3.2.51 (à, ñëåäîâàòåëüíî, è òåîðåìû 3.2.52), ò.å. îíà îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé, åñëè âñþäó Cn çàìåíèòü íà íåêîòîðóþ îáëàñòü W ⊆
Cn (îáëàñòü W ìîæåò áûòü êàê îãðàíè÷åííîé, òàê è íåîãðàíè÷åííîé
è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Cn). Èç ñêàçàííîãî è òåîðåìû
3.2.52 (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 17) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè íà W ôóíêöèÿ
f ãîëîìîðôíà, òî àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ż = f(z) íå ìîæåò èìåòü
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â îáëàñòè W ⊆ C.

Íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 íàçîâåì C-àíàëèòè-
÷åñêîé íà ìíîæåñòâå M ⊆ X, åñëè M èíâàðèàíòíî è ñèñòåìà 〈(M,T1, π),
(Ỹ ,T2, σ), h〉 C-àíàëèòè÷íà, ãäå Ỹ := h(M), à (M,T1, π) - ñóæåíèå (X,T1, π)
íà M (àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (Ỹ ,T2, π)).

Òåîðåìà 3.2.53. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) ñèñòåìà (Y,T2, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è åå öåíòð Ëåâèí-

ñîíà JY ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîì ìíîæåñòâîì;
(2) ñèñòåìà (X,T1, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX - åå öåíòð

Ëåâèíñîíà;
(3) ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 C-àíàëèòè÷íà íà JX . Òîãäà êà-

êîâî áû íè áûëî y ∈ JY ìíîæåñòâî JX ∩Xy ñîñòîèò ðîâíî èç
îäíîé òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê JX íåïóñòî, êîìïàêòíî è JY ìèíèìàëüíî,
òî h(JX) = JY . Èç C-àíàëèòè÷íîñòè 〈(X,T1, π), (Y, T2, σ), h〉 íà JY ñëåäóåò,
ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.51, ÷òî JX∩Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè, êàêîâî
áû íè áûëî y ∈ JY . Òàêèì îáðàçîì íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Ñëåäñòâèå 19. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî y0 ∈ Y H+(y0) = Y êî-
ìïàêòíî è ωy0 ìèíèìàëüíî. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2. è 3. òåîðåìû
3.2.53, òî ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 3.2.52. Äåéñòâèòåëüíî, â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 19 ñèñòåìà (Y,T2, σ)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JY = ωy0 .

Ñëåäñòâèå 20. Ïóñòü òî÷êà y0 àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà (ò.å.
ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà q0 ∈ Y òàêàÿ, ÷òî lim

t→+∞ ρ(y0t, q0t) =

0). Åñëè Y := H+(y0) êîìïàêòíî è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.53,
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òî ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà è ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X
àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû
3.2.53 è ñëåäñòâèÿ 19. Ïóñòü òåïåðü x ∈ Xy è y ∈ Y = H+(y0). Â
ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé ðåêóððåíòíîñòè y0 òî÷êà y òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè
ðåêóððåíòíà, ò.å. ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà q ∈ ωy0 òàêàÿ, ÷òî
ρ(yt, qt) → 0 ïðè t → +∞. Òàê êàê 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà,
òî JX∩Xq ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè p. Ïîñêîëüêó â íàøèõ óñëîâèÿõ
ρ(xt, pt) → 0 ïðè t → +∞, òî òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(3.2.158) ż = f(t, z) + r(t, z) (z ∈ C).

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.2.53 è ñëåäñòâèÿ 20 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.54. Ïóñòü f, r ∈ C(R×Cn,Cn) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(1) óðàâíåíèå (3.2.158) äèññèïàòèâíî;
(2) lim

t→+∞ ‖r(t, z)‖ = 0 ðàâíîìåðíî ïî z íà êîìïàêòàõ èç Cn;
(3) f ãîëîìîðôíà ïî z ∈ Cn è ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî

z íà êîìïàêòàõ èç Cn.
Òîãäà óðàâíåíèå
(3.2.159) ż = f(t, z)

èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííî íà R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøå-
íèå p ∈ C(R,Cn) òàêîå, ÷òî lim

t→+∞ ‖ϕ(t)− p(t)‖ = 0, êàêîâî áû íè áûëî
ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (3.2.158).

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 15. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.2.160)
{

ż1 = −2z1 + z2
2

ż2 = −z2
(z1, z2 ∈ C).

Îïðåäåëÿåìàÿ åþ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà C-àíàëèòè÷íà è äèññèïà-
òèâíà. Êðîìå òîãî, èç [4, ñ.167-174] ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìó (3.2.160) íèêàêèì
áèãîëîìîðôíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íåëüçÿ ëèíåàðèçîâàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå C-àíàëèòè÷åñêèå äèññèïà-
òèâíûå ñèñòåìû, êîòîðûå íåëüçÿ ëèíåàðèçèðîâàòü áèãîëîìîðôíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì.

Çàìå÷àíèå 3.2.14. Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû íå èìåþò ìåñòà
äëÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.
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Ïðèìåð 16. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.2.161)
{

ẋ = (1− x2 − y2)x
ý = (1− x2 − y2)y

Íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî (3.2.161) äèñ-
ñèïàòèâíà è åå öåíòð Ëåâèíñîíà J = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} ñîäåðæèò
êîíòèíóóì òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã òåîðåìû 3.2.51 äëÿ âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì íå èìååò ìåñòà.

3.3. Äèíàìè÷eñêèe ñèñòeìû â ïðîñòðàíñòâàõ ñe÷eíèé
Ïóñòü 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h)〉 - íeàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

×åðåç Γ = Γ(Y, X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé
ãîìîìîðôèçìà h, ò.å. Γ(Y, X) = {γ ∈ C(Y,X) : h ◦ γ = IdY }. Íèæå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ(Y, X) 6= ∅. Ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â íàèáîëåå
âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿõ.

Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî Γ = Γ(Y,X) òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Y . Ïóñòü K ⊆ Y � íåïóñòîé êîìïàêò èç Y .
Ðàâåíñòâî
(3.3.162) pK(γ1, γ2) := max

y∈K
ρ(γ1(y), γ2(y))

îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïñåâäîìåòðèêó pK íà Γ, à ñåìåéñòâî ïñåâäîìåòðèê
{pK : K ∈ C(Y )}, ãäå C(Y ) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ Y , îïðåäåëÿåò íà Γ ðàâíîìåðíóþ ñòðóêòóðó (òîïîëîãèþ
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Y ).

Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà Y =
∞⋃

k=1

Qk, ãäå {Qk} �
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êîìïàêòîâ.
Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âçÿòü ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïñåâäîìåòðèê P ′ =
{pk : k = 1, 2 . . .}, ãäå
(3.3.163) pk(γ1, γ2) := max

y∈Qk

ρ(γ1(y), γ2(y)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ïñåâäîìåòðèê ðàçäåëÿåò òî÷êè è,
êðîìå òîãî, p1(γ1, γ2) ≤ p2(γ1, γ2) ≤ . . . pk(γ1, γ2) ≤ . . .. Ñëåäîâàòåëüíî,
òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ñåìåéñòâîì ïñåâäîìåòðèê ìåòðèçóåìà.
Íàïðèìåð, òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòðèêîé

d(γ1, γ2) :=
∑ 1

2k

pk(γ1, γ2)
1 + pk(γ1, γ2)

,

ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé íà Γ, îïðåäåëÿåìîé ñåìåéñòâîì ïñåâäîìåòðèê
P ′.

Çàìå÷àíèå 3.3.15. a. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Γ ïîëíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

b. Åñëè (X, h, Y ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, òî ïðîñòðàíñòâî
Γ = Γ(Y,X) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé òîïîëî-
ãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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c. Åñëè Y êîìïàêòíî, à (X, h, Y ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ðàññëîåíèåì,
òî ðàâåíñòâî

||γ|| := max
y∈Y

|γ(y)|
îïðåäåëÿåò íîðìó íà Γ (çäåñü | · | : X → R+ � íåêîòîðàÿ íîðìà íà
(X, h, Y ), ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé ) è òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé
íîðìîé, ñîãëàñîâàíà ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé íà Γ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ : S+ × Γ → Γ îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåìîå ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: µ(t, γ)(y) := πtγ(σ−ty) ïðè âñåõ y ∈ Y . Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî µ(t, γ) ∈ Γ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3.55. Òðîéêà (Γ, S+, µ) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé
(ïîëóãðóïïîâîé) íà Γ, ò.å.

(1) µ(0, γ) = γ ïðè âñåõ γ ∈ Γ.
(2) µ(τ, µ(t, γ)) = µ(t + τ, γ) ïðè âñåõ γ ∈ Γ è t, τ ∈ S+.
(3) µ : S+ × Γ → Γ íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû. Íåòðè-
âèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû 3.3.55 ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå íåïðåðûâíîñòè
µ. Ïóñòü tν → t0 è γν → γ0 ({tν} è {γν} íàïðàâëåííîñòè â S+ è Γ
ñîîòâåòñòâåííî). Ïîêàæåì, ÷òî µ(tν , γν) → µ(t0, γ0) â ïðîñòðàíñòâå Γ,
ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊆ Y èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ν

max
y∈K

ρ(πtνγν(σ−tνy), πt0γ0(σ−t0y)) = 0.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 è êîìïàêò K0 ⊆ Y òàêèå,
÷òî

max
y∈K0

ρ(πtνγν(σ−tνy), πt0γ0(σ−t0y)) ≥ ε0.

Òàê êàê K0 êîìïàêòíî, ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííîñòü {yν} ⊆ K0 òàêàÿ ÷òî
ρ(πtνγν(σ−tνyν), πt0γ0(σ−t0yν)) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K0 íàïðàâëåííîñòü {yν} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïîëîæèì y0 := lim

ν
yν . Çàìåòèì, ÷òî σ−tνyν → σ−t0y0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

(3.3.164) lim
ν

γ0(σ−tνyν) = γ0(σ−t0y0).

Èç (3.3.164), â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî
(3.3.165) lim

ν
πtνγ0(σ−tνyν) = πt

0γ0(σ−t
0 y0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

(3.3.166)
ε0 ≤ ρ(πtνγν(σ−tνyν), πt0γ0(σ−t0yν)) ≤

≤ ρ(πtνγν(σ−tνyν), πt0γ0(σ−t0y0))+
+ρ(πt0γ0(σ−t0y0), πt0γ0(σ−t0yν)).
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Î÷åâèäíî, âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.3.166) ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà yν → y0. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå òàêæå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà yν → y0 è tν → t0. Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì,
÷òî lim

ν
γν(σ−tνyν) = γ0(σ−t0y0). Òàê êàê

ρ(γν(σ−tνyν), γ0(σ−t0y0)) ≤ ρ(γν(σ−tνyν), γ0(σ−tνyν))
+ρ(γ0(σ−tνyν), γ0(σ−t0y0)) ≤ max

y∈K′
ρ(γν(y), γ0(y)) +

ρ(γ0(σ−tνyν), γ0(σ−t0y0)),(3.3.167)
ãäå K ′ = σ(K0,T0) è T = {−tν}, òî, ïåðåõîäÿ â (3.3.167) ê ïðåäåëó è
ó÷èòûâàÿ (3.3.165) è òîò ôàêò, ÷òî γν → γ0 â òîïîëîãèè Γ, ïîëó÷àåì
íóæíîå ðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, γν(σ−tνyν) → γ0(σ−t0y0) è tν → t0, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî
(3.3.168) ρ(πtνγν(σ−tνyν , πt0γ0(σ−t0y0)) → 0.

Ïåðåõîäÿ â (3.3.166) ê ïðåäåëó ïðè tν → t0 è yν → y0 è ó÷èòûâàÿ
(3.3.168), ïîëó÷àåì ε0 ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îòîáðàæåíèå µ : Γ× S+ → Γ íåïðåðûâíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3.16. a. Åñëè 〈(X, S, π), (Y,S, σ), h〉 � ãðóïïîâàÿ íåàâ-
òîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, òî íà Γ îïðåäåëåíà ãðóïïîâàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Γ, S, µ).

b. Íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå γ ∈ Γ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà γ ∈ Γ åñòü òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (Γ, S+, µ).

Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèâåäåííîé âûøå êîíñòðóêöèè.
Ïóñòü 〈W,ϕ, (Y,S, σ)〉 � êîöèêë íàä (Y,S, σ) ñî ñëîåì W è 〈(X, S+, π),
(Y, S, σ), h〉 � ïîðîæäåííàÿ èì íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
Èç ðàâåíñòâà h ◦ γ = IdY è h = pr2 ñëåäóåò: γ = (ψ, IdY ), ãäå γ ∈
Γ(Y,X) è ψ : Y → W . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ñå÷åíèþ γ ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ψ : Y → W è íàîáîðîò. Ó÷èòûâàÿ ýòî è âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Γ(Y, W × Y ) è C(Y, W ), ãäå C(Y, W )
- ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ψ : Y → W, íàäåëåííîå
òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Y , â äàëüíåéøåì
ýòè äâà ìíîæåñòâà áóäåì îòîæäåñòâëÿòü. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Γ, S+, µ)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (C(Y, W ),S+,
Q) íà C(Y, W ). À èìåííî

(µtγ)(y) = πtγ(σ−ty) = πt(ψ, IdY )(σ−ty) =
πt(ψ(σ−ty), σ−ty) = (U(t, σ−ty)ψ(σ−ty), y)(3.3.169)
= ((Qtψ)(y), y).

Òàêèì îáðàçîì, µt(ψ, IdY ) = (Qtψ, IdY ). Îòñþäà, îòîáðàæåíèå
Q : C(Y, W ) × S+ → C(Y, W ), îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì Q(ψ, t) =

Qtψ, ãäå (Qtψ)(y) = U(t, σ−ty)ψ(σ−ty) (y ∈ Y ), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
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à. Q0 = IdC(Y,W );
b. QtQτ = Qt+τ ( t, τ ∈ S+)
c. Q íåïðåðûâíî,

ò.å. (C(Y, W ), S+, Q) åñòü ïîëóãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà C(Y, W ).
Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû (Γ, S+, µ) è (C(Y,W ),S+, Q).

3.4. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñ
êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ äèññèïàòèâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ âèäà (3.1.146) ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ àíàëèòè÷íû,
âñåãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ òåì æå
áàçèñîì ÷àñòîò, ÷òî è ïðàâàÿ ÷àñòü.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.4.170)
{

ẋ = F (x, ϕ)
ϕ̇ = iωϕ

ãäå ω = (ω1, ω2, . . . , ωm) ∈ Rm (ω1, ω2, . . . , ωm ëèíåéíî íåçàâèñèìû îòíî-
ñèòåëüíî öåëûõ ÷èñåë), i2 = −1, ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ Cm, ωϕ =
col(w1ϕ1, . . . , ωmϕm), x ∈ Cm è F ∈ C(Cn×Cm,Cm). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T m

m-ìåðíûé òîð, ò.å. T m := {ϕ ∈ Cm : |ϕk| = 1, k = 1,m}. Â äàëüíåéøåì
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñèñòåìà (3.4.170), êîãäà ïàðàìåòð ϕ ïðîáåãàåò
òî÷êè òîðà T m è íåêîòîðîé åãî ìàëîé îêðåñòíîñòè
(3.4.171) Dδ := {ϕ ∈ Cm : |ϕk| < 1 + δ, k ∈ 1,m},
ãäå δ > 0 - íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.

Ñèñòåìà (3.4.170) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ
(3.4.172) ẋ = F (x, ϕ0e

iωϕ),

ãäå ϕ0 ∈ Cm èëè åãî ïîäìíîæåñòâó (íàïðèìåð, Dδ).
Áóäåì â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.4.170) (èëè óðàâíåíèå

(3.4.172)) àíàëèòè÷íà íà òîðå T m, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ F : Cn ×Dδ → Cn àíàëèòè÷íà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Cm,R, σ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà Cm, îïðåäå-
ëåííóþ âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3.4.170). Òàêèì îáðàçîì,
(3.4.173) σ(ϕ, t) := col

(
ϕ1e

iω1t, ϕ2e
iω2t, . . . , ϕmeiωmt

)
.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì δ > 0 ìíîæåñòâà Dδ è Dδ èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî (Cm,R, σ).

Ñèñòåìó (3.4.170) (è óðàâíåíèå (3.4.172)) íàçîâåì äèññèïàòèâíîé íà
òîðå T m, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 (äîñòàòî÷íî ìàëîå)
òàêîå, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Cm,R, σ), ïîðîæäåííàÿ (3.4.170) äèñ-
ñèïàòèâíà.
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Óòî÷íèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3.4.170)
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåëîêàëüíîé ïðî-
äîëæàåìîñòè âïðàâî. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ñèñòåìà (3.4.170) îïðåäåëÿåò
ïîëóãðóïïîâóþ ñèñòåìó (Cn ×Dδ,R+, π) íà Cn ×Dδ. Ïðè ýòîì

π((x, ϕ0), t) := (ψ(t, x, ϕ0), ϕ0e
iωt),

ãäå ψ(·, x, ϕ0) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.172), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó
x ∈ Cn ïðè t = 0. Çàìåòèì, ÷òî òðîéêà 〈(Cn × Dδ,R+, π), (Dδ,R, σ), h〉
(h := pr2 : Cn × Dδ → Dδ) åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
Òàêèì îáðàçîì, äèññèïàòèâíîñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (3.4.170) íà òîðå T m îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîæäåííàÿ åþ íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(Cn × Dδ,R+, π), (Dδ,R, σ), h〉 (ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì δ) äèññèïàòèâíà, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r, äëÿ
êîòîðîãî
(3.4.174) lim

t→+∞ sup ‖ψ(t, x, ϕ)‖ < r

ïðè âñåõ x ∈ Cn è ϕ ∈ Dδ, ïðè÷åì r íå çàâèñèò íè îò x ∈ Cn íè îò
ϕ ∈ Dδ.

Òåîðåìà 3.4.56. Åñëè íà òîðå óðàâíåíèå (3.4.172) àíàëèòè÷íî è
äèññèïàòèâíî íà òîðå T m, òî îíî èìååò õîòÿ áû îäíî êâàçèïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå ñ òåì æå áàçèñîì ÷àñòîò ω1, ω2, . . . , ωm, ÷òî è ïðàâàÿ
÷àñòü F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (3.4.172) äèññèïàòèâíî íà òîðå T m è ôóíê-
öèÿ F àíàëèòè÷íà íà íåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî F : Cn ×
Dδ → Cn àíàëèòè÷íà, è íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

〈(Cn ×Dδ,R+, π), (Dδ,R, σ), h〉
äèññèïàòèâíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(Dδ,Cn) ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé γ : Dδ → Cn, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Dδ. Î÷åâèäíî, A(Dδ,Cn) åñòü çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî ïðîñòðàíñòâà C(Dδ,Cn) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé γ : Dδ →
Cn, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç
Dδ. Òàê êàê Dδ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Dδ,R, σ), òî íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

〈(Cm ×Dδ,R+, π), (Dδ,R, σ), h〉
îïðåäåëåíà è ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.3.16 C(Dδ,Cn) - åñòü ïðîñòðàíñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïî òåîðåìå 3.3.55 òðîéêà
(C(Dδ,Cn),R+, Q), ãäå (Qtγ)(ϕ) = ψ(t, γ(σ−tϕ), σ−tϕ), åñòü äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà íà C(Dδ,Cn). Ïîêàæåì, ÷òî A(Dδ,Cn) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
ïîäìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (C(Dδ,Cn),R+, Q). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè γ ∈ A(Dδ,Cn), òî èç îáùèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ àíàëè-
òè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñëåäóåò [46], ÷òî Qtγ ∈ A(Dδ,Cn) ïðè âñåõ t ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì íà A(Dδ,Cn) îïðåäåëåíà ïîëóãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
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ñèñòåìà (A(Dδ,Cn),R+, Q). Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî ýòîé ñèñòåìû, âûòå-
êàþùåå èç äèññèïàòèâíîñòè (3.4.172) íà òîðå T m. Ïîëîæèì

Ar := {γ ∈ A(Dδ,Cn) : γ(Dδ) ⊆ B(0, r)},
ãäå B(0, r) îòêðûòûé øàð â Cn ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå. Â ñèëó
òåîðåìû Âèòàëè [19] ïðè êàæäîì r > 0 ìíîæåñòâî Ar îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â A(Dδ,Cn). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà Ar âûïóêëû. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.1.49 ñóùåñòâóåò òàêîå b > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > 0 íàéäåòñÿ
lr ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî
(3.4.175) QtAr ⊆ Ab

ïðè âñåõ t ≥ lr. Ïóñòü r > b (íàïðèìåð, r = b + 1) è U = IntAr

(âíóòðåííîñòü Ar). Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå QtU ⊆ Ab ⊂ U . Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 [179] ñóùåñòâóåò òî÷êà ïîêîÿ γ ∈ A(Dδ,Cn) äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (A(Dδ,Cn),R+, Q), ò.å.
(3.4.176) ψ(t, γ(σ−tϕ), σ−tϕ) = γ(ϕ) (ϕ ∈ Dδ, t ≥ 0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ψ(t, γ(ϕ), ϕ) = γ(σtϕ) (ϕ ∈ Dδ, t ≥ 0),

ò.å.
ψ(t, γ(ϕ0), ϕ0) = γ(σtϕ0) = γ(ϕ0e

iωt)

ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4.172) ñ áàçèñîì
÷àñòîò ω1, ω2, . . . , ωm. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.4.17. a. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.56 íîñèò îáùèé
õàðàêòåð. Îíî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî
âèäà. Íàïðèìåð, âìåñòî (3.4.170) ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé

(3.4.177)
{

ẋ = F (x, ϕ)
ϕ̇ = G(ϕ) (x ∈ Cn, ϕ ∈ Cm).

Ïðè ýòîì íàäî ïðåäïîëîãàòü, ÷òî òîð T m ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñ-
êèì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.4.177).
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Dδ òîðà T m, ÿâëÿþùàÿñÿ èíâà-
ðèàíòíûì ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé âòîðûì
óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3.4.177). Îñòàëüíûå óñëîâèÿ, ôèãóðèðóþùèå â
òåîðåìå 3.4.56, î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

b. Òåîðåìà 3.4.56 (ñì. òàêæå òåîðåìó 3.2.52) ïîäòâåðæäàåò ãèïî-
òåçó, âûñêàçàííóþ È.Ó.Áðîíøòåéíîì (ñì. [15, ñ.278]) î òîì, ÷òî äèñ-
ñèïàòèâíàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
ðàâíîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè, äîïóñêàåò õîòÿ áû îäíî
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî äëÿ C-àíàëèòè÷åñ-
êèõ ñèñòåì óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ïîëîæèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ëèøíèì.
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c. Àâòîðó íå èçâåñòíî, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííûì â òåîðåìå 3.4.56
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå àíàëèòè÷íîñòè åãî ïðàâîé ÷àñòè F . Ìû ñêëîííû ñ÷è-
òàòü, ÷òî òåîðåìà 3.4.56 èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà F äîñ-
òàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì óêàæåì íà äâà ïðèìåðà,
ïîñòðîåííûõ â [30, 158]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñòðîèòñÿ ïðèìåð ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ (3.1.146) ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíîñòè, íî íå èìååò íè îäíîãî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, êàê â ðàáîòå [30],
òàê è â [158], âñå ïîñòðîåíèÿ áàçèðóþòñÿ íà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ
Äàíæóà î ïîòîêàõ íà äâóìåðíîì òîðå. Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç ýòèõ
ïðèìåðîâ, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1.146) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ,
òî îòìå÷åííîå îáñòîÿòåëüñòâî óæå íå èìååò ìåñòà.

Òåîðåìà 3.4.57. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
3.4.56 è êðîìå òîãî F (x, ϕ) = F (x, ϕ) (÷åðòîé îáî çíà÷åíî êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå). Òîãäà ñóùåñòâóåò γ ∈ A(Dδ,Cn) òàêîå, ÷òî

(1) γ(x) = γ(x) ïðè âñåõ x ∈ Dδ;
(2) γ(ϕ0e

iωt) = ψ(t, γ(ϕ0), ϕ0) ïðè âñåõ ϕ0 ∈ Dδ è t ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî

òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 3.4.56.

3.5. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñëàáî íåëèíåéíûõ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì

1. Â ýòîì ïóíêòå èçó÷èì îãðàíè÷åííûå è ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûå
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è ñëàáî íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(R, En) ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íàRôóíê-
öèé ϕ : R→ En ñ íîðìîé sup. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå
(3.5.178) ẋ = A(t)x,

ãäå A ∈ Cb(R, [En]). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.5.178) ðàññìîòðèì íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå
(3.5.179) ẋ = A(t)x + f(t) .

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.5.178) íàçûâàþò ñëàáî ðåãóëÿðíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî f ∈ Cb(R, En) óðàâíåíèå (3.5.179) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå
îäíî ðåøåíèå ϕ ∈ Cb(R, En).

Òåîðåìà 3.5.58. Ïóñòü A ∈ Cb(R, [En]). Åñëè H(A) êîìïàêòíî, òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) óðàâíåíèå (3.5.178) ñëàáî ðåãóëÿðíî;
(2) óðàâíåíèå (3.5.179) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå

íà R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé îãðàíè÷åííîé
íà R ôóíêöèè f ∈ C(R, En).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 2. î÷åâèäíî ñëåäóåò 1., ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 3.5.58 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 2.. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.

a. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [En]) óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó
õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. ñóùåñòâóåò |tk| → +∞ òàêàÿ, ÷òî
Atk → A â C(R, [En]). Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû 3.5.58 è ëåììû 4.2.1 èç
[92] ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.5.178) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöè-
àëüíîé äèõîòîìèè (ý.ä.) íà R è ïî òåîðåìå 22.23 [15] óðàâíåíèå (3.5.179)
èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøå-
íèå.

b. Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [En]) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ïó-
àññîíó íè â êàêîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.5.179) è {tk} ∈ M(A,f). Ñóùåñòâóåò (B, g) ∈ H(A, f) òàêîå,
÷òî Atk → B è ftk → g. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {tk} âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:

(1) {tk} ñõîäèòñÿ ê t0 ∈ R è, ñëåäîâàòåëüíî, {tk} ∈ Mϕ;
(2) {tk} òàêîâà, ÷òî |tk| → +∞.

Òîãäà B := lim
k→+∞

Atk ÿâëÿåòñÿ ω- èëè α-ïðåäåëüíîé äëÿ A è â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå {tk} ∈ Mϕ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk} êîì-
ïàêòíà â C(R, En) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ϕ. Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ ïðå-
äåëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕk} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.5.180) ẋ = B(t)x + g(t) .

Ïî ëåììå 4.2.1 èç [92] óðàâíåíèå
(3.5.181) ẏ = B(t)y

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ý.ä. íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.5.180)
áîëåå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî íà R ðåøåíèÿ èìåòü íå ìîæåò. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî {ϕtk} ñõîäèòñÿ â C(R, En), ò.å. {tk} ∈ Mϕ .

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà {tk} íåîãðàíè÷åíà, òî îíà íå
ñîäåðæèò íè îäíîé îãðàíè÷åííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî ñóùåñòâóåò {t′k} ⊆ {tk} òàêàÿ, ÷òî t

′
k → t

′ ∈
R è òîãäà

B := lim
k→+∞

Atk = lim
k→+∞

A
t
′
k

= At′ (t
′ ∈ R).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî A óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó õîòÿ áû
â îäíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 := {u ∈ En : sup{‖ϕ(t, u, A)‖ : t ∈ R} < +∞} è
P0 - ïðîåêòîð, îòîáðàæàþùèé En íà E0. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 36. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]). Åñëè ôóíêöèÿ A îãðàíè÷åíà íà
R è óðàâíåíèå (3.5.178) ñëàáî ðåãóëÿðíî, òî äëÿ ëþáîãî f ∈ Cb(R, En)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈ Cb(R, En) óðàâíåíèÿ (3.5.179)
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(1) P0ϕ(0) = 0;
(2) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K (êîíñòàíòà ñëàáîé

ðåãóëÿðíîñòè (3.5.178)), íå çàâèñÿùàÿ îò f , òàêàÿ ÷òî ‖ϕ‖ 6
K‖f‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå, ÷òî è ëåììà 6.3 [87, ñ.515].

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]). Åñëè H(A) êîìïàêòíî, òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû :

(1) óðàâíåíèå (3.5.178) ñëàáî ðåãóëÿðíî;
(2) ïðè ëþáîé f ∈ Cb(R, En) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åí-

íîå íà R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (3.5.179)
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a. P0ϕ(0) = 0 è b. ||ϕ|| ≤ K||f ||,
ãäå K � êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè (3.5.178).

Òåîðåìà 3.5.59. Ïóñòü ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [En]) îãðàíè÷åíà íà R,
óðàâíåíèå (3.5.178) ñëàáî ðåãóëÿðíî è F ∈ C(R×En, En) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ||F (t, u)|| ≤ c(||u||) (∀t ∈ R è u ∈ En), ãäå c : R+ →
R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè {r > 0 : Kc(r) ≤ r} 6= ∅, ãäå K �
êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè (3.5.178), òî óðàâíåíèå
(3.5.182) u̇ = A(t)u + F (t, u)

èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàêîâà áû íè áûëà f ∈ Cb(R, En), óðàâíåíèå
(3.5.179) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ ∈ Cb(R, En) òàêîå, ÷òî
(3.5.183) P0ψ(0) = 0 è ‖ψ‖ ≤ K‖f‖ ,

ãäå K - êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè (3.5.178). Ïóñòü ϕ ∈ Cb(R, En).
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(3.5.184) u̇ = A(t)u + F (t, ϕ(t)) .

Òàê êàê f(t) := F (t, ϕ(t)) îãðàíè÷åíà íà R (||f(t)|| = ||F (t, ϕ(t))|| ≤
c(||ϕ(t)||) ≤ c(||ϕ||)), òî óðàâíåíèå (3.5.184) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè-
÷åííîå íà R ðåøåíèå ψϕ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (3.5.183) è, ñëåäî-
âàòåëüíî,
(3.5.185) ||ψϕ|| ≤ K||f || = K sup

t∈R
||F (t, ϕ(t))|| ≤ Kc(||ϕ||) .

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ : Cb(R, En) → Cb(R, En) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó
(Φϕ)(t) = ψϕ(t) (ϕ ∈ Cb(R, En), t ∈ R ). Ïîêàæåì, ÷òî, åñëè r0 > 0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Kc(r0) ≤ r0, òî øàð B[0, r0] := {ϕ ∈ Cb(R, En) :
||ϕ|| ≤ r0} ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè Φ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ϕ ∈ B[0, r0], òî ||Φϕ|| ≤ Kc(||ϕ||) ≤ Kc(r0) ≤ r0. Ðàññìîòðèì òåïåðü
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Cb(R, En) - êàê ïîäìíîæåñòâî âëîæåííîå â C(R, En). Ïðåæäå âñåãî çà-
ìåòèì, ÷òî ëþáîé øàð B[0, r] ⊂ Cb(R, En) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, îãðàíè-
÷åííûì è çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì C(R, En).

Îòîáðàæåíèå Φ : B[0, r0] → B[0, r] íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè C(R, En).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {ϕk} ⊆ B[0, r] è ϕk → ϕ â C(R, En). Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Φϕk)(t) := ψϕk

(t ∈ R ). Çàìåòèì ,÷òî fk(t) :=
F (t, ϕk(t)) → f(t) := F (t, ϕ(t)) â òîïîëîãèè C(R, En). Åñëè äîïóñòèòü,
÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0 è L0 > 0 òàêèå, ÷òî

max
|t|≤L0

||F (t, ϕk(t))− F (t, ϕ(t))|| ≥ ε0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò {tk} ⊆ [−L0, L0] òàêàÿ, ÷òî
(3.5.186) ||F (tk, ϕk(tk))− F (tk, ϕ(tk))|| ≥ ε0 .

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} îãðàíè÷åíà, òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñõî-
äÿùåéñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ϕk(tk) → ϕ(t0), ãäå t0 := lim

k→+∞
tk. Äåéñòâèòåëüíî,

||ϕk(tk)− ϕ(t0)|| ≤||ϕk(tk)− ϕ(tk)||+ ||ϕ(tk)− ϕ(t0)|| ≤
≤ max
|t|≤L0

||ϕk(t)− ϕ(t)||+ ||ϕ(tk)− ϕ(t0)|| .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, êîãäà k → +∞, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Èç íåðàâåíñòâà (3.5.186) (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ϕk(tk)} ñõîäèòñÿ ê ϕ(t0) ïðè k → +∞) ìû ïîëó÷èì ε0 ≤ 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Òàêèì îáðàçîì fk → f â C(R, En) è, êðîìå
òîãî, ||fk|| = sup

t∈R
||F (t, ϕk(t))|| ≤ c(||ϕk||) ≤ c(r0), ò.å. ||fk(t)|| ≤ c(r0) (t ∈

R ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ||f(t)|| ≤ c(r0) (t ∈ R ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φϕk

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
u̇ = A(t)u + fk(t) .

Êðîìå òîãî, ôóíêöèè {Φϕk} è èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φϕk} êîìïàêòíà â C(R, En).
Òàê êàê fk → f â C(R, En), òî êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {Φϕk} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì (3.5.179), óäîâ-
ëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (3.5.183). Íî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 21 óðàâíåíèå
(3.5.179) èìååò íå áîëåå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî íà R ðåøåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèÿì (3.5.183). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Φϕk} ñõîäèòñÿ â C(R, En) è íåïðåðûâíîñòü Φ : B[0, r0] → B[0, r0]
óñòaíîâëåíà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ : B[0, r0] → B[0, r0] âïîëíå
íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè C(R, En). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

(Φϕ)′(t) = A(t)(Φϕ)(t) + F (t, ϕ(t))

è, ñëåäîâàòåëüíî,
||(Φϕ)′(t)|| ≤ a||(Φϕ)(t)||+ ||F (t, ϕ(t))|| ≤ ar0 + c(r0) (t ∈ R) ,
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ãäå a = sup{||A(t)|| : t ∈ R}. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(Br0) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â òîïîëîãèè C(R, En). Ñîãëàñíî òåîðåìå Òèõîíîâà-Øàóäåðà
îòîáðàæåíèå Φ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó ϕ ∈
B[0, r0]. Î÷åâèäíî ϕ ∈ B[0, r0] ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (3.5.182). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.5.18. Óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê òåîðåìå 3.5.59, ïîëó-
÷åíî â ðàáîòå [66], íî ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåëèíåéíîå
âîçìóùåíèå F .

Òåîðåìà 3.5.60. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), F ∈ C(R × En, En) è âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a. a = sup{||A(t)|| : t ∈ R} < +∞;
b. óðàâíåíèå (3.5.178) ñëàáî ðåãóëÿðíî;
c. ||F (t, u)|| ≤ c(||u||) ( t ∈ R, u ∈ En) è {r > 0 : Kc(r) ≤ r} 6= ∅,

ãäå C : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à K � êîíñòàíòà
ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè (3.5.178);

d. ñóæåíèå F0 ôóíêöèè F íà R×B[0, r0] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà è Lip(F0) < K−1, ãäå r0 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó Kc(r0) ≤ r0.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.5.182) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R
ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Br0(M) := {ϕ ∈ Cb(R, En) :
||ϕ(t)|| ≤ r0 (t ∈ R )} è M ⊆ Mϕ, ãäå M := M(A,F ). Br0(M) - ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì Cb(R, En) [132, ñ.60]. Îïåðàòîð Φ : Cb(R, En) →
Cb(R, En), îïðåäåëåííûé òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5.59,
ïåðåâîäèò Br0(M) â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ ∈ Br0(M), òî ôóíêöèÿ
f(t) := F (t, ϕ(t)) (t ∈ R) òàêæå ïðèíàäëåæèò Br0(M). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
21 Φϕ åñòü åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R, ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.179), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (3.5.183). Êðîìå
òîãî, êàê è â òåîðåìå 3.3.55, Φ(B[0, r0]) ⊆ B[0, r0] è, ñëåäîâàòåëüíî,
Φ(Br0(M)) ⊆ Br0(M). Ïóñòü ϕ1 è ϕ2 èç Br0(M). Çàìåòèì, ÷òî

(Φϕ1 − Φϕ2)′(t) = A(t)[(Φϕ1 − Φϕ2)(t)] + F (t, ϕ1(t))− F (t, ϕ2(t))

è ïîýòîìó
||Φϕ1 − Φϕ2|| ≤ K sup

t∈R
||F (t, ϕ1(t))− F (t, ϕ2(t))||

≤ KLip(F0)||ϕ1 − ϕ2|| .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
Φ : Br0(M) → Br0(M)

ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ïîýòîìó îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.5.182). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 22. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.5.60 ôóíêöèè
A ∈ C(R, [En]) è F0 = F |R×B[0,r0]

ñîâìåñòíî τ - ïåðèîäè÷íû (ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, ðåêóððåíòíû, óñòîé-
÷èâû ïî Ïóàññîíó, àñèìïòîòè÷åñêè τ - ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíû), òî (3.5.182) äîïóñ-
êàåò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî τ - ïåðèîäè÷åñêîå (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå,
ðåêóððåíòíîå, óñòîé÷èâîå ïî Ïóàññîíó, àñèìïòîòè÷åñêè τ - ïåðèîäè-
÷åñêîå, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíîå) ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 23. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûõ
ðåøåíèé ñëàáî íåëèíåéíûõ ñèñòåì ðàíåå èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [15],[132].
Îñíîâíîå îòëè÷èå òåîðåìû 3.5.60 îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ
èç [15],[132] ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (3.5.178) ìîæåò è íå óäîâ-
ëåòâîðÿòü óñëîâèþ ý.ä. íà R. Êðîìå òîãî, íåëèíåéíîå âîçìóùåíèå íå
îáúÿçàòåëüíî ìàëî ïî u ∈ En.

2. Â ýòîì ïóíêòå èçó÷èì ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûå ðåøåíèÿ ñëàáî
íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 3.5.61. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), F ∈ C(R × En, En), è âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) a = sup{||A(t)|| : t ∈ R} < +∞;
(2) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

||U(t, A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t ≥ τ, t, τ ∈ R);

(3) ||F (t, u)|| ≤ M + ε||u|| ( u ∈ En, t ∈ R ) è 0 ≤ ε ≤ ε0 <
ν2(Na)−1.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.5.182) äèññèïàòèâíî, ò.å. ñóùåñòâóåò R0 > 0
òàêîå, ÷òî

lim
t→+∞ sup ||ϕ(t, ν, B, G)|| < R0 ( ν ∈ En, (B,G) ∈ H(A,F ) ) ,

ãäå ϕ(·, ν, B,G) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.5.187) ν̇ = B(t)ν + G(t, ν) ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, ν, B, G) = ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè êàæäîì B ∈ H(A) îïðåäåëèì íà En íîðìó
|| · ||B ðàâåíñòâîì

||u||B :=

+∞∫

0

||U(t, B)u||dt .

Òàêæå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.7.47, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
1
a
||u|| ≤ ||u||B ≤ N

ν
||u|| ( u ∈ En ).
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Ïîëîæèì

u(t) := ||ϕ(t, u,B,G)||Bt =

+∞∫

0

||U(s,Bt)ϕ(t, u, B, G)||ds .

Òàê êàê

ϕ(t, u,B,G) = U(t, B)
(
u +

t∫

0

U−1(τ,B)G(τ, ϕ(τ, u, B, G))dτ
)
,

òî u(t) =
+∞∫

0

||U(s,Bt)U(t, B)
[
u +

t∫

0

U−1(τ,B)G(τ, ϕ(τ, u, B, G))dτ
]||ds

=

+∞∫

0

||U(s + t, B)(u +

t∫

0

U−1(τ, B)G(τ, ϕ(τ, u,B,G))dτ)||ds

≤
+∞∫

0

||U(s + t, B)u||ds(3.5.188)

+

+∞∫

0

||
t∫

0

U(s + t, B)U−1(τ,B)G(τ, ϕ(τ, u, B, G))dτ)||ds

≤ N

ν
e−νt||u||+

+∞∫

0

t∫

0

Ne−ν(s+t−τ)(M + ε||ϕ(τ, u, B, G)||)dτds

=
N

ν
e−νt||u||+ N

ν
e−νt

(M

ν
(eτt − 1) + ε

t∫

0

||ϕ(τ, u,B, G)||eντdτ
)

≤ N

ν
e−νt||u||+ NM

ν2
(1− e−νt)

+
Nε

ν
e−νt

t∫

0

a||ϕ(τ, u, B,G)||Bτ eντdτ

=
N

ν
e−νt||u||+ NM

ν2
(1− e−νt) +

aNε

ν
e−νt

t∫

0

u(τ)eντdτ.

Ïîëîæèì ϕ(t) := u(t)eνt. Èç íåðàâåíñòâà (3.5.188) ñëåäóåò, ÷òî
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(3.5.189) ϕ(t) ≤ N

ν
||u||+ NM

ν2
(eνt − 1) +

aεN

ν

t∫

0

ϕ(τ)dτ

è ïî òåîðåìå 9.3 èç [25] ϕ(t) ≤ ψ(t) (t ∈ R), ãäå ψ - ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

y(t) =
N

ν
||u||+ NM

ν2
(eνt − 1) +

aεN

ν

t∫

0

y(τ)dτ .

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

ψ(t) =
(N

ν
||u||+ NM

ν2 − aεN

)
e

aεN
ν

t +
NM

ν2 − aεN
eνt

è, ñëåäîâàòåëüíî,

u(t)eνt ≤
(N

ν
||u||+ NM

ν2 − aεN

)
e

aεN
ν

t

(3.5.190) +
NM

ν2 − aεN
eνt .

Èç íåðàâåíñòâ (3.5.188) è (3.5.190) ïîëó÷àåì
||ϕ(t, u, B,G)|| ≤ a|ϕ(t, u,B,G)||Bt ≤

≤a
(N

ν
||u||+ NM

ν2 − aεN

)
e−

ν2−aεN
ν

t +
aNM

ν2 − aεN
.

Ïîýòîìó
lim

t→+∞ sup ||ϕ(t, u, B, G)|| ≤ aMN

ν2 − aεN

(u ∈ En, (B,G) ∈ H(A,F )), èáî ν − aεN
ν > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 24. Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â óñëîâèÿõ òå-
îðåìû 3.5.62 äèññèïàòèâíîñòü íå ñâîäèòñÿ ê êîíâåðãåíöèè. Ñêàçàííîå
ïîäòâåðæäàåòñÿ óðàâíåíèåì ẋ = −x + 2x(1 + x2)−1.

Òåîðåìà 3.5.62. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), F ∈ C(R × En, En) è âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ :

(1) a := sup{ ||A(t)|| : t ∈ R} < +∞
(2) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

‖U(t, A)U−1(τ, A)‖ ≤ Ne−ν(t−ν) (t ≥ τ, t, τ ∈ R) .

(3) ||F (t, u)|| ≤ M + ε||u|| (u ∈ En) è 0 ≤ ε < ε0 = min( ν
N , ν2

Na), ãäå
M íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

(4) ñóæåíèå F0 ôóíêöèè F íà R × B[0, r0], ãäå r0 ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå â òåîðåìå 3.5.60 (íàïðèìåð, r0 = NM

ν−ε0N ),
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé Lip(F0) < Nν−1.
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Òîãäà óðàâíåíèå (3.5.180) äèññèïàòèâíî è â øàðå B[0, r0] ñîäåðæèòñÿ
ðîâíî îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç òåîðåì 3.5.60 è 3.5.61

Çàìå÷àíèå 3.5.19. Òåîðåìû 3.5.60 � 3.5.62 èìåþò ìåñòî è äëÿ
óðàâíåíèé âèäà (3.5.182) çàäàííûõ â ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ.

Ñëåäñòâèå 25. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.5.62 ôóíêöèè A è F0

ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, òî óðàâíåíèå (3.5.182) äèññèïàòèâíî è åãî öåíòð
Ëåâèíñîíà ñîäåðæèò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 26. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.5.62 è ñëåäñòâèÿ 25 äèññè-
ïàòèâíîñòü íå ñâîäèòñÿ ê êîíâåðãåíöèè.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîäòâåðæäàþùèé ñêàçàííîå.
Ïðèìåð 17. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå àâòîíîìíîå óðàâíåíèå

(3.5.191) ẋ = −kx + αF (x) ,

ãäå
F (x) :=

{
x2

2 ïðè |x| ≤ 10
50 + 10[1− exp(10− |x|)] ïðè |x| > 10

ïðè 0 < k ≤ 5α. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü r0 = k
α . Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (3.5.191) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5.62 âûïîëíåíû ïðè
âûáðàííûõ α, k, è F . Êðîìå òîãî, åãî öåíòð Ëåâèíñîíà ñîäåðæèò ïî
êðàéíåì ìåðå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîêîÿ (íà ñàìîì äåëå, èõ 3) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.5.191) íå êîíâåðãåíòíî.





Ãëàâà 4

Ñòðóêòóðà öåíòðà Ëåâèíñîíà íåàâòîíîìíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óñëîâèåì

ãèïåðáîëè÷íîñòè íà çàìûêàíèè ìíîæåñòâà
ðåêóððåíòíûõ äâèæåíèé

4.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà öåòðà Ëåâèíñîíà
Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè öåíòðà Ëåâèíñîíà

êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ëåììà 37. Ïóñòü äëÿ M1,M2 ∈ C(X) W s(M1) 6= ∅ è W s(M2) 6= ∅.

Òîãäà:
(1) Åñëè W s(M1) ∩W s(M2) 6= ∅, òî M1 ∩M2 6= ∅.
(2) Åñëè M1 ∩M2 = ∅, òî W s(M1) ∩W s(M2) = ∅.
(3) Åñëè ìíîæåñòâà M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè è

W s(M1) ∩W s(M2) = ∅,
òî M1 ∩M2 = ∅.

(4) Åñëè ìíîæåñòâà M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè è M1∩
M2 6= ∅, òî W s(M1) ∩W s(M2) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòîå (îòêðûòîå) ïîëóèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
M ⊆ X äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π) íàçûâàþò íåðàçëîæèìûì, åñëè
îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñâîèõ çàìêíóòûõ
(îòêðûòûõ) ïîëóèíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ëåììà 38. Ïóñòü M - íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîëóèíâàðèàíòíîå
íåðàçëîæèìîå ïîäìíîæåñòâî X è T = R+, òîãäà M ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M íåñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò
íåïóñòûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà M1 è M2 ⊆ X òàêèå, ÷òî M =
M1 t M2. Ïóñòü x ∈ M1 è Ti = {t ∈ T | xt ∈ Mi} (i = 1, 2). Òîãäà
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ π(·, x) : T → X ìíîæåñòâà T1 è T2

çàìêíóòû, T1∩T2 = ∅ è T = T1∪T2. Èç ñâÿçíîñòè R+ ñëåäóåò, ÷òî T2 = ∅
è, ñëåäîâàòåëüíî, M1 ïîëóèíâàðèàíòíî. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
M2 òàêæå ïîëóèíâàðèàíòíî. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè
M . Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 39. Ïóñòü M ∈ C(X) îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî, M = M1∪M2

è êàæäîå èç ìíîæåñòâ M1 è M2 íåïóñòî è ïîëóèíâàðèàíòíî, òîãäà:
1) Ìíîæåñòâà M1 è M2 îðáèòàëüíî óñòîé÷èâû.
2) W s(M) = W s(M1) ∪W s(M2).
3) Åñëè ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ìíîæåñò-

âà M1 è M2 òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = ρ(M1,M2) > 0. Äëÿ ÷èñëà d/2 ïîäáåðåì
÷èñëî δ2 òàêîå, ÷òî ρ(x,Mi) < δ2 (i = 1, 2) âëå÷åò ρ(xt,Mi) < d/2 ïðè âñåõ
t ∈ [0, 1]. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 (ε < d/2) è δ1 = δ1(ε,M) � ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî èç óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M . Ïîëîæèì
δ(ε) = min(δ1, δ2) è ïîêàæåì, ÷òî èç ρ(x,M1) < δ(ε) ñëåäóåò, ÷òî ρ(xt,M1)
< ε ïðè âñåõ t ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ρ(x,M1) < δ(ε), òî ρ(x,M) <
δ(ε) è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(xt, M) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïîëîæèì

Ti = {t ∈ T | ρ(xt,Mi) < ε} (i = 1, 2).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè T ñâÿçíî, òî T2 = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, T1 = T.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äèñêðåòíîãî T è ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå T2 = ∅. Äîïóñòèì, ÷òî T2 6= ∅ è ïîëîæèì t0 = inf T2. Î÷åâèäíî,
t0 > 1, t0 ∈ T2 è t0− 1 ∈ T1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷êè y := x(t0− 1) èìååì
ρ(y, M1) < ε è, ñëåäîâàòåëüíî,
(4.1.192) ρ(y, M1) < d/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
(4.1.193) ρ(y, M1) ≥ ρ(M1,M2)− ρ(y, M2) > d/2.

Íåðàâåíñòâà (4.1.192) è (4.1.193) ïðîòèâîðå÷èâû. Òàêèì îáðàçîì íàøå
äîïóùåíèå î òîì, ÷òî T2 6= ∅ íå âåðíî è, ñëåäîâàòåëüíî, T = T1, òî
åñòü ìíîæåñòâî M1 îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü M2, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W s(M) = W s(M1) ∪W s(M2). Äëÿ ýòîãî, î÷å-
âèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî W s(M) ⊂ W s(M1) ∪ W s(M2). Ïóñòü
0 < ε < d/2 è δ(ε) = min(δ(ε), δ1(ε), δ2(ε)), ãäå δ(ε) (δ1(ε), δ2(ε)) âûáðàíû
èç óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè M (M1, M2). Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ W s(M) íàéäåòñÿ t0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî ρ(xt0,M) < δ(ε). Èìååò
ìåñòî îäíî èç äâóõ óñëîâèé: 1. ρ(xt0,M1) < δ(ε) èëè 2. ρ(xt0,M2) < δ(ε).
Åñëè èìååò ìåñòî 1., òî ρ(xt,M1) < ε ïðè âñåõ t ≥ t0, ωx ⊆ B(M1, ε)
è ωx ∩ M2 = ∅, òî åñòü ωx ⊆ M1 è x ∈ W s(M1). Åñëè èìååò ìåñòî 2.,
òî ρ(xt,M2) < ε ïðè âñåõ t ≥ t0, ωx ⊆ B(M2, ε) è ωx ∩M1 = ∅, òî åñòü
ωx ⊆ M2 è x ∈ W s(M2).

Óñòàíîâèì, ÷òî èìååò ìåñòî òðåòüå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ M1 è M2 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.
Òàê êàê M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ > 0 òàêîå,
÷òî B(M, γ) ⊂ W s(M), B(M,γ) = B(M1, γ)tB(M2, γ) è γ < d/2, ãäå d =
ρ(M1,M2) > 0. Äëÿ ÷èñëà γ âûáåðåì δ = δ(M1, γ) > 0 (δ = δ(M2, γ) > 0)



4.1. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÖÅÒÐÀ ËÅÂÈÍÑÎÍÀ 109

èç óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè M1 (M2). Òîãäà, åñëè x ∈ B(M1, δ)
(x ∈ B(M2, δ)), òî xt ∈ B(M1, γ) (xt ∈ B(M2, γ)) äëÿ âñåõ t ≥ 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ωx ⊆ B(M1, γ) (ωx ⊆ B(M2, γ), òî åñòü x ∈ W s(M1) (x ∈
W s(M2)). Òàêèì îáðàçîì B(M1, δ) ⊆ W s(M1) (B(M2, δ) ⊆ W s(M2)).
Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.1.63. Ïóñòü (X,T, π) � êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è J � åe öåíòð Ëåâèíñîíà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X
íåðàçëîæèìî, òî J òàêæå íåðàçëîæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè X íåðàçëîæèìî, òî è J îáëàäà-
åò ýòèì ñâîéñòâîì. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò íåïóñòûå
êîìïàêòíûå ïîëóèíâàðèàíòíûå ïîäìíîæåñòâà J1, J2 ⊆ J òàêèå, ÷òî J =
J1tJ2. Òàê êàê J àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ñîãëàñíî ëåììå 39 ýòèì
æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êàæäîå èç ìíîæåñòâ J1 è J2, X = W s(J) =
W s(J1) ∪ W s(J2) è êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììàì ?? è 39, êàæäîå èç
ìíîæåñòâ W s(J1) è W s(J2) îòêðûòî. Èç ëåììû 37 ñëåäóåò, ÷òî W s(J1)∩
W s(J2) = ∅. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè J .

Ëåììà 40. Ïóñòü M � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîëóèíâàðèàíòíîå
ïðèòÿãèâàþùåå ïîäìíîæåñòâî X. Åñëè M íåðàçëîæèìî è W s(M) çàìê-
íóòî, òî è W s(M) íåðàçëîæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ëåììû âûïîëíåíî, íî
W s(M) ðàçëîæèìî. Òîãäà W s(M) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêò-
íîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîëóèíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
A1 è A2. ßñíî, ÷òî M ⊆ A1 ∪ A2. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ A1 ∅ 6= ωx ⊆ M ∩ A1 è äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ A2 ∅ 6= ωx ⊂ M ∩ A2

è, ñëåäîâàòåëüíî, Mi = M ∩ Ai 6= ∅ (i = 1, 2) è M1 ∪ M2. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè M .

Ñëåäñòâèå 27. Åñëè M ∈ C(X) � ïðèòÿãèâàþùåå è ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî, òî W s(M) ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåìì
38 è 40.

Ñëåäñòâèå 28. Ïóñòü (X,R+, π) � êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è J � å¸ öåíòð Ëåâèíñîíà. Ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
òåîðåìû 4.1.63, ëåììû 38 è ñëåäñòâèÿ 27.

Çàìå÷àíèå 4.1.20. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñî-
äåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [13],[54],[88],[170] (ñì. òàêæå ññûëêè â íèõ).

Ñëåäñòâèå 29. Äëÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñ-
òåìû (X,T, π) èç íåðàçëîæèìîñòè å¸ öåíòðà Ëåâèíñîíà ñëåäóåò íå-
ðàçëîæèìîñòü ïðîñòðàíñòâà X.
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Òåîðåìà 4.1.64. Ïóñòü (X,T, π) � êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è J � å¸ öåíòð Ëåâèíñîíà. Ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ
íåðàçëîæèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî X íåðàçëî-
æèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.1.63 è
ñëåäñòâèÿ 27.

Ëåììà 41. Ïóñòü M ∈ C(X) � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ìíî-
æåñòâî. Åñëè W s(M) íåðàçëîæèìî, òî è M íåðàçëîæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è W s(M) íåðàçëîæèìî, íî M ðàç-
ëîæèìî. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïóñòûå êîìïàêòíûå ïîëóèíâàðèàíòíûå ïîä-
ìíîæåñòâà M1 è M2 ìíîæåñòâà M òàêèå, ÷òî M = M1 t M2. Â ñèëó
ëåììû 37 W s(M1)∩W s(M2) = ∅. Òàê êàê M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî,
òî ñîãëàñíî ëåììå 39 ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò êàæäîå èç ìíîæåñòâ
M1 è M2 è W s(M) = W s(M1) ∪W s(M2). Ìíîæåñòâà W s(M1) è W s(M2)
ïîëóèíâàðèàíòíû è ñîãëàñíî ëåììå 39 êàæäîå èç ìíîæåñòâ W s(M1) è
W s(M2) îòêðûòî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè W s(M).

Ñëåäñòâèå 30. Ïóñòü M ∈ C(X) � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå
ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî W s(M) ñâÿçíî.

Òåîðåìà 4.1.65. Ïóñòü X ëîêàëüíî ñâÿçíî. Åñëè M ∈ C(X) �
íåïóñòîå ïîëóèíâàðèàíòíîå ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî,
òî M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî W s(M) îòêðûòî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî
X ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî W s(M) òàêæå ëîêàëüíî ñâÿçíî. Ïîêðîåì M êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ H1, H2, . . . , Hm, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ óñëîâèþ H = H1∪H2∪· · ·∪Hm ⊂ W s(M). Ïóñòü V1, V2, . . . , Vk

� êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà H. Òîãäà ìíîæåñòâà V1,
V2, . . . , Vk ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàòñÿ â W s(M). Îáîçíà÷èì
Mi := M ∩Vi (i = 1, k). Çàìåòèì, ÷òî M = M1∪M2∪· · ·∪Mk, ìíîæåñòâà
M1, M2, . . . ,Mk íå ïåðåñåêàþòñÿ è W s(M1), W s(M2), . . . , W s(Mk) òàêæå
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè T = R+, òî êàæäîå ìíîæåñòâî Mi çàìêíóòî, ïîëóèíâàðèàíòíî
è ñîãëàñíî ëåììå 39 êàæäîå èç ìíîæåñòâ Mi àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî,
W s(M) = W s(M1) ∪W s(M2) ∪ · · · ∪W s(Mk) è Vi ⊂ W s(Mi). Êàæäîå èç
ìíîæåñòâ Mi (i = 1.k) ïîëóèíâàðèàíòíî è îòêðûòî. Äîêàæåì ñâÿçíîñòü
ìíîæåñòâ Mi (i = 1.k). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü äîïóñòèì, ÷òî
Mi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ M ′

i è M ′′
i â Vi. Ñîãëàñíî

ëåììå 37 W s(M ′
i) ∩ W s(M ′′

i ) = ∅. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà M ′
i è M ′′

i
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû è W s(Mi) = W s(M ′

i) ∪W s(M ′′
i ). Ìíîæåñòâà
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M ′
i è M ′′

i îòêðûòû è ïîëóèíâàðèàíòíû. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè
Vi.

Ïóñòü òåïåðü (X, f) � êàñêàä. Òàê êàê M � ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùåå
ìíîæåñòâî, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà m èìååì fm(H) ⊂ H.
Òîãäà fm(Vi) ⊂ V1∪V2∪· · ·∪Vk. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ V1, V2, . . . , Vk

è íåïðåðûâíîñòè f ìíîæåñòâà fm(Vi) i = 1, k ñâÿçíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ êàæäîãî íîìåðà i ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîìåð j òàêîé, ÷òî fm(Vi)
⊂ Vj . Ïóñòü, êàê è âûøå, Mi = M∩Vi (i = 1, k). Òîãäà fm(Mi) ⊆ fm(M)∩
fm(Vi) ⊆ M ∩ Vj = Mj . Òàê êàê ìíîæåñòâî M ïîëóèíâàðèàíòíî, òî
fm(M) ⊆ M è, ñëåäîâàòåëüíî, fm(Mi) ⊆ Mj . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå
fm îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Mk. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n, ÷òî fn(Mi) ⊂ Mi (i = 1, k), òî åñòü êàæäîå
èç ìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Mk ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ fn. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 39 êàæäîå èç ìíîæåñòâ M1, M2,
. . . , Mk ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî êàñêàäà (X,
fn) è W s(M) = W s(M1)∪W s(M2)∪· · ·∪W s(Mk). Çàìåòèì, ÷òî fn(Vi) ⊆
Vi è Vi ⊂ W s(Mi) (i = 1, k). Äàëåå, ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è
â ñëó÷àå T = R+, ïîëó÷èì ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà Mi. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.1.66. Ïóñòü (X,Z+, f) � ëîêàëüíî äèññèïàòèâíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è J � åå öåíòð Ëåâèíñîíà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X
ñâÿçíî è ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî J ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî è ëîêàëüíî ñâÿçíî,
òî ñîãëàñíî òåîðåìàì 1.6.14 è 4.1.65 öåíòð Ëåâèíñîíà êàñêàäà (X,Z+, f)
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè J1, J2, . . . , Jk. Êàê áûëî
óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.65, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî n òàêîå, ÷òî fn(Ji) ⊆ Ji (i = 1, k). Ïîëîæèì P := fn è ðàññìîòðèì
êàñêàä (X,P ), ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè P . Çàìåòèì,
÷òî êàñêàä (X, P ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâåí è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
J = J1 t J2 t · · · t Jk. Êðîìå ýòîãî P (Ji) ⊆ Ji (i ∈ 1, k). Òàêèì îáðàçîì,
öåíòð Ëåâèíñîíà J̃ êàñêàäà (X, P ) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò òåîðåìå 4.1.63, òàê êàê X ñâÿçíî, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàçëîæèìî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(S), åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâóåò ñâÿçíûé êîìïàêò
I ⊆ X òàêîé, ÷òî K ⊆ I.

Çàìå÷àíèå 4.1.21. a) Åñëè ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(S), òî îíî ñâÿçíî.

b) Ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ, íå îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì (S).

c) Âñÿêîå ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(S). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K ⊆ X - êîìïàêò, òî L(K) = {λx+(1−λ)y |
x, y ∈ K, 0 ≤ λ ≤ 1} - ñâÿçíûé êîìïàêò è K ⊆ L(K).
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Òåîðåìà 4.1.67. Åñëè (X,Z+, f) - êîìïàêòíî äèññèïàòèâíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, J - å¸ öåíòð Ëåâèíñîíà è ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò
ñâîéñòâîì (S), òî ìíîæåñòâî J ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (S). Äîïóñòèì, ÷òî
J íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà U1

è U2, ÷òî J ⊂ U1 ∪ U2, J ∩ Ui 6= ∅ (i ∈ 1, 2) è U1 ∩ U2 = ∅. Ïóñòü
I � íåêîòîðûé ñâÿçíûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé J . Òîãäà f(t, I) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì è ñâÿçíûì äëÿ ëþáîãî t ∈ Z+. Òàê êàê J ⊂ I è f(t, J) = J
(t ∈ Z+), òî J ⊂ f(t, I) è, ñëåäîâàòåëüíî, f(t, I) ∩ Ui 6= ∅ (i = 1, 2, t ∈
Z+. Ïóñòü tn → +∞. Â ñèëó ñâÿçíîñòè f(tn, I) âñåãäà ñóùåñòâóåò xn ∈
f(tn, I) òàêîé, ÷òî xn 6∈ U1 ∪ U2. Òàê êàê ñèñòåìà (X,Z+, f) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïóñòü xn → x ïðè tn → +∞. Ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, x 6∈ U1 ∪U2 è,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, x ∈ J ⊆ U1 ∪ U2, òî ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå
è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 31. Ïóñòü X � ïîëíîå ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Öåíòð Ëåâèíñîíà êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîãî êàñêàäà (X,Z+, f)
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 4.1.22. a) Â ñëó÷àå, êîãäà X- áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ñëåäñòâèå 31 ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [187].

b) Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,Z+, f) ñ íåñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì X è ñâÿçíûì öåíòðîì
Ëåâèíñîíà.

4.2. Öåïíî ðåêóððåíòíûå äâèæåíèÿ
Ïóñòü Σ ⊆ X êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, Σ, ε > 0 è t > 0.

Íàáîð òî÷åê {x = x0, x1, x2, . . . , xk = y; t0, t1, . . . , tk} òî÷åê xi ∈ Σ è
÷èñåë ti ∈ T òàêîé, ÷òî ti ≥ t è ρ(xiti, xi+1) < ε (i = 0, 1, . . . , k − 1)
íàçûâàåòñÿ (ε, t, π)-öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé x è y. ×åðåç P (Σ) îáîçíà÷àþò
ìíîæåñòâî {(x, y) : x, y ∈ Σ, ∀ ε > 0 ∀ t > 0 ∃ (ε, t, π)-öåïü îò x ê
y}. Îòíîøåíèå P (Σ) çàìêíóòî, èíâàðèàíòíî è òðàíçèòèâíî [17]. Òî÷êó
x ∈ Σ íàçûâàþò öåïíî ðåêóððåíòíîé, åñëè (x, x) ∈ P (Σ). Ïîëîæèì
R(Σ) = {x ∈ Σ : (x, x) ∈ P (Σ)}. Ââåäåì íà R(Σ) îòíîøåíèå ∼ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: x ∼ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x, y) ∈ P (Σ)
è (y, x) ∈ P (Σ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå ∼ íà R(Σ)
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèâàåò åãî
íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè {Rλ : λ ∈ L} ò.å. R(Σ) = t{Rλ ∈ L}.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.6 èç [17] ñîñòàâëÿþùèå êëàññû, îïðåäåëåííîãî
âûøå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà R(Σ) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è èíâàðèàíò-
íûìè ìíîæåñòâàìè.
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Ëåììà 42. Åñëè êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Σ èç X
ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, òî îòíîøå-
íèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî R(Σ) íà êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R(Σ) = t{Rλ : λ ∈ L}. Òàê êàê Rλ ⊆
Σ çàìêíóòû è èíâàðèàíòíû, à Σ êîìïàêòíî, òî â Rλ ñîãëàñíî òåîðåìå
Áèðêãîôà ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåì ìåðå îäíî ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íå ïðåâîñõî-
äèò ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ. Ëåììà äîêàçàíà.

Íèæå ìû óêàæåì óñëîâèå, êîãäà ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè {Rλ :
λ ∈ L} êîíå÷íî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà â Σ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäóÿ [1] â ñèñòåìå {R1,R2, . . . ,Rk} ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà: Ri < Rj , åñëè ñóùåñòâóþò i1, i2, . . . , ir òàêèå ÷òî i1 = i, ir = j
è W s(Rip)

⋂
W u(Rip+1) 6= ∅ ïðè âñåõ p = 1, 2, . . . , r − 1.

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç r (r ≥ 2) ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ {i1, i2, . . . , ir}
è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ri1 < Ri2 < · · · < Rir < Ri1 íàçûâàþò r-
öèêëîì â íàáîðå {R1,R2 . . . ,Rk}. Ïîä 1-öèêëîì ïîíèìàþò òàêîé èíäåêñ
i, ÷òî W s(Ri)

⋂
W u(Ri) \ Ri 6= ∅.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå âûøå ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
íåçíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîíÿòèÿ èç [17, ñ.61].

Ñëåäóÿ [1],[70],[75] íàáîð òî÷åê {x1, x2, . . . , xn} ⊆ X (èëè K := H(x1)∪
H(x2) ∪ · · · ∪ H(xn)) íàçîâåì îáîáùåííûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì,
åñëè ωxi ∩ αxi+1 6= ∅ ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n, ãäå xn+1 = x1.

Ëåììà 43. Ïóñòü Σ ⊆ X � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
è {x1, x2, . . . , xn} � îáîáùåííûé ãîìîêëèíè÷åñêèé êîíòóð. Òîãäà (xi, xj) ∈
P (Σ) ïðè ëþáûõ i, j = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ÷òî i ≤ j è 0 ≤ p = j − i ≤ n. Ïîêàæåì, ÷òî (xi, xj) ∈ P (Σ).
Ïóñòü ε > 0 è t > 0. Òàê êàê ωxk

∩αxk+1
6= ∅ ïðè âñåõ k = i+1, . . . , j− 1,

òî äëÿ ÷èñåë ε > 0, t > 0 è òî÷êè xk (k = i, i+1, . . . , j−2) íàéäóòñÿ t′k >
t, t′′k < −t è pk ∈ ωxk

∩ αxk
òàêèå, ÷òî ρ(xkt

′
k, pk) < ε

3 è ρ(xkt
′′
k, pk−1) < ε

3 .
Ïîëîæèì x0 := xi, x1 := xi+1t

′
i+1, . . . , xp−1 := xjt

′′
j , xp := xj ; t0 := t′i, t1 :=

t′i+1− t′′i+1, . . . , tp−1 := −t′′j . ßñíî, ÷òî {x0, x1, . . . , xp; t0, t1, . . . , tp−1} ÿâëÿ-
åòñÿ (ε, t, π) - öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè xi è xj . Ëåììà äîêàçàíà.

Â ëåììàõ 44-46 ìû áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òîR(Σ) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè R1,R2 . . . ,Rk ò.å. R(Σ) =
R1 t R2 t · · · t Rk. Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Ri (i =
1, 2, . . . , k).

Ëåììà 44. Â íàáîðå {R1,R2 . . . ,Rk} íåò r (r ≥ 1) öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò r ≥ 1 è i1
, i2, . . . , ir òàêèå, ÷òî Ri1 < Ri2 < . . . < Rir < Ri1 . Ðàññóæäàÿ òàêæå
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êàê è â ëåììå 43, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî M := Ri1 ∪ · · · ∪
Rir ïðèíàäëåæèò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, r =
1. Ïîêàæåì, ÷òî 1-öèêëû â íàáîðå {R1,R2 . . . ,Rk} òàêæå îòñóòñòâóþò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò 1 ≤ i ≤ r è òî÷êàì x
èç (W s(Ri) ∩ W u(Ri)) \ Ri, òî H(x0) ∪ Ri ⊆ (Σ). Ïðè÷åì H(x0) ∪ Ri

ïðèíàäëåæèò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, H(x0)∪
Ri ⊆ Ri. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó x0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 45. Ìíîæåñòâà Ri (i = 1, 2, . . . , k) ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû
â Σ ò.å. äëÿ Ri ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ui ìíîæåñòâà Ri â Σ òàêàÿ,
÷òî Ri åñòü ìàêñèìàëüíîå çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â Ui.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêRi∩Rj 6= ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, òî ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòè Ui ìíîæåñòâ Ri òàêèå, ÷òî U i ∩U j = ∅ ïðè i 6= j. Çàìåòèì,
÷òî â Ui ìíîæåñòâî Ri ìàêñèìàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü,
÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λi ⊂ Ui òàêîå, ÷òî
Λi * Ri, òîãäà Λi \ Ri 6= ∅. Ïóñòü x ∈ Λi \ Ri. Òàê êàê αx è ωx öåïíî
ðåêóððåíòíû [17, ñ.33], òî αx, ωx ⊆ Ri, ò.e. ìû íàøëè x ∈ (W s(Ri) ∩
W u(Ri)) \Ri è, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ R(Σ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññóæäàÿ
òàêæå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 43, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî x öåïíî
ðåêóððåíòíà, ò.å. x ∈ R(Σ). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 46. Ìíîæåñòâà Ri (i = 1, 2, . . . , k) íåðàçëîæèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i ìíîæåñòâî Ri

ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñâîèõ çàìêíóòûõ, èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ A1 è A2 ò.å.Ri = A1tA2. Òàê, êàê A1∩A2 = ∅ èRi∩Rj = ∅
ïðè âñåõ j 6= i, òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1 è U2 ìíîæåñòâ A1 è A2

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî U1 ∩ U2 = ∅ è (U1 ∪ U2) ∩ Rj = ∅ ïðè âñåõ
j 6= i. Ïóñòü ε0 > 0 òàêîâî, ÷òî B(A1, ε0) ⊂ U1 è B(A2, ε0) ⊂ U2. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûå òî÷êè a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 è ÷èñëà 0 < ε < ε0 è t > 0.
Òàê êàê a1, a2 ∈ Ri, òî äëÿ ÷èñåë ε è t íàéäåòñÿ (ε, t, π)-öåïü {a1 =
x0, x1, . . . , xn = a2; t1, t2, . . . , tn}, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a1 è a2. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.24 èç [17] ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xk ∈ Ri (k = 0, 1, . . . , n). Â ñèëó
âûáîðà ε è èíâàðèàíòíîñòè A1 èìååì xk ∈ A1 ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , n
ò.å. xn = a2 ∈ A1. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Ëåììà
äîêàçàíà .

4.3. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå öåíòðà Ëåâèíñîíà
íåàâòîíîìíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Ïóñòü 〈(X, S, π), (Y,S, σ), h〉 - ãðóïïîâàÿ íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ñëîè Xy := {x ∈ X : h(x) = y} êîòîðîîé ãîìåîìîðôíû íåêî-
òîðîìó ôèêñèðîâàííîìó n-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ (íàïðèìåð En) è p ∈
Xy. Ñëåäóÿ [17, ñ.213], îáîçíà÷èì ÷åðåç W s

δ (p) := {x ∈ Xy : ρ(xt, pt) ≤
δ, t ≥ 0} è W u

δ (p) := {x ∈ Xy : ρ(xṫ, pṫ) ≤ δ, t ≤ 0} (δ > 0).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ ⊆ X
ãèïåðáîëè÷íî (íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X, S, π), (Y, S, σ), h〉
èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà Λ), åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà N , ν, δ è γ òàêèå, ÷òî

(H1). W s
δ (p) ∩W u

δ (p) = {p} ïðè âñåõ p ∈ Λ, W s
δ (p) è W u

δ (p) - ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ èç Xy (y = h(p)), ãîìåîìîðôíûå çàìêíóòîìó äèñêó â
Rk è Rn−k ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì, åñëè ρ(p, q) ≤ γ (p, q ∈ Xy),
òî W s

δ (p) ∩W u
δ (p) 6= ∅;

(H2). πtW s
δ (p) ⊆ W s

δ (πtp) ïðè âñåõ t ≥ 0 è πtW u
δ (p) ⊇ W u

δ (πtp) ïðè
âñåõ t ≤ 0 è ïðè êàæäîì p ∈ Λ;

(H3). ìíîãîîáðàçèÿ W s
δ (p) è W u

δ (p) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè p ∈
Λ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà;

(H4). (a) ρ(p1t, p2t) ≤ Nexp(−νt)ρ(p1, p2) ïðè âñåõ p1, p2 ∈ W s
δ (p) è

t ≥ 0;
(b) ρ(p1t, p2t) ≤ Nexp(νt)ρ(p1, p2) ïðè âñåõ p1, p2 ∈ W u

δ (p) è
t ≤ 0.

Çàìå÷àíèå 4.3.23. a. Åñëè Λ ⊆ X ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì â
îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå [17, 70], òî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè, ìíîæåñòâî Λ áóäåò ãèïåðáîëè÷åñêèì è â ñìûñëå
âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

b. Äëÿ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
áëèçêîå ïîíÿòèå (àêñèîìà A#) ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Σ) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ðåêóððåíòíûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà Σ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.3.68. Ïóñòü Y � êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî,
Σ � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî èç X è âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

a. ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ â Σ êîíå÷íî;
b. åñëè â Σ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíî-

æåñòâ, òî íà ìíîæåñòâå M(Σ), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷-
íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, íåàâòî-
íîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X, S, π), (Y,S, σ), h〉 èìååò ãè-
ïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Òîãäà îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò R(Σ) íà êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â Σ ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíè-
ìàëüíûõ ìíîæåñòâ, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 42.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå b. òåîðåìû. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè {Rk : k = 1, 2, . . . }. Òàê êàê Rk çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû
è Σ êîìïàêòíî, òî â êàæäîì Rk íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó
ìèíèìàëüíîìó ìíîæåñòâó Mk ⊆ Rk. Òàê êàê Y ìèíèìàëüíî, òî h(Mk) =
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Y ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . . Ïóñòü y ∈ Y è pk ∈ Mk ∩Xy. Â ñèëó êîìïàêò-
íîñòè Σ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì
p := lim

k→+∞
pk è çàìåòèì, ÷òî p ∈ Λ := ∪{Mk : k = 1, 2, . . . }. Íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìíîæåñòâî Λ ìîæíî ñ÷èòàòü ãèïåðáîëè÷åñêèì.
Ïóñòü γ > 0 � ÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå âH1. äëÿ ìíîæåñòâà Λ. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {pk} ⊆ Λ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
k0, ìíîãîîáðàçèÿ W s

δ (pk1) è W u
δ (pk2) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ïðè

âñåõ k1, k2 ≥ k0. Ïóñòü òåïåðü k1 6= k2 è k1, k2 ≥ k0. Âûáåðåì x1 ∈
W s

δ (pk1)∩W u
δ (pk2), x2 ∈ W u

δ (pk1)∩W s
δ (pk2) è ðàññìîòðèì ãîìîêëèíè÷åñêèé

êîíòóð K = H(x1)∪H(x2). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.19 [17] è òîìó, ÷òî íà
ω (α) ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå ëþáûå äâå òî÷êè ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå
îòíîøåíèÿ ∼, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü ëþáûõ äâóõ òî÷åê ãîìîêëèíè-
÷åñêîãî êîíòóðà K, ò.å. K ïðèíàäëåæèò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0, òî÷êè pk1 è pk2 ýêâèâàëåíòíû
ïðè âñåõ k1, k2 ≥ k0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êè {pk}
âûáðàíû èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.3.69. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3.68 íà öåíòðå
Ëåâèíñîíà J ñèñòåìû 〈(X, S, π), (Y,S, σ), h〉, òî:

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî R(J) íà êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. R(J) = R1 t R2 t
· · · tRk;

(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, 2, . . . , k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, íåðàç-
ëîæèìû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1,R2, . . . ,Rk}
íåò r (r ≥ 1) öèêëîâ;

(3) J = ∪{W u(Ri) : i = 1, k}, ãäå
W u(Ri) := {x ∈ X : lim

t→−∞ ρ(xt,Ri) = 0} (i = 1, k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.3.69 íåïîñ-
ðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ëåìì 44-46 è òåîðåìû 4.3.68. Äîêàæåì òðåòüå
óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x ∈ W u(Ri) (i = 1, k), òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîé
äèññèïàòèâíîñòè (X, S, π) ìíîæåñòâî H(x) êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ J .

Îáðàòíî. Ïóñòü x ∈ J . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè è èíâàðèàíòíîñòè J
ìíîæåñòâà αx è ωx íåïóñòû, êîìïàêòíû, íåðàçëîæèìû è öåïíî ðåêóð-
ðåíòíû [17]. Òàê êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3.68 R(J) = R1tR2t· · ·tRk

è ìíîæåñòâà Ri (i = 1, k) íå ïåðåñåêàþòñÿ, çàìêíóòû è èíâàðèàíòíû, òî
ñóùåñòâóþò i, j ∈ {1, 2 . . . , k} òàêèå, ÷òî αx ⊆ Ri è ωx ⊆ Rj . Ñëåäîâà-
òåëüíî, x ∈ W u(Rj). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.3.24. Òåîðåìû 4.3.68 è 4.3.69 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-
ìè è â òîì ñëó÷àå, åñëè â íåé óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè Y çàìåíèòü ñëå-
äóþùèì : Y ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ.
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4.4. Îäíîìåðíûå äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ
ãèïåðáîëè÷åñêèì öåíòðîì

Ïóñòü Λ ⊆ X � ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî íåàâòîíîìíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû 〈(X, S, π), (Y,S, σ), h〉.

Çàìå÷àíèå 4.4.25. a. Åñëè p ∈ Λ òàêîâî, ÷òî k = n (k = 0), òî
ìíîæåñòâî H(p) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, èëè ïðîñòî ý.ó. íà S+

(S−).
b. Ïðè n = 1 ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî H(p) ëèáî ý.ó. íà S+ ëèáî

íà S−.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Y � êîìïàêòíîå
ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî è n = 1.

Ëåììà 47. Åñëè êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî M èç X
ãèïåðáîëè÷íî, òî h|M : M → Y åñòü ãîìåîìîðôèçì (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, My := M ∩Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè ïðè ëþáîì y ∈ Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ⊆ X � êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî. Åñëè M ãèïåðáîëè÷íî, òî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.4.25 b. ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî M ý.ó. íà S+ è, ñëåäîâàòåëüíî, M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò γ(ε) >
0 òàêîå, ÷òî ρ(m1,m2) < γ (m1,m2 ∈ M è h(m1) = h(m2)) âëå÷åò
íåðàâåíñòâî ρ(m1t,m2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 3 èç [29, ñ.110].

Ëåììà 48. Åñëè M(Σ) ãèïåðáîëè÷íî, òî â Σ ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå
÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ M1,M2, . . . , Mk è, ñëåäîâàòåëüíî, M(Σ)
= M1 tM2 t · · · tMk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñå-
ìåéñòâî {Mk : k = 1, 2, . . . } ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ â Σ.
Ïóñòü y ∈ Y è pk ∈ Mk ∩ Xy (k = 1, 2, . . . ). Òàê, êàê pk ∈ M(Σ), òî
{pk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü pk → p. Çàìåòèì, ÷òî p ∈ M(Σ).
Òàê êàê M(Σ) ãèïåðáîëè÷íî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü (ñì. çàìå÷àíèå 4.4.25
b.), ÷òî H(p) ý.ó. íà S+. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò k0 ∈ N, ÷òî ρ(pk1t, pk2t) ≤
Nexp(−νt)ρ(pk1 , pk2) ïðè âñåõ k1, k2 ≥ k0 è t ≥ 0. Èç ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ρ(pk1t, pk2t) → 0 ïðè t → +∞ ïðè âñåõ k1, k2 ≥ k0.
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñîâìåñòíîé ðåêóððåíòíîñòè pk1 è pk2 (òàêîâûìè
îíè ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñíî ëåììå 47). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ëåììó 48.

Ëåììà 49. Â óñëîâèÿõ ëåììû 48 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Σ ñóùåñòâó-
þò (è îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî) ðåêóððåíòíûå òî÷êè p1 è p2 (h(p1) =
h(p2) = h(x)) òàêèå, ÷òî
(4.4.194) a. lim

t→+∞ ρ(xt, p1t) = 0 è b. lim
t→−∞ ρ(xt, p2t) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Σ, ω-è α-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ωx è
αx íåïóñòû, êîìïàêòíû è êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò õîòÿ áû ïî îäíîìó
ìèíèìàëüíîìó ìíîæåñòâó M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî (M1 è M2 íå îáÿçà-
òåëüíî ðàçëè÷íû). Òàê êàê Y ìèíèìàëüíî, òî h(M1) = h(M2) = Y è
â ñèëó ãèïåðáîëè÷íîñòè M(Σ) ìíîæåñòâà M1y è M2y ñîñòîÿò ðîâíî èç
îäíîé òî÷êè, êàêîâî áû íè áûëî y ∈ Y .

Ïóñòü x íåðåêóððåíòíà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëåììà î÷åâèäíà) è Miy =
{pi} (i = 1, 2). Ñóùåñòâóþò t1n → +∞ è t2n → −∞ òàêèå, ÷òî xt1n → p1

è xt2n → p2. Ñîãëàñíî ëåììå 47 pitin → pi (i = 1, 2) ïðè n → +∞. Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî
(4.4.195) ρ(xtin, pitin) → 0

a. Ïóñòü M1 ý.ó. íà S+. Òîãäà èç (4.4.195) ñëåäóåò (4.4.194à). Ïîêàæåì,
÷òî èìååò ìåñòî (4.4.194á). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè M1 ý.ó. íà S+, òî M2 ý.ó.
íà S+. Åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî ñîãëàñíî (4.4.195) ρ(xt, p2t) → 0 ïðè
t → +∞. Èç ëåììû 47 ñëåäóåò, ÷òî p1 = p2 = p. Ïóñòü ε = ρ(x, p) > 0 è
γ(ε) > 0 âûáðàíî äëÿ ε èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè H(p) íà
S+. Èç (4.4.195) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

ρ(xt2n, p2t2n) < γ(ε)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x(t+t2n), p2(t+t2n)) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè,
ρ(x, p) < ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-
çûâàåò ý.ó. íà S− ìíîæåñòâà M2. Èç (4.4.195) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.4.194á).

b. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M1 ⊆ ωx íå ìîæåò áûòü ý.ó. íà S−.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî èç (4.4.195) ñëåäóåò, ÷òî
ρ(xt, p1t) → 0 ïðè t → −∞. Çíà÷èò, αx = M1 ⊆ ωx. Òàêèì îáðàçîì,
M2 = M1 = αx ⊆ ωx. Ïóñòü p := p1 = p2 ∈ M1 ∩ Xy = M2 ∩ Xy è
ε = ρ(x, p) > 0. Äàëüøå, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â êîíöå ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ÷òî è äîêàçûâàåò ý.ó. íà S+ ìèíèìàëü-
íîãî ìíîæåñòâà M1 ⊆ ωx. Ëåììà äîêàçàíà.

Â óñëîâèÿõ ëåììû 48 â Σ ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ M1, M2, . . . , Mk è M(Σ) = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk.
Ïóñòü y ∈ Y è {γi(y)} = Mi ∩ Xy. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M1,M2, . . . , Mk

óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî γ1(y) < γ2(y) < · · · < γk(y). Ïîëîæèì
µy := inf Σy è νy := sup Σy. Î÷åâèäíî, µy, νy ∈ Σy.

Ëåììà 50. Â óñëîâèÿõ ëåììû 48 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà µy =
γ1(y) è νy = γk(y) ïðè âñåõ y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå ðàâåíñòâî (âòîðîå äî-
êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Y
µy 6= γ1(y), òî µy < γ1(y). Ñîãëàñíî ëåììå 49 ñóùåñòâóþò ðåêóððåíòíûå
òî÷êè p1 è p2 èç M(Σ) òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (4.4.194) a.
è b. Ïîêàæåì, ÷òî p1, p2 ≤ γ1(y). Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.4.194) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå t1n → +∞ è t2n → −∞ òàêèõ, ÷òî µyt1n → p1 è µyt2n →
p2. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 47, γi(y)tin → γi(y) (i = 1, 2). Òàê êàê
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µy < γ1(y), òî µyt1n < γ1(y)t1n è, ñëåäîâàòåëüíî, p1 ≤ γ1(y). Àíàëîãè÷íî
p2 ≤ γ1(y). Òàêèì îáðàçîì, p1 = p2 = γ1(y). Òàê êàê H(γ1(p)) = M1

ãèïåðáîëè÷íî, òî M1 ç.ó. íà S+ ëèáî íà S−. Äàëüøå ðàññóæäàÿ òàê æå,
êàê è â ëåììå 49, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.70. Ïóñòü Σ ⊆ X � íåïóñòîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíò-
íîå ìíîæåñòâî è M(Σ) ⊆ Σ ãèïåðáîëè÷íî. Òîãäà:

(1) â Σ ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâ M1,M2, . . . ,Mk è M(Σ) = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk;

(2) êàæäîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî Mi (i = 1, 2, . . . , k) ãîìåî-
ìîðôíî Y è, â ÷àñòíîñòè, åñëè Y ïî÷òè ïåðèîäè÷íî (τ - ïåðè-
îäè÷íî), òî Mi îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì;

(3) êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà x ∈ Σ ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè p1

è p2 èç M(Σ), ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (4.4.194);
(4) åñëè M1,M2, . . . , Mk óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî γi(y) <

γj(y) ïðè âñåõ y ∈ Y , ãäå {γi(y)} := Mi ∩ Xy, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà i < j, òî ∂Σ = M1 ∪Mk, ãäå ∂Σ � ãðàíèöà Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåìì
47-50.

Òåîðåìà 4.4.71. Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,
S, π), (Y,S, σ), h〉 êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Åñëè M(J) ãèïåðáîëè÷íî,
ãäå J � öåíòð Ëåâèíñîíà (Y, S, σ), òî:

(1) â J ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâ M1,M2, . . . , Mk, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî Y
è M(J) = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk;

(2) êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà x ∈ J ñóùåñòâóþò òî÷êè p1 è p2 èç
M(J) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.4.194);

(3) åñëè x /∈ J , òî
(a) ρ(xt, γ1(y)t) → 0 ïðè t → +∞ è x < γ1(y), ãäå y = h(x);
(b) ρ(xt, γk(y)t) → 0 ïðè t → +∞ è x > γk(y).

(4) ∂J = M1 ∪Mk è ∂J ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (â ÷àñòíîñòè, k íå÷åòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 4.4.71 ïî ñóùåñòâó âûòåêàåò èç òåîðåìû
4.4.70 è ñâîéñòâ Öåíòðà Ëåâèíñîíà.

Çàìå÷àíèå 4.4.26. Õîòÿ òåîðåìû 4.4.70 è 4.4.71 äîêàçàíû äëÿ
îäíîìåðíûõ ñèñòåì, íà ñàìîì äåëå, ìû âñþäó ïîëüçîâàëèñü òîëüêî ñëåä-
ñòâèåì èç îäíîìåðíîñòè (ñì. çàìå÷àíèå 4.4.25 b.). Ïîýòîìó, åñëè êðîìå
ãèïåðáîëè÷íîñòè M òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè êàæäîì m ∈ M ìíîæåñòâà
H(m) áûëè ý.ó. ëèáî íà S+ ëèáî íà S−, òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû
è â ñëó÷àå n ≥ 2. Ïðè ýòîì, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà â òåîðåìàõ
4.4.70 è 4.4.71, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäóò ãîìåîìîðôíû Y , à áóäóò ëèøü
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êîíå÷íîêðàòíûìè äèñòàëüíûìè íàêðûòèÿìè Y , ÷òî òàêæå ãàðàíòè-
ðóåò èõ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü (ïåðèîäè÷íîñòü), åñëè Y ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íî (ïåðèîäè÷íî).

4.5. Äèññèïàòèâíûå êàñêàäû íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, U � åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,

f : U → f(U) ⊆ M � äèôôåîìîðôèçì êëàññà Cr (r ≥ 1), Λ ⊂ U -
ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ Λ, ò.å. W s(Λ) =
U . Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ ñòåïåíÿìè f ,
ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé è åå öåíòð Ëåâèíñîíà J = Λ.

Ëåììà 51. Ïóñòü x0 ∈ U . Åñëè ωx0 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì äèôôåîìîðôèçìà f : U → M , òî êàêîâû áû íè
áûëè x ∈ ωx0 è δ > 0 íàéäåòñÿ p ∈ Per(f) òàêàÿ, ÷òî ρ(x, p) < δ è
Σp ⊆ B(ωx0 , δ), ãäå Per(f) � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê f ,
Σp � òðàåêòîðèÿ òî÷êè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü δ íàñòîëüêî ìàëûì,
÷òî B(ωx0 , δ) ⊂ Ũ(ωx0) ãäå Ũ(ωx0) îêðåñòíîñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíî-
æåñòâà ωx0 , ôèãóðèðóþùàÿ â òåîðåìå Ä.Â.Àíîñîâà î ñåìåéñòâàõ ε-òðà-
åêòîðèé [70, ñ.220]. Âûáåðåì â óïîìÿíóòîé òåîðåìå ε (ε < δ

2) ñîîòâåòñò-
âóþùåå ÷èñëó δ

2 . Òîãäà äëÿ ε
2 íàéäåòñÿ l > 0 òàêîå, ÷òî fnx0 ∈ B(ωx0 ,

ε
2)

ïðè âñåõ n ≥ l. Åñëè x ∈ ωx0 , òî ñóùåñòâóåò n0 ≥ l òàêîå, ÷òî fnx0 ∈
B(x, ε

2). Ïîëîæèì x1 = fn0x0. Íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî fNx1 ∈
B(x, ε

2). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî XN = {0, 1, . . . , N − 1} ñ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé, ãîìåîìîðôèçì ñäâèãà τ : XN → XN , τ(k) = k + 1 mod(N),
è îòîáðàæåíèå ϕ : XN → M , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì ϕ(k) = fkx1

(k = 0, 1, . . . , N − 1). Çàìåòèì, ÷òî ϕ : XN → B(ωx0 ,
ε
2) ⊂ Ũ(ωx0). Äàëåå:

P (ϕ ◦ τ, f ◦ ϕ) := sup
0≤k≤N−1

ρ(ϕ(τ(k)), f(ϕ(k))) ≤ ρ(x1, f
Nx1). Òàê êàê

ρ(x1, f
Nx1) ≤ ρ(x1, x) + ρ(x, fNx1) < ε, òî P (ϕ ◦ τ, f ◦ ϕ) < ε. Ñîãëàñíî

òåîðåìå î ñåìåéñòâàõ ε-òðàåêòîðèé íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ψ : XN → Ũ(ωx0) òàêîå, ÷òî ψ ◦ τ = f ◦ψ è P (ϕ, ψ) < δ

2 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ψ(0) ∈ Per(f), ρ(ψ(0), x) <
δ
2 è ψ(k) ∈ B(ωx0 , δ) ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , N − 1.

Ñëåäñòâèå 32. Åñëè Σ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíî è ωx0 ⊆ Σ, òî, â
óñëîâèÿõ ëåììû 51, â Σ ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïåðèîäè÷åñêàÿ
òî÷êà f .

Ñëåäñòâèå 33. Ïóñòü Λ � ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èí-
âàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Åñëè Σ ⊆ ωx0 ⊆ Λ � êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå
ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, òî â óñëîâèÿõ
ëåììû 51, â Λ èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê pk → p ∈ Σ ⊆ ωx0, ïðè÷åì Σpk

⊆ B(ωx0 , εk) è
εk ↓ 0.
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊆ X äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, S, π)
íàçûâàþò êâàçèìèíèìàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò óñ- òîé÷èâàÿ ïî Ïóàññîíó
òî÷êà p ∈ M òàêàÿ, ÷òî M = H(p).

Òåîðåìà 4.5.72. Ïóñòü f : U → M äèôôåîìîðôèçì êëàññà Ck

(k ≥ 1) è Λ � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî f . Åñëè M0(Λ)
ãèïåðáîëè÷íî, òî:

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî R(Λ) íà êîíå÷íîå ÷èñëî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ò.å. R(Λ) = R1 tR2 t · · · tRk;

(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, íåðàçëîæè-
ìû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1, R2, . . . , Rk} íåò r -
öèêëîâ, ãäå r ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.3.68.
Ñëåäñòâèå 34. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è f : M → M �

äèôôåîìîðôèçì êëàññà Ck (k ≥ 1). Åñëè ìíîæåñòâî öåïíî ðåêóððåíò-
íûõ òî÷åê R(f) äèôôåîìîðôèçìà f êîìïàêòíî è ãèïåðáîëè÷íî, òî:

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò R(f) íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ò.å. R(f) = R1 tR2 t · · · tRk;

(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, êâàçèìèíè-
ìàëüíû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1, R2, . . . , Rk} íåò
r (r ≥ 1) öèêëîâ;

(3) åñëè, êðîìå òîãî, â M ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíè-
ìàëüíûõ ìíîæåñòâ, òî â M ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå (îò-
ëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè) ìèíèìàëüíîå ìíîæåñò-
âî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 4.5.72, òåîðåì 7.5 (è åãî äèñêðåòíîãî àíàëîãà) è 7.8 èç [1] è ëåììû
6.4 èç [70].

Òåîðåìà 4.5.73. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f : U → M äèññèïàòèâåí
è J � åãî öåíòð Ëåâèíñîíà. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé:

a. â Λ ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ;
b. â Λ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ è

M0(Λ) ãèïåðáîëè÷íî [70],
òî:
(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê

R(f) äèôôåîìîðôèçìà f íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ò.å. R(f) = R1 tR2 t · · · tRk;

(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, 2, . . . , k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, íåðàç-
ëîæèìû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1,R2, . . . ,Rk}
íåò r (r ≥ 1) öèêëîâ;

(3) J = ∪{W u(Ri) : i ∈ 1, k}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 4.3.69. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî M0(Λ) 6= ∅ è ãèïåðáîëè÷íî,
òî èç ðåçóëüòàòîâ [70] (òåîðåìû 0.1, 5.4 è òåîðåìà 2 èç 1-îãî äîáàâëåíèÿ)
ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå M(Λ), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà
èçîëèðîâàííûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæ-
äåííàÿ ñòåïåíÿìè f, èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ñìûñëå íàøåãî
îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.5.27. a. Òåîðåìà 4.5.73 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé
òåîðåìû Ñìåéëà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè [70] äëÿ A-äèôôåîìîð-
ôèçìîâ.

b. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 4.5.73, èìååò ìåñòî è äëÿ
ïîòîêîâ.

Òåîðåìà 4.5.74. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f : U → M äèññèïàòèâåí
è åãî öåíòð Ëåâèíñîíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíî-
æåñòâ. Åñëè ìíîæåñòâî M0(Λ) ãèïåðáîëè÷íî, òî èìåþò ìåñòî óò-
âåðæäåíèÿ 1.-3. òåîðåìû 4.5.72. Êðîìå òîãî, â Λ ñîäåðæèòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.5.73 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
â Λ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ũ ⊂ U îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
M0(Λ) òàêóþ, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî f, ìíî-
æåñòâî Λ′ ⊂ Ũ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 [70, ñ.224]
òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò. Ñîãëàñíî [49, ñ.52] ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî 2Λ êîìïàêòíî. Òàê êàê â Λ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíè-
ìàëüíûõ ìíîæåñòâ {Mi} è Mi ⊆ R = R1tR2t· · ·tRk, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî Mi ⊆ R1 (i = 1, 2, . . . ). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè 2Λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Mi} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Â ÷àñòíîñòè,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i0, èìååì Mi ⊆ Ũ ïðè i ≥ i0. Â ñèëó âûáîðà
Ũ âñå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà Mi (i ≥ i0) ãèïåðáîëè÷íû. Ëîãè÷åñêè
âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:

a. âñå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà Mi (i ≥ i0) ïåðèîäè÷íû è â ýòîì
ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà.

b. ñðåäè ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ Mi (i ≥ i0) åñòü ìèíèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî M , êîòîðîå íå ñâîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Òîãäà ñîã-
ëàñíî ñëåäñòâèþ 33 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê pk → p ∈ M , ïðè÷åì Σpk

⊆ B(M, εk) è εk ↓ 0. Òàê êàê
Mi ⊆ R1 (i ≥ i0) è R1 çàìêíóòî è ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíî, òî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî m0 èìååì pm ∈ R1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì [1]-[2], ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ äèôôåîìîðôèçìà
f : U → M íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìàðêîâñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ÒÌÖ
(òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü [1]) T : ΩΠ → ΩΠ è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : ΩΠ → Λ òàêîå, ÷òî ϕ ◦ T = f ◦ ϕ. Åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì, òî Λ íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì.
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Ñëåäñòâèå 35. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.5.74 â R ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî
ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìàðêîâñêîå ìíîæåñòâî Λ ⊆ R è, â ÷àñò-
íîñòè, â R ñîäåðæèòñÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 4.5.74, à òàêæå òåîðåì 7.7 [1] è 2.4 [75].

4.6. Ïåðèîäè÷åñêèå äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû
1. Ïóñòü

(4.6.196) 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Y,T2, σ) ïåðèîäè÷íà, ò.å. ñó-
ùåñòâóþò τ ∈ T2 (τ > 0) è q ∈ Y òàêèå, ÷òî σ(q, τ) = q è Y =
{σ(q, t) : 0 ≤ t < τ}. Ïðè ýòîì íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(4.6.196) íàçûâàåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P : Xq → Xq �
îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì P (x) = π(τ, x) è (Xq, P ) êàñêàä,
ïîðîæäåííûé ñòåïåíÿìè P .

Ëåììà 52. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(4.6.196) áûëà ïîòî÷å÷íî (êîìïàêòíî, ëîêàëüíî) äèññèïàòèâíîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàñêàä (Xq, P ) áûë ïîòî÷å÷íî (êîìïàêòíî,
ëîêàëüíî) äèññèïàòèâåí. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

J = {πtJq : 0 ≤ t < τ} è Jq := J ∩Xq,

ãäå J � öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (4.6.196), à Jq - öåíòð
Ëåâèíñîíà êàñêàäà (Xq, P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Ñëåäñòâèå 36. Åñëè (X,h, Y ) � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå, òî öåíòð Ëåâèíñîíà J íåàâòîíîìíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (4.6.196) è Jq ñâÿçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåì 4.1.66, 4.1.67
è ñëåäñòâèÿ 31.

Ñëåäñòâèå 37. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 36 ñóùåñòâóåò r > 0 è äëÿ
ëþáîãî a > 0 íàéäåòñÿ k(a) ∈ Z+ òàêîå, ÷òî P kB[0, a] ⊆ B[0, r] äëÿ âñåõ
k ≥ k(a), ãäå B[0, a] øàð â Xq ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 37 âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.6.43 è ëåììû
52.

Ñëåäñòâèå 38. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 36 ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ P : Xq → Xq.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 38 âûòåêàåò èç òåîðåìû Áðàóäåðà [143]
î íåïîäâèæíîé òî÷êå è ñëåäñòâèÿ 37.

Òåîðåìà 4.6.75. Ïóñòü (X, h, Y ) � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîð íîå ðàñ-
ñëîåíèå. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
J (öåíòð Ëåâèíñîíà) äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (4.6.196),
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ïðè êàæäîì y ∈ Y ìíîæåñòâî Jy = J ∩Xy ñâÿçíî;
(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, Jy) < δ

(x ∈ Xy) âëå÷åò ρ(xt, Jyt) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0;
(3) ïðè êàæäîì y ∈ Y è x ∈ Xy lim

t→+∞ ρ(xt, Jyt) = 0;
(4) â öåíòðå Ëåâèíñîíà J ñèñòåìû (4.6.196) ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû
22, òåîðåìû 2.1.26 è ñëåäñòâèÿ 38.

Òåîðåìà 4.6.76. Åñëè Xq � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è
îòîáðàæåíèå P : Xq → Xq ãîëîìîðôíî, òî Jq = {p} è lim

t→+∞ ρ(xt, pt) = 0

ïðè âñåõ x ∈ Xq, ò.å. ñèñòåìà (4.6.196) êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íå-
çíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèåé ðàññóæäåíèé èç òåîðåìû 3.2.51.

2. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(4.6.197) u̇ = f(t, u) (t ∈ R, u ∈ En)

ñ ω-ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ t ∈ R è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé u ∈ En. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(R ×
En, En) ðåãóëÿðíà, òî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. ïðèìåð 11), óðàâíåíèå
(4.6.197) ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ íåàâòîíîìíóþ (è, î÷åâèäíî, τ -ïåðèîäè-
÷åñêóþ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïðèìåíÿÿ ê íåé òåîðåìû 4.5.72, 4.5.73, è
4.5.74, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.6.197).

Ïóñòü P : En → En ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå óðàâíåíèÿ (4.6.197)
ò.å. P (u) = ϕ(τ, u, f). Ìíîæåñòâîì öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ
(4.6.197) íàçîâåì ìíîæåñòâî öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê êàñêàäà (En, P ).
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [17, ñ.56]), ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.6.197) ñ ãëàäêîé
ïðàâîé ÷àñòüþ ìíîæåñòâî öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê R ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì Π, ïîðîæäàþùèì ïåðèîäè÷åñêèå (ïåðèîäà kτ , ãäå k ∈ N)
ðåøåíèÿ (4.6.197) (ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ Π ñì. [75, ñ.278]).

Òåîðåìà 4.6.77. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.6.197) ìíî-
æåñòâî öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê R êîìïàêòíî è ìíîæåñòâî M0(R)
ãèïåðáîëè÷íî, òîãäà

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî R íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. R = R1 tR2 t · · · tRk;
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(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, íåðàçëîæè-
ìû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1,R2, . . . ,Rk} íåò r
(r ≥ 1) öèêëîâ;

Ñëåäñòâèå 39. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.6.196) ìíî-
æåñòâî Π, ïîðîæäàþùåå ïåðèîäè÷åñêèå (ïåðèîäà kω, ãäå k ∈ N) ðåøåíèÿ
êîìïàêòíî è ãèïåðáîëè÷íî, òîãäà:

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò Π íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ò.å. Π = Π1 tΠ2 t · · · tΠk;

(2) ìíîæåñòâà Πi (i = 1, k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, êâàçèìè-
íèìàëüíû, ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {Π1, Π2, . . . ,Πk}
íåò r (r ≥ 1) öèêëîâ;

(3) êðîìå òîãî, åñëè â Π ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëü-
íûõ ìíîæåñòâ, òî â Π ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ìèíèìàëü-
íîå ìíîæåñòâî.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò è óñèëèâàåò òåîðåìó 3.3 èç [75,
ñ.280].

Òåîðåìà 4.6.78. Ïóñòü óðàâíåíèå (4.6.197) äèññèïàòèâíî è J � åãî
öåíòð Ëåâèíñîíà. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a. â J ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ;
b. â J ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ è

M0(J) ãèïåðáîëè÷íî.
Òîãäà:

(1) îòíîøåíèå ∼ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê
R óðàâíåíèÿ (4.6.197) íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ò.å. R(J) = R1 tR2 t · · · tRk;

(2) ìíîæåñòâà Ri (i = 1, k) çàìêíóòû, èíâàðèàíòíû, íåðàçëîæèìû,
ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíû è â íàáîðå {R1, R2, . . . ,Rk} íåò r (r ≥
1) öèêëîâ;

(3) J = ∪{W u(Ri) : i ∈ 1, k}.
Òåîðåìà 4.6.79. Ïóñòü óðàâíåíèå (4.6.197) äèññèïàòèâíî, J � åãî

öåíòð Ëåâèíñîíà. Åñëè â J ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâ è ìíîæåñòâî M0(J) ãèïåðáîëè÷íî, òî èìåþò ìåñòî óòâåð-
æäåíèÿ 1.-3. òåîðåìû 4.6.78. Êðîìå òîãî, â J ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ñëåäñòâèå 40. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.6.79 â J ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî
ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìàðêîâñêîå ìíîæåñòâî Λ ⊆ J è, â ÷àñò-
íîñòè, â J ñîäåðæèòñÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 35.





Ãëàâà 5

Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

5.1. Êðèòåðèè äèññèïàòèâíîñòè íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (X,h, Y ) � áàíàõîâî
ðàññëîåíèå.

Òåîðåìà 5.1.80. Ïóñòü Y êîìïàêòíî è (X,T1, π) âïîëíå íåïðåðûâ-
íà, ò.å. äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊆ X ñóùåñòâóåò
l = l(A) > 0 òàêîå, ÷òî πlA îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â X. Äëÿ òîãî
÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉, áû-
ëà îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëè ÷èñëî r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : Xr → R+ (Xr :=
{x ∈ X : |x| ≥ r}), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Xr, ãäå a ∈ A è ImV ⊆ Ima;
(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (xt) ≤ V (x);
(3) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K1 := {x ∈ X : |x| ≤ r}. Â
ñèëó êîìïàêòíîñòè Y è ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè áàíàõîâîãî ðàññëîåíèÿ
(X, h, Y ) ìíîæåñòâî K1 îãðàíè÷åíî. Ïîêàæåì, ÷òî K1 ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
b-àòòðàêòîðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π), ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ X
íàéäåòñÿ τ = τ(x) > 0 òàêîå, ÷òî xτ ∈ K1. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå
òàê, òî íàéäåòñÿ x0 ∈ X \ K, äëÿ êîòîðîãî x0τ /∈ K ïðè âñåõ t > 0.
Ïîëîæèì ϕ(t) := V (x0t) (t ≥ 0), òîãäà ϕ : T+ → R+ (T+ = {t ∈
T1 | t ≥ 0}) íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò V0 := lim

t→+∞V (x0t). Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû òî÷êà
x0 óñòîé÷èâà L+, ò.å. {x0t|t ∈ T+} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Â ñèëó
âïîëíå íåïðåðûâíîñòè (X,T1, π) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
{x0t | t ∈ T+} îãðàíè÷åíî. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî a(|x0t|) ≤
V (x0t) ≤ V (x0) ïðè âñåõ t ∈ T+, à, çíà÷èò, |x0t| ≤ a−1(V (x0)) (t ∈ T+).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî {x0t | t ∈ T+} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,
ïîýòîìó ωx0 6= ∅, êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî. Çàìåòèì, ÷òî ωx0 ⊆ Xr.
Ïóñòü x ∈ ωx0 , òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V èìååì V (x) = V0.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 3. òåîðåìû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
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äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî K1 ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì b-àòòðàêòîðîì äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.19 íåàâòîíîìíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà.

Íîåáõîäèìîñòü. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññè-
ïàòèâíà, J � åå öåíòð Ëåâèíñîíà è r > r0, ãäå r := sup{|x| : x ∈ J}.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V : Xr → R+ ðàâåíñòâîì
(5.1.198) V (x) := sup{|xt| : t ≥ 0}.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ V ñëåäóåò, ÷òî:

(1) V (x) ≥ |x| ïðè âñåõ x ∈ Xr;
(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (xt) ≤ V (x).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ V íåïðåðûâíà. Ïóñòü xn → x (x, xn ∈ Xr) è
R := sup{|xn| : n ∈ N}, òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.6.43 äëÿ ÷èñëà R > 0
íàéäåòñÿ l(R) > 0 òàêîå, ÷òî
(5.1.199) |xt| ≤ r (t ≥ l(R) è |x| ≤ R).

Èç (5.1.198) è (5.1.199) ñëåäóåò, ÷òî
(5.1.200) V (x) = |xτ |
ïðè íåêîòîðîì τ(x) ∈ [0, l(R)] (|x| ≤ R). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {V (xn)} =
{|xnτn|} îãðàíè÷åíà, ãäå τn = τ(xn). Ïîêàæåì, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåí-
íóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Ïóñòü Ṽ � îäíà èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {V (xn)}. Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {V (xkn)} òàêàÿ,
÷òî V (xkn) → Ṽ ïðè k → +∞. Òàê êàê {τkn} îãðàíè÷åíà, òî åå ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Òîãäà Ṽ = |xτ ′|, ãäå τ ′ = lim

n→+∞ τkn . Ïîêàæåì, ÷òî
|xτ ′| = |xτ | = V (x). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî |xτ ′| 6= |xτ |, òî |xτ | > |xτ ′|.
Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî |xτ ′|+ 2ε < |xτ |. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
k ∈ N èìååì

||xknτ | − |xτ || < ε è ||xknτkn | − |xτ ′|| < ε,

îòêóäà
(5.1.201) |xknτ | > |xτ | − ε > |xτ ′|+ ε > |xknτkn | = V (xkn).

Íåðàâåíñòâî (5.1.201) ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà τkn

(|xknτkn | = sup{|xknτ | : τ ≥ 0}).
Òàêèì îáðàçîì, V (x) = |xτ ′| è, ñëåäîâàòåëüíî, V (x) = lim

n→+∞V (xn).
Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü V .

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ω-
ïðåäåëüíûõ òî÷åê (X,T1, π). Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâî áû íè áûëî x ∈ X,
èìååì ωx ⊆ J . Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Xr îíî íå èìååò îáùèõ òî÷åê
ñ J è, ñëåäîâàòåëüíî, ωx

⋂
V −1(c) = ∅, êàêîâû áû íè áûëè c ∈ Im V è

x ∈ Xr.
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Ëåììà 53. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà, Y êîìïàêòíî è (X,T1, π) âïîëíå íåïðåðûâíà, òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóþò r1 > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V1 : Xr1 → R+,
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(a) V1(x) ≥ a1(|x|)} ïðè âñåõ x ∈ Xr1, ãäå a1 ∈ A è ImV1 ⊆

Im a1;
(b) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V1(xt) ≤ V1(x);
(c) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V1 íå ñîäåðæàò ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π);
(2) ñóùåñòâóþò r2 > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V2 : Xr2 → R+,

îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
(a) V2(x) ≥ a2(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Xr2, ãäå a2 ∈ A è ImV2 ⊆

Im (a2);
(b) åñëè xτ ∈ Xr2 ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V2(xt) ≤ V2(x);
(c) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ

ïîëóòðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1. ñëåäóåò 2.. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ c0 ∈ ImV è x0 ∈
V −1(c0) òàêèå, ÷òî x0t ∈ V −1(c0) ïðè âñåõ t ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî a(|x0t|) ≤
V (x0t) = V (x0) = c0, è, ñëåäîâàòåëüíî, |x0t| ≤ a−1(c0) ïðè âñåõ t ≥ 0.
Â ñèëó âïîëíå íåïðåðûâíîñòè (X,T1, π) ìíîæåñòâî Σ+

x0
îòíîñèòåëüíî

êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ωx0 6= ∅, êîìïàêòíî è ωx0 ⊆ V −1(c0). Ïîñ-
ëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
èìïëèêàöèþ 1. ⇒ 2. è â êà÷åñòâå V2 ìîæíî âçÿòü V1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç 2. ñëåäóåò 1. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 5.1.80, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 áóäåò îãðàíè÷åííî k-äèñ-
ñèïàòèâíîé. Ïóñòü J � öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π) è r2 > r0 = sup{|x| :
x ∈ J}. Òåïåðü â êà÷åñòâå V2 : Xr2 → R+ äîñòàòî÷íî âçÿòü ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (5.1.198) è, òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 5.1.80, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 41. Ïóñòü Y êîìïàêòíî è äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,
T1, π) âïîëíå íåïðåðûâíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 áûëà îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíîé, íå-
îáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ÷èñëî r > 0 è íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ V : Xr → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Xr, ãäå a ∈ A è ImV ⊆ Im (a);
(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (xt) ≤ V (x);
(3) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëó-

òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).
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Òåîðåìà 5.1.81. Ïóñòü Y êîìïàêòíî è (X,T1, π) âïîëíå íåïðå-
ðûâíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
áûëà îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíîé, íåîáõîäè- ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëè ÷èñëî r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : Xr → R+,
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Xr, ãäå a ∈ A è ImV ⊆ Im (a);
(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t] (t > 0), òî V (xt) < V (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K1 = {x|x ∈ X, |x| ≤ r} è
l > 0 òàêîâî, ÷òî πlK1 îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. K := πlK1. Ïîêàæåì,
÷òî ωx

⋂
K1 6= ∅ ïðè âñåõ x ∈ X. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî

íàéäåòñÿ x0 ∈ X òàêîå, ÷òî ωx0

⋂
K1 = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

t0 > 0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî xt∈̄K1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.80).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a(|x0t|) ≤ V (x0t) < V (x0t0) = c0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
|x0t| ≤ a−1(c0) (t ≥ t0) è ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìíîæåñòâî Σ+

x0
îòíîñèòåëüíî

êîìïàêòíî. Òàêèì îáðàçîì, ωx0 6= ∅ è êîìïàêòíî. Êàê è â òåîðåìå 5.1.80,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî V (x) = c ïðè âñåõ x ∈ ωx0 , ãäå c � íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê ìíîæåñòâî ωx0 èíâàðèàíòíî, òî íàðÿäó
ñ òî÷êîé x, ìíîæåñòâó ωx0 ïðèíàäëåæèò è xt ïðè âñåõ t > 0 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, V (xt) < V (x) = c. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî íàøå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî ωx0

⋂
K = ∅ íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì,

ωx
⋂

K 6= ∅ ïðè âñåõ x ∈ X, è ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6.43 íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññèïà-
òèâíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1,
π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V :
X \J → R+ ðàâåíñòâîì (5.1.198), ãäå J � öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,T1, π). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.80 ñëåäóåò, ÷òî V
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V íåïðåðûâíà;
(2) V(x) ≥ |x| ïðè âñåõ x ∈ X \ J ;
(3) V(xt) ≤ V(x) ïðè âñåõ x ∈ X \ J è t ≥ 0.

Ïðè T1 = R+ îïðåäåëèì ôóíêöèþ V : X \ J → R+ ôîðìóëîé

(5.1.202) V (x) :=
∫ +∞

0
V(xt)e−tdt.

Ôóíêöèÿ V íåïðåðûâíà è V (xt) ≤ V (x) ïðè âñåõ x ∈ X \ J è t ≥ 0.
Ïóñòü r > r0 := sup{|x| : x ∈ J} è t > 0 òàêîâî, ÷òî xτ ∈ Xr ïðè âñåõ
τ ∈ [0, t]. Ïîêàæåì, ÷òî V (xt) < V (x). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà
ñóùåñòâóþò x0 ∈ Xr è t0 > 0 òàêèå, ÷òî x0τ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t0] è
(5.1.203) V (x0t0) = V (x0).

Èç ðàâåíñòâ (5.1.202) è (5.1.203) ñëåäóåò, ÷òî
(5.1.204) V(x0(t0 + τ)) = V(x0τ)
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ïðè âñåõ τ ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ : R+ → R+, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì ϕ(τ)

:= V(x0τ). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ ñëåäóåò, ÷òî îíà
íåïðåðûâíà è ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, è èç ðàâåíñòâà (5.1.204) ñëåäóåò,
÷òî ϕ(t0 + τ) = ϕ(τ) ïðè âñåõ τ ≥ 0. Èç âûøåñêàçàííîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî
ôóíêöèÿ ϕ ïîñòîÿííà, ò.å.
(5.1.205) sup

t≥τ
|x0t| = sup

t≥0
|x0t| ≥ |x0| ≥ r

ïðè âñåõ τ ≥ 0. Èç (5.1.205) è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.80 (ñì. (5.1.200))
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ τk → +∞, äëÿ êîòîðîé |x0τk| ≥ r. Òàê êàê 〈(X,T1, π)
, (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x0τk}
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x := lim

k→+∞
x0τk. Î÷åâèäíî, x ∈

ωx0∩Xr. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ωx0 ⊆ J ⊆ X \Xr. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (5.1.203)
íåâåðíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.81 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî V (x) ≥ |x|. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê V(x) ≥ |x| ïðè âñåõ x ∈ Xr, òî

(5.1.206) V (x) =

+∞∫

0

V(xt)e−tdt ≥
ε∫

0

|xt|e−tdt

ïðè âñåõ x ∈ Xr è ε > 0. Íàéäåòñÿ 0 ≤ θ(ε) ≤ ε òàêîå, ÷òî
(5.1.207) V (x) ≥ |xθ(ε)|e−θ(ε).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.1.207), êîãäà ε → 0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðà-
âåíñòâî.

Åñëè T = Z+, ôóíêöèþ V : X \ J → R+ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

(5.1.208) V (x) =
+∞∑

k=0

V(xk)e−k.

Òàê æå, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ V ,
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.1.208), ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.1.82. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è T1 = R+. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 è ôóíêöèÿ
V : Xr → R+, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) a(|x|) ≤ V (x) ≤ b(|x|) (a, b ∈ A, Im b ⊆ Ima) ïðè âñåõ x ∈ Xr;
(2) V̇π(x) ≤ −c(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Xr, ãäå c : R+ → R+ � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ íà [r,+∞), (V̇π(x) = lim
t↓+0

sup t−1[V (xt)−
V (x)]),

òîãäà ñóùåñòâóåò R0 > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäåòñÿ
L(R) > 0, ïðè êîòîðîì |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ L(R) è |x| ≤ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî
x ∈ Xr, íàéäåòñÿ τ = τ(x) > 0 òàêîå, ÷òî |xτ | < r. Åñëè äîïóñòèòü,
÷òî ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ Xr, òàêîå ÷òî |x0τ | ≥ r ïðè âñåõ
τ ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a(|x0τ |) ≤ V (x0t) ≤ V (x0) ≤ b(|x0|). Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |x0τ | ≤ a−1(b(|x0|)). Òàêèì îáðàçîì, sup{|xτ | :
τ ≥ 0} = b0 < +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν = inf{c(α) | r ≤ α ≤ b0} è
çàìåòèì, ÷òî V̇π(x0t) ≤ −νt, ïîýòîìó
(5.1.209) V (x0t) ≤ V (x0)− νt

ïðè âñåõ t > 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1.209) îòðèöàòåëüíà ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V íà Xr.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ |x| ≤ r è t ≥ 0, ãäå R0 = inf{α | a(α) ≥
b(r)}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |x| ≤ r, |xβx| = |xγx| = r è |xt| > r ïðè âñåõ
t ∈]βx, γx[, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

a(|xt|) ≤ V (xt) ≤ V (xβx) ≤ b(|xβx|) = β(r) ≤ a(R0).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ t ∈]βx, γx[ è
|x| ≤ r, à çíà÷èò, |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ 0 è |x| ≤ r.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå äëÿ ëþáîãî x ∈ Xr íàéäåòñÿ τ(x) > 0 òàêîå,
÷òî |xτ | < r. Ïîëîæèì αx = sup{t | xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t]}, òîãäà
|xαx| = r è |xt| > r ïðè âñåõ t ∈]0, αx[. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0
|xt| ≤ a−1(b(R)) ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ∈]0, αx[. Äåéñòâèòåëüíî,
(5.1.210) a(|xt|) ≤ V (xt) ≤ V (x) ≤ b(|x|) ≤ b(R)

ïðè âñåõ t ∈]0, αx[. Èç íåðàâåíñòâà (5.1.210) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî L(R) := sup{αx | |x| ≤ R} êîíå÷íî êàêîâî áû íè
áûëî R > 0. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ R̄ > 0 è {xn}
òàêèå, ÷òî |xn| ≤ R̄ è αxn → +∞. Ïîëîæèì

ν̄ = inf{c(α) | r ≤ α ≤ a−1(b(R))}
è çàìåòèì, ÷òî V̇π(xt) ≤ −ν̄ ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ∈]0, αx[ è, ñëåäîâàòåëüíî,

V (xt) ≤ V (x)− ν̄t ≤ b(R)− ν̄t

ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ∈]0, αx[. Â ÷àñòíîñòè,
(5.1.211) V (xnαxn) ≤ b(R̄)− ν̄αxn

ïðè âñåõ n. Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1.211) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îòðè-
öàòåëüíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V íà Xr.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî L(R) ïðè êàæäîì R > 0
êîíå÷íî. Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ≥ L(R).

Ñëåäñòâèå 42. Ïóñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è T1 = R+. Åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
V : X → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(1) V îãðàíè÷åíà íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ èç X, ò.å. V (x) ≤
b(|x|) äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ãäå b ∈ A;

(2) V (y) ≥ γ1|y|2 −D1 (γ1, D1 > 0);
(3) V̇π(y) ≤ −γ2V (y) + D2 (γ2, D2 > 0),
òîãäà ñóùåñòâóåò R0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäåòñÿ

l(R) > 0, ïðè êîòîðîì |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ≥ L(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 5.1.82. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
r > 0 óñëîâèÿ 1. è 2. ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1. òåîðåìû 5.1.82,
à óñëîâèå 3. � óñëîâèÿ 2..

Ñëåäñòâèå 43. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1.82, åñëè Y êîìïàêòíî è
(X,T1, π) àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíî, òî íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 5.1.82.

Çàìå÷àíèå 5.1.28. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ 43, èìå-
åò ìåñòî è äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì T1 = Z+.

Çàìå÷àíèå 5.1.29. Â îòëè÷èå îò òåîðåì 5.1.80 è 5.1.81, â òåîðåìå
5.1.82 íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V íå òðåáóåòñÿ, à, âìåñòî ýòîãî, íàê-
ëàäûâàåòñÿ îïðåäåëåííîå óñëîâèå íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ôóíêöèè V âäîëü
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (X,T1, π). Êðîìå òîãî, ïðè T1 = R+ ïîëíîòà
ïðîñòðàíñòâà Y íå òðåáóåòñÿ (â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ ïðèìåðû,
êîãäà Y çàâåäîìî íåïîëíî).

Íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 íàçîâåì
îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò C(R) > 0 òàêîå, ÷òî
|xt| ≤ C(R) ïðè âñåõ |x| ≤ R è t ≥ 0.

Òåîðåìà 5.1.83. Ïóñòü Y êîìïàêòíî, T1 = R+, 〈(X,T1, π), (Y,T2,
σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è (X,T1, π) àñèìïòîòè-
÷åñêè êîìïàêòíà. Åñëè ñóùåñòâóþò r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V :
Xr → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ñóùåñòâóþò a, b ∈ A òàêèå, ÷òî a(|x|) ≤ V (x) ≤ b(|x|) ïðè
âñåõ x ∈ Xr è Im b ⊆ Im a;

(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (xt) ≤ V (x);
(3) ëèíèè óðîâíÿ V íå ñîäåðæàò ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (X,T1, π),
òî íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðà-
íè÷åííî k-äèññèïàòèâíà è îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ R0 > 0 òàêîå,
÷òî |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ 0 è |x| ≤ r. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |x| = r,
|xτ | = r è |xt| > r ïðè âñåõ t ∈]0, τ [, òî

a(|xt|) ≤ V (xt) ≤ V (x) ≤ b(|x|) = b(r)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, |xt| ≤ a−1(b(r)) = R0. Òàêèì îáðàçîì, |xt| ≤ R0 ïðè
âñåõ t ≥ 0 è |x| ≤ r.

Äîêàæåì òåïåðü îãðàíè÷åííîñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉. Åñëè |x| ≤
R è xt /∈ K1 = {x | x ∈ Xr, |x| ≤ R} ïðè âñåõ t ≥ 0, òî |xt| ≤ C1(R) =
a−1(b(R)). Åñëè xt /∈ K1 ïðè âñåõ 0 ≤ t < τ è xτ1 ∈ K1, òî |xt| ≤ C1(R)
ïðè 0 ≤ t < τ è |xt| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ τ è, ñëåäîâàòåëüíî, |xt| ≤ C(R) =
max{C1(R), R0} ïðè âñåõ t ≥ 0 è |x| ≤ R.

Ïîêàæåì, ÷òî íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðà-
íè÷åííî k-äèññèïàòèâíà. Òàê êàê 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉 îãðàíè÷åíà è
àñèìïòîòè÷åñêè êîìïàêòíà, òî ñîãëàñíî ëåììå 4 Ω(K1) 6= ∅, êîìïàêòíî
è ïðèòÿãèâàåò K1. Ïîëîæèì K = Ω(K1) è ïîêàæåì, ÷òî ωx

⋂
K 6= ∅,

êàêîâî áû íè áûëî x ∈ X. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ
x0 ∈ X, ÷òî ωx0

⋂
K = ∅. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1.81 ìíîæåñòâî Σ+

x0
=

{xt | t ≥ 0} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ωx0 6= ∅ è êîìïàêò-
íî. Ïîëîæèì d := ρ(ωx0 ,K) > 0, òîãäà

(5.1.212) B[ωx0 , d/3]
⋂

B[K, d/3] = ∅
è íàéäåòñÿ l > 0 òàêîå, ÷òî
(5.1.213) πtK1 ⊆ B(K, d/3)

ïðè âñåõ t ≥ l. Ïîêàæåì, ÷òî xt /∈ K1 ïðè âñåõ t ≥ t0, ãäå t0 � íåêîòîðîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ
tn → +∞, ÷òî x0tn ∈ K1 è, ñîãëàñíî (5.1.213), x0(tn + l) ∈ B(K, d/3).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x0(tn + l)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì
p = lim

n→+∞x0(tn + l), òîãäà p ∈ ωx0

⋂
B[K, d/3] 6= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

cîîòíîøåíèþ (5.1.212). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî xt /∈
K1 ïðè âñåõ t ≥ t0. Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è â òåîðåìå 5.1.80,
ïîëó÷èì, ÷òî V (x) = c ïðè âñåõ x ∈ ωx0 , ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 3. òåîðåìû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ωx

⋂
K 6= ∅ ïðè âñåõ x ∈ X. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé

êîìïàêòíîñòè (X,T1, π) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉
îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.1.30. a. Óñëîâèå 1. òåîðåìû 5.1.83 ýêâèâàëåíòíî ïî-
ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V íà Xr è åå îãðàíè÷åííîñòè íà îãðàíè-
÷åííûõ ìíîæåñòâàõ èç X;

b. Èìååò ìåñòî è óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 5.1.81, è äî-
êàçûâàåòñÿ îíî òàê æå, êàê è íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 5.1.80;

c. Ëåììà 53 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â íåé óñëîâèå âïîëíå íåï-
ðåðûâíîñòè (X,T1, π) çàìåíèòü íà îãðàíè÷åííîñòü è àñèìïòîòè÷åñêóþ
êîìïàêòíîñòü 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉. Ïîýòîìó òåîðåìà 5.1.83 ñïðà-
âåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå 3. â íåé çàìåíèòü ñëåäóþùèì:
ëèíèè óðîâíÿ V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).
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Òåîðåìà 5.1.84. Ïóñòü T1 = R+, Y êîìïàêòíî, 〈(X,T1, π), (Y,T2,
σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è (X,T1, π) àñèìïòîòè-
÷åñêè êîìïàêòíà. Åñëè ñóùåñòâóþò r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V :
Xr → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ñóùåñòâóþò a, b ∈ A òàêèå, ÷òî a(|x|) ≤ V (x) ≤ b(|x|) ïðè
âñåõ x ∈ Xr è Im b ⊆ Im a;

(2) åñëè xτ ∈ Xr ïðè âñåõ t ∈ [0, t] (t > 0), òî V (xt) < V (x),
òî íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,T1, π), (Y,T2, σ), h〉

îãðàíè÷åííî k-äèññèïàòèâíà è îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è òåîðåìà 5.1.81.

Çàìå÷àíèå 5.1.31. a. Âèäèìî, òåîðåìû 5.1.81 è 5.1.82 èìåþò ìåñòî
è äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îäíàêî äîêàçà-
òåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ìû íå ðàñïîëàãàåì;

b. Â òåîðåìàõ 5.1.80�5.1.84 âåçäå óñëîâèÿ V (x) ≥ a(|x|) è Im a ⊇
ImV (èëè a(|x|) ≤ V (x) ≤ b(|x|) è Im b ⊆ Ima) ìîæíî çàìåíèòü
óñëîâèåì lim

h→+∞
a(h) = +∞.

5.2. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè äèññèïàòèâíîñòè íåàâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé)

1. Ïóñòü En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, || · || � íîðìà íà En,
ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå
(5.2.214) u̇ = f(t, u),

ãäå f ∈ C(R × En, En) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì
(5.2.214) ðàññìîòðèì è åãî H�êëàññ
(5.2.215) v̇ = f(t, v) (g ∈ H(f)).

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, óðàâíåíèå (5.2.214) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî-
ðîæäàåò íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ñì. ïðèìåð 11). Ïðèìå-
íÿÿ ê íåé ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îáùèì íåàâòîíîìíûì äèíàìè÷åñêèì
ñèñòåìàì, ïîëó÷àåì ðÿä óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (5.2.214).
Èç òåîðåì 5.1.80, 5.1.81, ëåììû 53 è ñëåäñòâèÿ 41 âûòåêàþò

Ïóñòü r > 0 è En
r := {u ∈ En : ||u|| ≥ r}.

Òåîðåìà 5.2.85. Ïóñòü H(f) � êîìïàêòíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâ-
íåíèå (5.2.214) áûëî äèññèïàòèâíûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëè r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) × En

r → R+,
óäîâëåòâîðÿùàÿ óñëîâèÿì:

(1) V (g, v) ≥ a(||v||) ïðè âñåõ v ∈ En
r è g ∈ H(f), ãäå a ∈ A è

Im V ⊆ Im a;
(2) åñëè ||ϕ(τ, v, g)|| ≥ r ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (gt, ϕ(t, v, g)) ≤

V (g, v) ( g ∈ H(f));
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(3) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëó-
òðàåêòîðèé óðàâíåíèé (5.2.215).

Òåîðåìà 5.2.86. Ïóñòü H(f) êîìïàêòíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâ-
íåíèå (5.2.214) áûëî äèññèïàòèâíûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëè r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) × En

r → R+,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V (g, v) ≥ a(||v||) ïðè âñåõ v ∈ En
r è g ∈ H(f), ãäå a ∈ A è

Im V ⊆ Im a;
(2) åñëè ||ϕ(τ, v, g)|| ≥ r ïðè âñåõ τ ∈ [0, t], òî V (gt, ϕ(t, v, g)) <

V (g, v) (g ∈ H(f)).

Òåîðåìà 5.2.87. Ïóñòü H(f) êîìïàêòíî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) óðàâíåíèå (5.2.214) äèññèïàòèâíî;
(2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

äëÿ ëþáûõ v ∈ En è g ∈ H(f) íàéäåòñÿ τ = τ(v, g) > 0 òàêîå,
÷òî ||ϕ(τ, v, g)|| < r;

(3) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R1 > 0, ÷òî lim
t→+∞ inf ||ϕ(t, v g)|| < R1

ïðè âñåõ v ∈ En è g ∈ H(f);
(4) ñóùåñòâóåò ÷èñëî R0 > 0 è äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäåòñÿ l(R) >

0, ÷òî ||ϕ(t, v, g)|| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ l(R), ||v|| ≤ R è g ∈ H(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì
2.6.43 è 3.1.49. Â ñëó÷àå, êîãäà f ïåðèîäè÷íà ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé
1, 2 è 4 óñòàíîâëåíà â [74]. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1 è 2 äëÿ íåïåðèî-
äè÷åñêèõ óðàâíåíèé óñòàíîâëåíà â [24].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F ∈ C(R × En, En) óäîâëåòâîðÿåò
ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u ∈ En ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R èëè
ïðîñòî óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò L(r) > 0
òàêîå, ÷òî ||F (t, u1) − F (t, u2)|| ≤ L||u1 − u2|| ïðè âñåõ t ∈ R è u1, u2 ∈
B(0, r).

Òåîðåìà 5.2.88. Ïóñòü f ∈ C(R×En, En) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà, H(f) êîìïàêòíî è ñóùåñòâóþò R > 0 è íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C(R×En

r ,R+) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(1) V � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà;
(2) a(||u||) ≤ V (t, u) ≤ b(||u||) (a, b ∈ A, Im a = Im b, t ∈ R è

u ∈ En
r );

(3) Mf ⊆ MV ∩M ∂V
∂t
∩MgraduV (ãäå: Mf := {{tn} : {ftn} ñõîäèòñÿ

}, è àíàëîãè÷íî äëÿ MV , M ∂V
∂t

è MgraduV );

(4) V̇f (t, u) :=
∂V

∂t
(t, u) + 〈graduV, f(t, u)〉 ≤ 0 (t ∈ R è u ∈ En

r );
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(5) íè ïðè êàêîì (Ṽ , g) ∈ H(V, f) := {(Vτ , fτ ) : τ ∈ R} ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè Ṽ íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé ó-
ðàâíåíèÿ (5.2.215), ëåæàùèõ âíå øàðà B(0, r).

Òîãäà óðàâíåíèå (5.2.214) äèññèïàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1. Ïóñòü g ∈ H(f). Ñóùåñòâóåò {tk} ⊂ R òàêàÿ, ÷òî ftk → g. Òàê

êàê Mf ⊆ MV , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Vtk} òàêæå ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì
Ṽ := lim

k→+∞
Vtk . Èç óñëîâèé a.�d. ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ṽ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà, ˙̃
V g(t, v) :=

∂Ṽ

∂t
(t, v) + 〈gradvṼ , g〉 ≤ 0 è, êðîìå òîãî,

a(||v||) ≤ Ṽ (t, v) ≤ b(||v||) ïðè âñåõ v ∈ En
r è t ∈ R.

2. Ïóñòü v ∈ En
r è g ∈ H(f). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, v, g) ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5.2.215), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ïðè t = 0. Ïîêàæåì,
÷òî ýòî ðåøåíèå ïðîäîëæàåìî âïðàâî íà âñþ ïîëóîñü R+. Äëÿ ýòîãî,
î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî íà âñåé îáëàñòè ñâîåãî
ñóùåñòâîâàíèÿ [0, tv]. Ïóñòü R = R(r) > 0 òàêîãî, ÷òî a(R) > b(r),

T1(v) := {t ∈ [0, tv[: ||ϕ(t, v, g)|| ≤ r} è T2(v) := [0, tv[ \T1(v).

Î÷åâèäíî, T2(v) îòêðûòî è, ñëåäîâàòåëüíî,

T2(v) =
⋃
α

]tα, tβ[ (β = β(α)).

Äëÿ ëþáîãî t ∈ T2(v) ñóùåñòâóåò α òàêîå, ÷òî t ∈]tα, tβ[, ||ϕ(tα, v, g)|| =
||ϕ(tβ, v, g)|| = r, ||ϕ(t, v, g)|| > r è, ñëåäîâàòåëüíî,

a(||ϕ(t, v, g)||) ≤ Ṽ (t, ϕ(t, v, g)) ≤ Ṽ (tα, ϕ(tα, v, g))

(5.2.216) ≤ b(||ϕ(tα, v, g)||) = b(r) ≤ a(R)

Èç íåðàâåíñòâà (5.2.216) ñëåäóåò, ÷òî ||ϕ(t, v, g)|| ≤ R è ìû èìååì
sup{||ϕ(t, v, g)|| : t ∈ [0, tv[} ≤ r0 := max(r,R(r)).

Òàê êàê f ∈ C(R × En, En) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî îíà
ðåãóëÿðíà.

3. Ïóñòü 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñ-
, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (5.2.214). Îïðåäåëèì íà Xr := En

r × H(f)
ôóíêöèþ V : Xr → R+ ðàâåíñòâîì V(v, g) = Ṽ (0, v), ãäå Ṽ � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ â ïåðâîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
V(·, g) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî g ∈ H(f) â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Mf ⊆
MV .

4. Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ôóíêöèÿ V óäîâ-
ëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 41. Óñòàíîâèì åå íåïðåðûâíîñòü íà
Xr = En

r ×H(f). Ïóñòü gk → g è vk → v ((vk, gk) ∈ En
r ×H(f)). Òîãäà

|V(vk, gk)− V(v, g)| ≤ |V(vk, gk)− V(v, gk)|
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(5.2.217)
+|V(v, gk)− V(v, g)| ≤ Lgk(R)||vk − v||
+|V(v, gk)− V(v, g)|,

ãäå Lgk
(R) åñòü êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ V (·, gk) íà B(0, R) è R := sup

k∈N
||vk||.

Òàê êàê Lgk
(R) ≤ Lf (R) ïðè âñåõ g ∈ H(f) (ñì., íàïðèìåð, [95]) è

Mf ⊆ MV , òî V(v, gk) → V(v, g) è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.2.217) ïðè
k → +∞, óñòàíàâëèâàåì íåïðåðûâíîñòü V â òî÷êå (v, g) ∈ Xr.

Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 41 â óñëîâèÿõ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû
î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 41.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè f óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.2.88
óñèëèâàåò òåîðåìó 2.5 èç [74].

2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(5.2.218) u̇ = A(t)u,

ãäå A ∈ C(R, [En]) è [En] � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A :
En → En. ×åðåç U(t, A) îáîçíà÷èì îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (5.2.218).
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.2.218) ðàññìîòðèì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå

(5.2.219) u̇ = A(t)u + F (t, u) (F ∈ C(R× En, En)).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.2.89. Äëÿ äèññèïàòèâíîñòè óðàâíåíèÿ (5.2.219) äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà;
(2) H(A,F ) := {(Aτ , Fτ ) : τ ∈ R} êîìïàêòíî â C(R, [En]) × C(R ×

En, En);
(3) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν, ÷òî

(5.2.220) ||U(t, A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t ≥ τ);

(4) ||F (t, u)|| ≤ A + ε||u|| (∀u ∈ En, t ∈ R), ãäå A > 0 è 0 ≤ ε ≤ ε0 <
νN−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (B, G) ∈ H(A,F ). Îïðåäåëèì WB ∈ [En]
ðàâåíñòâîì

(5.2.221) WB :=
∫ +∞

0
U∗(τ,B)U(τ,B)dτ.

Èç (5.2.220) è (5.2.221) ñëåäóåò, ÷òî ||WB|| ≤ N2(2ν)−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
a := sup{||A(t)|| : t ∈ R} è çàìåòèì, ÷òî

(5.2.222)
||u|| = ||U(−τ,Bτ )U(τ,B)u|| ≤
||U(−τ, Bτ )||||U(τ, Bu)|| ≤ eaτ ||U(τ, B)u||.
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Îòñþäà

〈WBu, u〉 =

+∞∫

0

||U(τ,B)u||2dτ

(5.2.223) ≥
+∞∫

0

e−2aτ ||u||2dτ =
1
2a
||u||2.

Èòàê, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

(5.2.224) 1
2a
||u||2 ≤ 〈WBu, u〉 ≤ N2

2ν
||u||2 (u ∈ En, B ∈ H(A)).

Ïóñòü Y := H(A, F ), (Y,R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà Y, X :=
En × Y è πt(v; B, g) = (ϕ(t, v, B, g);Bt, gt) (v ∈ En, (B, G) ∈ H(A,F )),
ãäå ϕ(·, v, B, G) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(5.2.225) v̇ = B(t)v + G(t, v),

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ïðè t = 0. Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,R, π), (Y,R, σ), h〉, ãäå h := pr2 : X → Y . Îïðåäåëèì
íà X ôóíêöèþ V : X → R+ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

(5.2.226) V (v;B, G) :=
〈
WBv, v

〉

ïðè âñåõ v ∈ En è (B, G) ∈ H(A,F ). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a. 1
2a
||v||2 ≤ V (v; B,G) ≤ N2

2a
||v||2 (v ∈ En, (B, g) ∈ H(A,F )).

b. V íåïðåðûâíà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè vk → v è (Bk, Gk) → (B,G), òî

|V (vk; Bk, Gk)− V (v; B,G)| = |〈WBk
vk, vk

〉− 〈
WBv, v

〉|
= |〈WBk

(vk − v), vk

〉
+

〈
WBk

v, vk − v
〉

+
〈
(WBk

−WB)v, v
〉| ≤ N2

2ν
||vk||||vk − v||(5.2.227)

+
N2

2ν
||v||||v − vk||+ ||WBk

−WB||||v||2.

Èç íåðàâåíñòâà (5.2.227) âèäíî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè V äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ||WBk

− WB|| → 0, åñëè Bk → B. Óñòàíîâèì ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå. Èç (5.2.221) ñëåäóåò, ÷òî WB ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
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îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó

(5.2.228)

||WBk
−WB|| = sup

||v||=1
|〈(WBk

−WB)v, v
〉| ≤

≤
+∞∫
0

sup
||v||≤1

||[U(τ, Bk)− U(τ,B)]v||2dτ =

=
l∫

0

sup
||v||≤1

||[U(τ, Bk)− U(τ,B)]v||2dτ+

+
+∞∫
l

sup
||v||≤1

||[U(τ, Bk)− U(τ, B)]v||2dτ ≤

≤ sup
0≤τ≤l

||U(τ,Bk)− U(τ,B)||2l+

+2
+∞∫
l

(||U(τ, Bk)||2 + ||U(τ, B)||2)dτ.

Èç (5.2.220) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ||U(τ, B)|| ≤ Ne−ντ ïðè âñåõ τ ∈ R+

è B ∈ H(A) (ñì.[92, ñ.70]). Ïîýòîìó èç (5.2.228) ïîëó÷àåì

(5.2.229)
||WBk

−WB|| ≤ sup
0≤τ≤l

||U(τ,Bk)

−U(τ, B)||2l + 2N2

v e−2vl.

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåäåëó, êîãäà k → +∞ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå
â ïðàâîé ÷àñòè (5.2.229) ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
l > 0, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

(5.2.230) lim
k→+∞

sup ||WBk
−WB|| ≤ 2N2

v
e−2vl.

Ïðè÷åì (5.2.230) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ l > 0. Óñòðåìëÿÿ l ê +∞ è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (5.2.230) îò l íå çàâèñèò, ïîëó÷èì òðåáóåìûé
ðåçóëüòàò. Òåì ñàìûì íåïðåðûâíîñòü V óñòàíîâëåíà.

c. Ïóñòü òåïåðü ||ϕ(τ ; v,B,G)|| ≥ r (r > N2A(v−ε0N
2)−1) ïðè âñåõ

τ ∈ [0, t]. Òîãäà V (ϕ(t; v, B, G), Bt, Gt) < V (v;B, G). Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîäñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

V(τ) := V (ϕ(τ ; v,B, G), Bτ , Gτ )
=

〈
WBϕ(τ ; v, B, G), ϕ(τ ; v, B, G)

〉

ïî τ ∈ R. Ñòàíäàðòíûìè âûêëàäêàìè, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

(5.2.231) d

dτ
WBτ + B∗(τ)WBτ + WBτ B(τ) = −E

(E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â En), èìååì

(5.2.232)
d

dτ
V (ϕ(τ ; v, B, G), Bτ , Gτ ) = −||ϕ(τ ; v, B, G)||2+

2Re
〈
G(τ, ϕ(τ ; v, B, G)),WBτ ϕ(τ, v, B,G)

〉
.
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Èç (5.2.232) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
d

dτ
V (ϕ(τ ; v,B, G), Bτ , Gτ ) ≤ −||ϕ(τ ; v, B, G)||2+

N2

v2
||ϕ(τ ; v, B, G)||(A + ε0||ϕ(τ ; v; B,G)||) ≤

||ϕ(τ ; v,B,G)||2(−1 + ε0
N2

v
+

N2A

v

1
r
).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî V (ϕ(t; v,B, G), Bt, Gt) < V (v,B, G). Òàê æå, êàê
è â òåîðåìå 5.2.88, äîêàçûâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ ïðîäîëæàåìîñòü âïðàâî
âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.2.225), à èõ åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç óñëîâèÿ
Ëèïøèöà äëÿ F . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ñîñ-
ëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.2.88 (ñì. òàêæå òåîðåìó 5.1.81).

Çàìå÷àíèå 5.2.32. a. Òåîðåìà 5.2.89 ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ òåî-
ðåìîé 3.5.61, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ðÿäà àïðèîðíûõ îöåíîê. Îä-
íàêî òåîðåìà 3.5.61 èìååò ìåñòî òàêæå äëÿ óðàâíåíèé, çàäàííûõ â
ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

b. Òåîðåìà 5.2.90 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå
4. çàìåíèòü ñëåäóþùèì óñëîâèåì: ||F (t, u)|| ≤ A+B||u||α (∀u ∈ En, t ∈
R), ãäå A è B íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è 0 ≤ α ≤ 1. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è
òåîðåìû 5.2.89, ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå íóæíî âûáðàòü r òàê,
÷òîáû âûïîëíÿòü óñëîâèå: r > r0, ãäå r0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ar−1 +
Brα−1 = ν2N−2.

c. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà b., âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò
ìåñòà, åñëè α > 1. Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðîì ẋ = −x + x3.

Òåîðåìà 5.2.90. Ïóñòü f ∈ C(R×En, En) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà, H(f) êîìïàêòíî è ñóùåñòâóåò A ∈ C(R, [En]), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Mf ⊆ MA ∩MȦ (Ȧ(t) :=
dA(t)

dt
);

(2) A(t) = A∗(t) è α||u||2 ≤ 〈
A(t)u, u

〉 ≤ β||u||2 u ∈ En, t ∈ R è
α, β > 0;

(3)
〈
Ȧ(t)u, u

〉 ≤ 0 (u ∈ En, t ∈ R);
(4) ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî Re

〈
A(t)u, f(t, u)

〉 ≤ −γ(||u||) ïðè
âñåõ u ∈ En

r è t ∈ R+, ãäå γ(s) > 0 ïðè s ≥ r.
Òîãäà óðàâíåíèå (5.2.214) äèññèïàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.88 ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà.
Ïóñòü

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
� íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (5.2.214) (ñì. ïðèìåð 11) è g ∈ H(f). Ñóùåñò-
âóåò {tn} ∈ Mf òàêàÿ, ÷òî g = lim

k→+∞
ftk è ïî óñëîâèþ òåîðåìû {Atk}

ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì åå ïåðåäåë ÷åðåç Bg. Îïðåäåëèì òåïåðü íà Xr :=
En

r × Y ôóíêöèþ V ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó V (v, g) =
〈
Bg(0)v, v

〉
äëÿ
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ëþáîãî v ∈ En
r è g ∈ H(f). Îòìåòèì, ÷òî Bg îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

ïî ôóíêöèè g ∈ H(f), èáî Mf ⊆ MA. Íåïðåðûâíîñòü V äîêàçûâàåòñÿ
òàê æå, êàê è â òåîðåìàõ 5.2.86 è 5.2.87.

Ïóñòü òåïåðü ||ϕ(τ, v, g)|| ≥ r ïðè âñåõ τ ∈ [0, t] (t > 0). Âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ V (ϕ(τ, v, g), gτ ) ïî τ ∈ R. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èç âêëþ-
÷åíèÿ Mf ⊆ MA ∩MȦ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(5.2.233)

dV

dt
(ϕ(τ, v, g), gτ ) =

d

dτ

〈
B(τ)ϕ(τ, v, g), ϕ(τ, v, g)

〉
=

〈
Ḃ(τ)ϕ(τ, v, g), ϕ(τ, v, g)

〉
+ 2Re

〈
B(τ)ϕ(τ, v, g),

g(τ, ϕ(τ, v, g))
〉
.

Èç óñëîâèé 1.�4. òåîðåìû ïîëó÷àåì
(5.2.234)

〈
Ḃ(t)v, v

〉 ≤ 0 è Re
〈
B(t)v, g(t, v)

〉 ≤ −γ(||v||)
ïðè âñåõ v ∈ En

r , B ∈ H(A), t ∈ R è g ∈ H(f). Èç (5.2.233) è (5.2.234)
ñëåäóåò, ÷òî d

dτ
V (ϕ(τ, v, g), gτ ) ≤ −2γ(||ϕ(τ, v, g)||), ïîýòîìó V (ϕ(τ, v, g), gτ )

< V (v, g) ïðè âñåõ v ∈ En
r è g ∈ H(f). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 42 è òåîðåìó 5.1.81.
Ñëåäñòâèå 44. Åñëè óðàâíåíèå (5.2.214) τ�ïåðèîäè÷íî è âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.2.88, òî óðàâíåíèå (5.2.214) èìååò õîòÿ áû
îäíî τ� ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

×àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ 44 àíîíñèðîâàí â ðàáîòå [175].
Ñëåäñòâèå 45. Ïóñòü ai ∈ C(R,R). Åñëè H(ai) êîìïàêòíî (i =

0, 2n + 1) è a2n+1(t) ≤ −α (α > 0) ïðè âñåõ t ∈ R+, òî óðàâíåíèå
(5.2.235) v̇(t) = a0(t) + a1(t)v + · · ·+ a2n+1v

2n+1

äèññèïàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 5.2.88. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå A(t) âçÿòü åäèíè÷íûé
îïåðàòîð è çàìåòèòü, ÷òî〈

A(t)v, f(t, v)
〉

= v(a0(t) + a1(t)v + · · ·+ a2n+1(t)v2n+1) =

v2n+2
(
a2n+1(t) +

a2n(t)
v

+ · · ·+ a0(t)
v2n+1

)
≤ −α

2
v2n+2

ïðè âñåõ |v| ≥ r è t ∈ R è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì r > 0.
Ñëåäñòâèå 46. Åñëè ôóíêöèè ai (i ∈ 0, 2n + 1) τ�ïå- ðèîäè÷íû è

a2n+1(t)| > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, τ [, òî óðàâíåíèå (5.2.235) èìååò õîòÿ áû
îäíî τ�ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà a2n+1(t) < 0 (t ∈ [0, τ [) ïî ñëåäñòâèþ
46 óðàâíåíèå (5.2.235) äèññèïàòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.3 èç
[74] îíî èìååò õîòÿ áû îäíî τ�ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñëó÷àé a2n+1(t) >
0 (t ∈ [0, τ [) ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé t íà −t.
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Â ñëó÷àå, êîãäà a2n+1 ≡ 1 ñëåäñòâèå 46 ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì,
óñòàíîâëåííûì â [74, ñ.126].

Ñëåäñòâèå 47. Ïóñòü f = (f1, f2, . . . , fn) ∈ C(R×En, En) íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìà. Åñëè ∂fi

∂xi
≤ −m < 0 (i ∈ 1, n), H(f) êîìïàêòíî

è ôóíêöèè fi(t, x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) îãðàíè÷åíû, òî óðàâíåíèå
(5.2.214) äèññèïàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà

fi(t, x1, x2, . . . , xn) =
xi∫
0

∂fi
∂xi

(t, x1, x2, . . . , xn)dxi+

+ fi(t, x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn),

â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 47, ñëåäóåò ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî xifi(t, x1, x2, . . . , xn) ≤ −mx2

i + M |xi|, ïîýòîìó

(5.2.236)
〈
x, f(t, x)

〉
=

∑n
i=1 xifi(t, x)

≤ −m||x||2 + Mn||x|| ≤ −m
2 ||x||2

ïðè âñåõ t ∈ R è ||x|| ≥ 2Mn

m
. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.85 óðàâíåíèå (5.2.214)

äèññèïàòèâíî.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè f ñëåäñòâèå 47 õîðîøî èçâåñòíî

[74]. Êîãäà f íåïåðèîäè÷íî óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê ñëeäñòâèþ 47 óñòà-
íîâëåíî â [191] ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà f .

Òåîðåìà 5.2.91. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ (5.2.215) ïðè g ∈
Σf := {fτ : τ ∈ R} âûïîëíåíî óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ äèññè-
ïàòèâíîñòè óðàâíåíèÿ (5.2.214) äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè
V : R× En

r → R+ (r > 0) óäîâëåòâîðÿùåé óñëîâèÿì:
(1) V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà;
(2) a(||u||) ≤ V (t, u) ≤ b(||u||) (a, b ∈ A, Im a = Im b) ïðè u ∈ En

r ;
(3) V̇f (t, u) := lim

τ↓0
sup τ−1

[
V (t + τ, u + τf(t, u))− V (t, u)

]
≤ −c(||u||)

ïðè u ∈ En
n , ãäå c : R+ → R+ íåïðåðûâíî è c(s) > 0 ïðè s > r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê è â òåîðåìå 5.2.88, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ðåøåíèå ϕ(·, u, fτ ) óðàâíåíèÿ (5.2.215) (g = fτ ), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç u
ïðè t = 0 ïðîäîëæàåìî âïðàâî íà âñþ ïîëóîñü R+. Ïîëîæèì Y := Σf

è ÷åðåç (Y,R+, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó îïðåäåëåííóþ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: πt(u, fτ ) := (ϕ(t, u, fτ ), fτ+t) ïðè âñåõ τ ∈ R, u ∈
En è t ∈ R+. Îïðåäåëèì íà Xr := En

r × Y ôóíêöèþ V ðàâåíñòâîì
V(u, fτ ) := V (τ, u). Òîãäà

V(πt(u, fτ )) = V(ϕ(t, u, fτ ), ft+τ ) = V (t + τ, ϕ(t, u, fτ )) =

V (s, ϕ(s− τ, u, fτ )) = V (s,X(s; u, τ)) (s = t + τ)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

V̇π(u, fτ ) = lim
t↓0

sup t−1[V(πt(u, fτ ))− V(u, fτ )]

= lim
s−τ↓0

sup(s− τ)−1[V (s, x(s; u, τ))− V (τ, x[τ ; u, τ))]

= V̇f (τ, x(τ ;u, τ)) = V̇f (τ, u) ≤ −c(||u||) (||u|| ≥ r).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.82 íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈
(X,R+, π), (Y,R+, σ), h

〉
(h = pr2 : X → Y )

äèññèïàòèâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò R > 0 è l(u, τ) > 0 òàêèå, ÷òî
||ϕ(t, u, fτ )|| < R ïðè âñåõ u ∈ En, τ ∈ R è t ≥ l(u, τ). Òàê æå êàê è â [28]
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî l(u, τ) > 0 ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì îò
τ ∈ R. Ðàññóæäàÿ òàêæå êàê, è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 35, ïîëó÷àåì,
÷òî óðàâíåíèÿ (5.2.214) äèññèïàòèâíî.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.2.91 óòî÷íÿåò èçâåñòíóþ òåîðåìó Éîøèçàâû
[28],[209]�[210].

5.3. Òåîðåìà Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî äëÿ íåàâòîíîìíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Èäåè è ìåòîäû, êîòîðûå íàìè ïðèìåíèëèñü ïðè èçó÷åíèè äèññèïà-
òèâíûõ ñèñòåì â ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ãë. 5 ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðî-
âàòü è äîêàçàòü ðÿä óòâåðæäåíèé îá óñòîé÷èâîñòè íåàâòîíîìíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, îáîáùèòü èçâåñòíóþ òåîðåìó Áàðáàøèíà�
Êðàñîâñêîãî [14] îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü (X,h, Y ) � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå,
〈
(X,T1, π),

(Y, T2, σ), h
〉
� íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, θy ∈ Xy := h−1(y)

� íóëåâîé ýëåìåíò (|θy| = 0) è Θ := {θy : y ∈ Y } � íóëåâîå ñå÷åíèå
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (X, h, Y ). Íèæå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
íóëåâîå ñå÷åíèå Θ èíâàðèàíòíî, ò.å. Θ ⊆ X ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).

Íàïîìíèì, ÷òî íóëåâîå ñå÷åíèå Θ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî y ∈ Y, x ∈ Xy è |x| < δ
âëå÷åò |xt| < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

Åñëè Θ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è lim
t→+∞ |xt| = 0 ïðè âñåõ x ∈ X, òî

íóëåâîå ñå÷åíèå íàçûâàþò ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â
öåëîì.

Òåîðåìà 5.3.92. Ïóñòü Y êîìïàêòíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû íóëåâîå
ñå÷åíèå Θ áûëî ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V :
X → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ X, V (θy) = 0 ïðè âñåõ y ∈ Y è Im a =
ImV , ãäå a ∈ A;

2. V (xt) ≤ V (x) ïðè âñåõ x ∈ X è t ≥ 0;
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3. ëèíèè óðîâíÿ V íå ñîäåðæàò íåíóëåâûõ ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû.
Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ñå÷åíèå Θ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî
ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, |xn| < δ, δn ↓ 0 è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî

(5.3.237) |xntn| ≥ ε0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 0 ≤ a(|xntn|) ≤ V (xntn) ≤ V (xn) → 0 ïðè n →
+∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, |xntn| → 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ
(5.3.237).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî lim
t→+∞ |xt| = 0 ïðè âñåõ x ∈ X. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî íàéäåòñÿ x0 ∈ X (|x0| 6= 0) òàêîå, ÷òî
lim

t→+∞ sup |x0t| > 0, ò.å. ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è tn → +∞, äëÿ êîòîðûõ

(5.3.238) |x0tn| ≥ ε0.

Çàìåòèì, ÷òî Σ+
x0

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, a(|x0t|) ≤
V (x0t) ≤ V (x0) è, ñëåäîâàòåëüíî, |x0t| ≤ a−1(V (x0)) ïðè âñåõ t ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x0tn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïîëîæèì x̃ := lim

n→+∞x0tn, òîãäà x̃ ∈ ωx0 . Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â
òåîðåìå 5.1.80, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò c ≥ 0 äëÿ êîòîðîãî
V (x) = c ïðè âñåõ x ∈ ωx0 . Òàê êàê x̃ ∈ ωx0 è x̃ = lim

n→+∞x0tn, òî èç
(5.3.238) ñëåäóåò, ÷òî |x̃| > 0, ïîýòîìó c = V (x̃) ≥ a(|x̃|) > 0. Òàêèì
îáðàçîì, ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè V ñîäåðæàò íåíóëåâûå ω�ïðåäåëüíûå
òî÷êè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåì ñàìûì ðàâíîìåðíàÿ
àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì íóëåâîãî ñå÷åíèÿ äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü íóëåâîå ñå÷åíèå Θ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî â öåëîì. Ôóíêöèþ V : X → R+ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì (5.1.198).
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ V ñëåäóåò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì 1. è 2. òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íåïðåðûâíà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

〈
(X,T1, π), (Y,T2, σ), h

〉
äèññèïàòèâíà. Ïîêàæåì, ÷òî J ⊆ Θ, ãäå J � öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T1, π).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ J , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.2 ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x

ïðîäîëæàåìà âëåâî, ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : S→ J
òàêîå, ÷òî πtϕ(s) = ϕ(t + s) ïðè âñåõ t ∈ T1, s ∈ S è ϕ(0) = x. Òàê êàê J
êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî α�ïðåäåëüíûõ òî÷åê αϕx äâèæåíèÿ ϕ íåïóñòî,
êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî. Î÷åâèäíî αϕx ∩ Θ 6= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò tn → −∞ òàêàÿ, ÷òî |ϕ(tn)| → 0. Ïóñòü ε > 0 è δ(ε) > 0
âûáðàíî èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè Θ. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n èìååì |ϕ(tn)| < δ è, ñëåäîâàòåëüíî, |πtϕ(tn)| = |ϕ(t + tn)| < ε
ïðè âñåõ t ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, |x| = |ϕ(tn−tn)| < ε è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε èìååì |x| = 0 ò.å. J ⊆ Θ.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ëþáîì r > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(5.3.239) lim

t→+∞ sup
|x|≤r

|xt| = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà íàéäóòñÿ ε0 > 0, r0 > 0, |xn| < r0 è
tn → +∞ òàêèå, ÷òî
(5.3.240) |xntn| ≥ ε0.

Â ñèëó äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû
〈
(X,T1, π), (Y,T2, σ), h

〉
ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xntn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x0 := lim
n→+∞xntn è

çàìåòèì, ÷òî x0 ∈ J , ïîýòîìó |x0| = 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò (5.3.240).
Èòàê, ñîîòíîøåíèå (5.3.239) èìååò ìåñòî. Íåïðåðûâíîñòü V óñòàíàâëè-
âàåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé òåîðåìû 5.1.80, íî ïðè ýòîì
âìåñòî (5.1.199) ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì (5.3.239).

×òî êàñàåòñÿ òðåòüåãî óñëîâèÿ, òî îíî ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, êàê è â
òåîðåìå 5.1.80. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.3.92 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â íåé X
çàìåíèòü íà íåêîòîðóþ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü Ur := {x ∈ X : |x| ≤
r} (r > 0) íóëåâîãî ñå÷åíèÿ Θ.

Íóëåâîå ñå÷åíèå Θ íàçûâàþò ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì, åñëè îíî ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî
lim

t→+∞ |xt| = 0 ïðè âñåõ x ∈ Ur.
Íåçíà÷èòåëüíî èçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.92, ìîæíî äîêà-

çàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 5.3.93. Ïóñòü Y êîìïàêòíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû íóëåâîå

ñå÷åíèå Θ áûëî ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè r > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V :
Ur → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Ur, V (θy) = 0 ïðè âñåõ y ∈ Y ;
(2) V (xt) ≤ V (x), åñëè xτ ∈ Ur ïðè âñåõ τ ∈ [0, t];
(3) ëèíèè óðîâíÿ V íå ñîäåðæàò íåíóëåâûõ ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π).
Çàìå÷àíèå 5.3.33. Òàêæå, êàê è â ëåììå 53, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

â òåîðåìå 5.3.93 óñëîâèå 3. ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþùèì: ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû (X,T1, π).

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5.3.94. Äëÿ òîãî ÷òîáû íóëåâîå ñå÷åíèå Θ áûëî ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè r > 0 è
ôóíêöèè V : Ur → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V (x) ≥ a(|x|) ïðè âñåõ x ∈ Ur è lim
|x|→0

V (x) = 0;
(2) V (xt) ≤ V (x), åñëè xτ ∈ Ur ïðè âñåõ τ ∈ [0, t].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ñå÷åíèå ðàâ-
íîìåðíî óñòîé÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 >
0 (ε0 < r), δn ↓ 0, |xn| < δn è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî xnτ ∈ Ur ïðè âñåõ
τ ∈ [0, tn] è
(5.3.241) |xntn| ≥ ε0.

Çàìåòèì, ÷òî
(5.3.242) a(ε0) ≤ a(|xntn|) ≤ V (xntn) ≤ V (xn).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.3.242) ïðè n → +∞ , ïîëó÷èì a(ε0) ≤ 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ε0 = 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Òàêèì îáðàçîì,
ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü Θ äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Θ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî. Äëÿ ε0 = 1 ïîäáåðåì
δ0 = δ(ε0) > 0 (δ0 ≤ 1) èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè Θ.
Ïîëîæèì r := δ0 è îïðåäåëèì V : Ur → R+ ðàâåíñòâîì (5.1.198).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1. è 2. òåîðåìû 5.3.94. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.3.34. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.3.94 ôóíêöèÿ V , âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â îòëè÷èå îò òåîðåì 5.3.92 è 5.3.93.

Èç ïðèâåäåííûõ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåì ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.2.214). Ïðåäâàðèòåëüíî ïðè-
âåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f(t, 0) ≡ 0 è ôóíêöèÿ f ∈ C(R × En, En) ðåãóëÿðíà. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.214) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî,
åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî g ∈ H(f), ||v|| < δ
âëå÷åò ||ϕ(t, v, g)|| < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.214) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è
ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî lim

t→+∞ ||ϕ(t, v, g)|| = 0 ïðè âñåõ g ∈ H(f) è
v ∈ B(0, γ), òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.214) íàçîâåì ðàâíîìåðíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Íàêîíåö, íóëåâîå ðåøåíèå (5.2.214) íàçîâåì ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, åñëè îíî ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è ||ϕ(t, v, g)||
→ 0 ïðè t → +∞ êàêîâû áû íè áûëè g ∈ H(f) è v ∈ En.

Îòìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [136],[197] ñëåäóåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè (ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì) è ïðèâå-
äåííîãî âûøå.

Èç òåîðåì 5.3.92, 5.3.93 è çàìå÷àíèÿ 5.3.33 ñëåäóþò

Òåîðåìà 5.3.95. Ïóñòü H(f) êîìïàêòíî è f(t, 0) ≡ 0. Äëÿ òîãî
÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.214) áûëî ðàâíîìåðíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f)×En → R+, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(1) V (g, v) ≥ a(||v||) ïðè âñåõ v ∈ En, V (g, 0) = 0, g ∈ H(f) è
Im a = Im V , ãäå a ∈ A;

(2) V (gτ , ϕ(τ, v, g)) ≤ V (g, v) ïðè âñåõ g ∈ H(f), v ∈ En è τ ≥ 0;
(3) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ H(f) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè

V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ
(5.2.215), êðîìå òðèâèàëüíîé.

Òåîðåìà 5.3.96. Ïóñòü H(f) êîìïàêòíî è f(t, 0) ≡ 0. Äëÿ òîãî
÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.214) áûëî ðàâíîìåðíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè
è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) × B(0, r0) → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V (g, v) ≥ a(||v||) è V (g, 0) = 0 ïðè âñåõ g ∈ H(f) è x ∈ B(0, r0),
ãäå a ∈ A;

(2) V (gt, ϕ(t, v, g)) ≤ V (g, v), åñëè ϕ(t, v, g) ∈ B(0, r0) ïðè âñåõ τ ∈
[0, t];

(3) êàêîâû áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ H(f) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè
V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ
(5.2.215), êðîìå òðèâèàëüíîé.

Èç òåîðåì 5.3.95 è 5.3.96 ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé.

Òåîðåìà 5.3.97. Ïóñòü H(f) êîìïàêòíî, f(t, 0) ≡ 0 è ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C(R×En,R+), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(1) a(||u||) ≤ V (t, u) ≤ b(||u||) (a, b ∈ A, Im a = Im b) ïðè âñåõ
t ∈ R è u ∈ En;

(2) Mf ⊆ MV ∩M ∂V
∂t
∩MgraduV ;

(3) V̇f (t, u) :=
∂

∂t
V (t, u) +

〈
graduV, f

〉 ≤ 0 (t ∈ R, u ∈ En);
(4) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ H(f) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè

V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ
(5.2.215), êðîìå òðèâèàëüíîé.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.198) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì.

Òåîðåìà 5.3.98. Ïóñòü r > 0, H(f) êîìïàêòíî, f(t, 0) ≡ 0 è
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

V ∈ C(R×B(0, r),R+),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) a(||u||) ≤ V (t, u) ≤ b(||u||) (a, b ∈ A) ïðè âñåõ t ∈ R è x ∈

B(0, r);
(2) Mf ⊆ MV ∩M ∂V

∂t
∩MgraduV ;
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(3) V̇f (t, u) :=
∂

∂t
V (t, u) +

〈
graduV (t, u), f(t, u)

〉 ≤ 0 (t ∈ R, u ∈
En);

(4) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ H(f) ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè
V íå ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ
(5.2.215), êðîìå òðèâèàëüíîé.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.198) ðàâíîìåðíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 5.3.97 è 5.3.98 ñòðîèòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå, êàê è â òåîðåìå 5.2.88.

Óòâåðæäåíèÿ, áëèçêèå ê òåîðåìå 5.3.98, ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [3],[37].

5.4. Óðàâíåíèÿ ñ êîíâåðãåíöèåé
1. Ïðèâåäåì êðèòåðèè êîíâåðãåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (5.2.214), ïîëó÷à-

þùèåñÿ èç òåîðåì 2.4.31, 2.4.36 è 2.4.37, ñëåäñòâèÿ 11 è òåîðåì 2.5.40
è 2.5.41, ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèå ê íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå,
ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì (5.2.214).

Òåîðåìà 5.4.99. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî u íà êîìïàêòàõ èç En [132]. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå
(5.2.214) áûëî êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) óðàâíåíèå (5.2.214) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+

ðåøåíèå;
(2) lim

t→+∞ ‖ϕ(t, v1, g)−ϕ(t, v2, g)‖ = 0 ïðè âñåõ g ∈ H(f) è v1, v2 ∈ En;
(3) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è r > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, r) > 0 òàêîå, ÷òî

‖v1−v2‖ < δ (‖v1‖, ‖v2‖ < δ) âëå÷åò ‖ϕ(t, v1, g)−ϕ(t, v2, g)‖ < ε
ïðè âñåõ t ≥ 0 è g ∈ H(f).

Îòìåòèì, ÷òî, â ñëó÷àå ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f, òåîðåìà
5.4.99 îáîáùàåò è óòî÷íÿåò êðèòåðèé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé êîíâåðãåíöèè
Â.È. Çóáîâà [34].

Òåîðåìà 5.4.100. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) ðåêóððåíòíà ïî t ∈
R ðàâíîìåðíî ïî u íà êîìïàêòàõ èç En. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå
(5.2.214) áûëî êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) óðàâíåíèå (5.2.214) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+

ðåøåíèå;
2) Êàêîâû áû íè áûëè g ∈ H(f) è v ∈ En ðåøåíèå ϕ(·, v, g) óðàâ-

íåíèÿ (5.2.215) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f òåîðåìà 5.4.100 ñîâïàäàåò ñ òåî-
ðåìîé Í.Í. Êðàñîâñêîãî - Â.À. Ïëèññà [74].
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Òåîðåìà 5.4.101. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî u íà êîìïàêòàõ èç En è óðàâíåíèå (5.2.214) äèññèïàòèâíî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (5.2.214) áûëî êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) ×
En ×En → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü V (g, v1, v2) = 0 (g ∈ H(f)
è v1, v2 ∈ En) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v1 = v2;

2) V (gt, ϕ(t, v1, g), ϕ(t, v2, g)) ≤ V (g, v1, v2) ïðè âñåõ t ≥ 0, v1, v2 ∈
En è g ∈ H(f);

3) V (gt, ϕ(t, v1, g), ϕ(t, v2, g)) = V (g, v1, v2) ïðè âñåõ t ≥ 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà v1, v2 ∈ En.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f òåîðåìà 5.4.101 ñîâïàäàåò ñ òåî-
ðåìàìè 7.2 è 7.3 èç [74].

Òåîðåìà 5.4.102. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî u íà êîìïàêòàõ èç En è óðàâíåíèå (5.2.214) äèññèïàòèâíî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (5.2.214) áûëî êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) ×
En ×En → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
(2) V (gt, ϕ(t, v1, g), ϕ(t, v2, g)) < V (g, v1, v2) ïðè âñåõ t > 0, g ∈ H(f)

è v1, v2 ∈ En, v1 6= v2;

2. Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖ è [E] � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
E â E, ñíàáæåííîå îïåðàòîðíîé íîðìîé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(5.4.243) u̇ = A(t)u + f(t),

ãäå A ∈ C(R, [E]) è f ∈ C(R, E). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.4.243) ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(5.4.244) u̇ = A(t)u

è îáîçíà÷èì ÷åðåç U(t, A) îïåðàòîð Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.4.244).
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâà H(A) è

H(f) êîìïàêòíû, ñîîòâåòñòâåííî â C(R, [E]) è C(R, E), õîòÿ íåêîòîðûå
èç ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé èìåþò ìåñòî è áåç ýòîãî óñëîâèÿ.

Ëåììà 54. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (5.4.243) áûëî êîíâåðãåíòíûì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë N è ν
òàêèõ, ÷òî

(5.4.245) ‖U(t, A)U−1(τ, A)‖ ≤ N exp−ν(t−τ)

ïðè âñåõ t ≥ τ (t, τ ∈ R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ êîíâåðãåíòíîñòè è òîãî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñ-
òîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.4.244) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ
(5.4.245).

Ëåììà 55. Îòîáðàæåíèå U : R × C(R, [E]) → [E] (U : (t, A) →
U(t, A)) íåïðåðûâíî ïî A ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R íà êîìïàêòàõ èç R, òî
åñòü äëÿ ëþáîãî ` > 0 lim

n→+∞max
|t|≤`

‖U(t, An)− U(t, A)‖ = 0, åñëè An → A

â C(R, [E]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An ⊂ C(R, [E]), An → A ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòàõ èç R è ` > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M(`)
òàêîå, ÷òî
(5.4.246) max

|t|≤`
‖An(t)‖ ≤ M(`).

Òàê êàê U(t, An) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
{

U̇(t, An) = An(t)U(t, An)
U(0, An) = IdE ,

ãäå IdE � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â E, òî èìååì

‖U(t, An)‖ ≤ exp(
∫ t

t0

‖An(s)‖ds) (t > t0, t, t0 ∈ [−`, `]).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
max
|t|≤`

‖U(t, An)‖ ≤ exp(2`M(`)) (n = 1, 2, . . . ).

Ïðè êàæäîì n ∈ N ôóíêöèÿ Vn(t) := U(t, A) − U(t, An) óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå {

V̇n(t) = A(t)Vn(t) + [A(t)−An(t)]U(t, An)
Vn(0) = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(5.4.247) Vn(t) = U(t, A)
∫ t

0
U−1(τ, A)[An(τ)−A(τ)]U(τ, An)dτ.

Ïóñòü K(`) := max
|t|≤`

{‖U(t, A)‖, ‖U−1(t, A)‖}. Èç (5.4.246) è (5.4.247) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî
(5.4.248) max

|t|≤`
‖Vn(t)‖ ≤ K2(l)2` exp(2`M(`))max

|t|≤`
‖An(t)−A(t)‖.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.4.248) ïðè n → +∞, ïîëó÷àåì
lim

n→+∞max
|t|≤l

‖U(t, A)− U(t, An)‖ = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 56. Ïóñòü N > 0 è ν > 0 òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî (5.4.245). Òîãäà ïðè âñåõ B ∈ H(A), t ≥ τ è τ ∈ R èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî
(5.4.249) ‖U(t, B)U−1(τ,B)‖ ≤ N exp(−ν(t− τ)),

ãäå U(t, B) � îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ
(5.4.250) ẏ = B(t)y (B ∈ H(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N > 0 è ν > 0 òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (5.4.245), è B ∈ H(A). Òîãäà ñóùåñòâóåò {τn} ⊂ R òàêàÿ,
÷òî Aτn → B â C(R, [E]). Çàìåòèì, ÷òî U(t + τ, A) = U(t, Aτ )U(τ, A) ïðè
âñåõ t, τ ∈ R è A ∈ C(R, [E]), ïîýòîìó

U(t, Aτn)U−1(τ,Aτn) =
U(t, Aτn)U(τn, A)U−1(τn, A)U−1(τ,Aτn) =
U(t + τn, A)U−1(t + τn, A).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
‖U(t, Aτn)U−1(τ,Aτn) ≤ N exp(−ν(t− τ)) (t ≥ τ, n = 1, 2, . . . ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðè n → +∞ è ó÷èòûâàÿ
ëåììó 55, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.4.249). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 57. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (5.4.245). Òîãäà
ïðè êàæäîì B ∈ H(A) è p ≥ 1 ðàâåíñòâîì

(5.4.251) ‖v‖B,p = {
∫ +∞

0
‖U(t, B)v‖pdt} 1

p

íà E îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ ñòàðîé íîðìå,
ïðè÷åì

‖U(τ, B)v1 − U(τ, B)v2‖Bτ ,p

≤ N (
a

ν
)

1
p exp(−ντ)‖v1 − v2‖B,p(5.4.252)

ïðè âñåõ τ ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñò-
âîì (5.4.251) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ íîðìà íà E. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñò-
âóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà mp è Mp, íå çàâèñÿùèå îò B ∈ H(A), òàêèå,
÷òî mp‖v‖ ≤ ‖v‖B,p ≤ Mp‖v‖. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (5.4.245) è
íåðàâåíñòâà

‖v‖p
B,p =

∫ +∞

0
‖U(t, B)v‖pdt ≤

∫ +∞

0
‖U(t, B)‖pdt‖v‖p ≤

N p

∫ +∞

0
exp(−νpt)dt‖v‖p =

N p

νp
‖v‖p.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê U(−τ, Bτ )U(τ, B)v = v ïðè âñåõ τ ∈ R è
v ∈ E, òî

‖v‖ = ‖U(−τ, Bτ )U(τ, B)v‖ ≤ ‖U(−τ, Bτ )‖‖U(τ, B)v‖ ≤
exp(aτ)‖U(τ, B)v‖ (a := sup{‖A(t)‖ : t ∈ R} < +∞)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖v‖p
B,p =

∫ +∞

0
‖U(t, B)v‖pdt ≥

∫ +∞

0
(exp(−at)‖v‖)pdt =

∫ +∞

0
exp(−apt)dt‖v‖p =

1
ap
‖v‖p

(mp = (ap)−
1
p ). Òàêèì îáðàçîì,

(5.4.253) (ap)−
1
p ‖v‖ ≤ ‖v‖B,p ≤ N (νp)−

1
p ‖v‖.

Óñòàíîâèì òåïåðü íåðàâåíñòâî (5.4.252). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
‖U(τ,B)v1 − U(τ,B)v2‖p

Bτ ,p =
∫ +∞

0
‖U(t, Bτ )[U(τ, B)v1 − U(τ, B)v2]‖pdt =

∫ +∞

0
‖U(t, Bτ )U(τ, B)(v1 − v2)‖pdt =

∫ +∞

0
‖U(t + τ, B)(v1 − v2)‖pdt =

∫ +∞

τ
‖U(s,B)(v1 − v2)‖pds

≤
∫ +∞

τ
N p exp(−νps)‖v1 − v2‖pds =

N p

νp
exp(−νpτ)‖v1 − v2‖p

≤ N pap

νp
exp(−νpτ)‖v1 − v2‖p

B,p.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò (5.4.252). Ëåììà äîêàçàíà.
Îêàçûâàåòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (5.4.243) êîíâåðãåíòíî, òî ýòî ñâîéñòâî

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèÿõ.
Èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4.103. Ïóñòü A, f è F òàêîâû, ÷òî H(A), H(f) è
H(F ) êîìïàêòíû â C(R, [E]), C(R, E) è C(R × E, E) ñîîòâåòñòâåííî
è ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u ∈ E ðàâíîìåðíî ïî
t ∈ R ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà (Lip(F ) < ν2(Na)−1).
Òîãäà, åñëè óðàâíåíèå (5.4.243) êîíâåðãåíòíî, òî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå
(5.4.254) u̇ = A(t)u + F (t, u)

òàêæå êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H(A, f, F ) := {(Aτ , fτ , Fτ ) : τ ∈ R}.
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Ïóñòü v ∈ B, (B, g, G) ∈ H(A, f, F ) è τ ∈ R. ×åðåç ϕ(·, v, B, g, G) îáîçíà÷èì
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(5.4.255) v̇ = B(t)v + g(t) + G(t, v),

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ïðè t = 0.
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû óðàâíåíèå (5.4.255) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

îïðåäåëåííîå íà R è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ïðè τ = 0, êàêîâû áû íè
áûëè (B, g, G) ∈ H(A, f, F ) è v ∈ E. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.103 ïðèìåíèìà òåîðåìà 1.2 [25]
(ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè) ê (5.4.255).

Ïîëîæèì Y := H(A, f, F ) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . Ïóñòü X := E×Y . Îïðåäåëèì íà X äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

πτ (v; B, g,G) := (ϕ(τ, v, B, g,G);Bτ , gτ , Gτ ).

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.103 Y êîìïàêòíî è òðîéêà 〈(X,R, π), (Y,R, σ), h〉,
ãäå h := pr2 : X → Y , åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ïîêàæåì,
÷òî ê ïîñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.5.39 è
ñëåäñòâèå 15. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî Y êîìïàêòíî ïî óñëîâèþ òåîðåìû.
Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé Ã(H(A, f, F ), B×H(A, f, F )), î÷åâèäíî,
èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé x : H(A, f, F ) →
E (ñì. ïàðàãðàô 3.3) è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íåïóñòî. Îïðåäåëèì íà X×X
ñêàëÿðíóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ V ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

V ((v1; B, g, G), (v2; B, g,G)) := ‖v1 − v2‖B,1 =∫ +∞

0
‖U(t, B)(v1 − v2)‖dt

ïðè ëþáûõ (B, g, G) ∈ H(A, f, F ) è v1, v2 ∈ E. Èç ëåììû 57 ñëåäóåò,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì à.-â. òåîðåìû 2.5.39.
Ïóñòü ϕ(·, vi, B, g, G) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.4.255), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
òî÷êó vi (i = 1, 2) ïðè τ = 0. Òîãäà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

ϕ̇(τ, vi, B, g,G) ≡ B(τ)ϕ(τ, vi, B, g,G) +
g(τ) + G(τ, ϕ(τ, vi, B, g, G)).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(τ, vi, B, g,G) = U(τ,B)(vi +∫ τ

0
U−1(s, B)[g(s) + G(s, ϕ(s, vi, B, g,G))]ds).(5.4.256)
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Èç (5.4.256) è ëåìì 56 è 57 ñëåäóåò

‖ϕ(τ, v1, B, g,G)− ϕ(τ, v2, B, g, G)‖Bτ =∫ +∞

0
‖U(t, Bτ )(ϕ(τ, v1, B, g, G)− ϕ(τ, v2, B, g,G))‖dt =

∫ +∞

0
‖U(t, Bτ )U(τ, B)(v1 − v2 +

∫ τ

0
U−1(s,B)[G(s, ϕ(s, v1, B, g,G))−

G(s, ϕ(s, v2, B, g,G))]ds‖dt ≤∫ +∞

0
‖U(t + τ, B)(v1 − v2)‖dt +

∫ +∞

0
‖

∫ τ

0
U(t + τ,B)U−1(s,B)[G(s, ϕ(s, v1, B, g,G))−

G(s, ϕ(s, v2, B, g,G))]ds‖dt ≤ N
ν

exp(−ντ)‖v1 − v2‖+

+
∫ +∞

0

∫ τ

0
N exp(−ν(t + τ − s))Lip(G)‖ϕ(s, v1, B, g, G)−

ϕ(s, v2, B, g, G)‖ds dt =
N
ν

exp(−ντ)‖v1 − v2‖+

N
ν

exp(−ντ)Lip(G)
∫ τ

0
exp(νs‖ϕ(s, v1, B, g, G)−

ϕ(s, v2, B, g, G)‖ds ≤ N
ν

exp(−ντ)a‖v1 − v2‖B,1 +

Na

ν
exp(−ντ)Lip(G)

∫ τ

0
exp(νs)‖ϕ(s, v1, B, g, G)−

ϕ(s, v2, B, g, G)‖B,1ds.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà exp(ντ) è, ïîëîæèâ ϕ(τ) :=
exp(νs)‖ϕ(s, v1, B, g, G)− ϕ(s, v2, B, g, G)‖B,1, ïîëó÷èì

(5.4.257) ϕ(τ) ≤ Na

ν
‖v1 − v2‖B,1 +

Na

ν
Lip(G)

∫ τ

0
ϕ(τ)ds.

Ïðèìåíÿÿ ê (5.4.257) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà-Áåëìàíà, ïîëó÷èì

(5.4.258) ϕ(τ) ≤ Na

ν
‖v1 − v2‖B,1 exp(

Na

ν
Lip(G)τ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ϕ(τ, v1, B, g,G)− ϕ(τ, v2, B, g, G)‖B,1 ≤
Na

ν
‖v1 − v2‖ exp(−(ν − Na

ν
Lip(G))τ).(5.4.259)
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Èç íåðàâåíñòâà (5.4.259) èìååì

V ((ϕ(τ, v1, B, g, G);Bτ , gτ , Gτ )),
(ϕ(τ, v2, B, g,G);Bτ , gτ , Gτ )) ≤
M exp(−λτ)V ((v1; B, g, G), (v2; B, g, G))

(çäåñü: M = Na
ν , λ = −Na

ν Lip(G) + ν > 0) ïðè âñåõ v1, v2 ∈ E, τ ≥
0 è (B, g,G) ∈ H(A, f, F ). Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.39
è ñëåäñòâèÿ 15 âûïîëíåíû. Ïðèìåíÿÿ èõ ê ïîñòðîåííîé íåàâòîíîìíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 48. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.103, åñëè A, f è F ñîâìåñòíî
τ -ïåðèîäè÷íû (ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, ðåêóððåíòíû), òî óðàâíåíèå (5.4.254)
êîíâåðãåíòíî è êàæäîå óðàâíåíèå
(5.4.255) èìååò åäèíñòâåííîå τ -ïåðèîäè÷åñêîå (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå,
ðåêóððåíòíîå) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå â öåëîì ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ëåììàì 56 è 57 â ñëó÷àå,
êîãäà îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(t) ñòàöèîíàðíà, äîêàçàíû â [25]. Ñëåäñòâèå
48 â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè A, f è F (E = Rn) óñòàíîâëåíî â [74, ñ.99].

3.Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(5.4.260) u̇ = f(t, u),

ãäå f ∈ C(R × H, H). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.4.260) ðàññìîòðèì åãî
H-êëàññ

(5.4.261) v̇ = g(t, v) (g ∈ H(f)).

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.4.104. Ïóñòü f ∈ C(R × H, H) è ìíîæåñòâî H(f)
êîìïàêòíî â C(R×H, H). Åñëè ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿæåííàÿ îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [H]), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Mf ⊂ MA ∩MȦ;
(2) Re〈A(t)(u − v), f(t, u) − f(t, v)〉 ≤ −α‖u − v‖ ïðè âñåõ t ∈ R è

u, v ∈ H (〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H, ‖·‖2 = 〈·, ·〉 è α > 0
);

(3) ‖Ȧ(t)‖ ≤ β ïðè âñåõ t ∈ R (β ≥ 0);
(4) 〈A(t)u, u〉 ≥ γ‖u‖2 ïðè âñåõ t ∈ R u ∈ H è −2α + β := −λ < 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.4.260) êîíâåðãåíòíî, òî åñòü
a. êàêîâû áû íè áûëè g ∈ H(f) è v ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ϕ(·, v, g) óðàâíåíèÿ (5.4.261), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó
v ïðè t = 0 è îïðåäåëåííîå íà R;

b. ïðè ëþáîì g ∈ H(f) óðàâíåíèå (5.4.261) èìååò åäèíñòâåííîå
êîìïàêòíîå ðåøåíèå ψg(t) = ϕ(t, vg, g), îïðåäåëåííîå íà R;
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c. ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν (íå çàâèñÿùèå îò
g ∈ H(f) è v ∈ H) òàêèå, ÷òî

(5.4.262) ‖ϕ(t, v, g)− ϕ(t, vg, g)‖ ≤ N exp(−νt)‖v − vg‖
ïðè âñåõ g ∈ H(f), v ∈ H è t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì â íåñ-
êîëüêî ýòàïîâ.

1. Òàê êàê Mf ⊂ MA∩MȦ, òî èç [132] � [134] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ q : H(f) → H(A)×H(Ȧ), óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ

(5.4.263) q(f) = (A, Ȧ).

2. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ëþáàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H(f) óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì 1.�4. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ H(f)
è q(g) = (Bg, Ḃg) ∈ H(A)×H(Ȧ). Òîãäà ñóùåñòâóåò {τn} ⊂ R òàêàÿ, ÷òî
g = lim

n→+∞ fτn è (Bg, Ḃg) = ( lim
n→+∞Aτn , lim

n→+∞ Ȧτn). Èç óñëîâèÿ 2. òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî

Re〈A(t + τn)(u− v), f(t + τn, u)
− f(t + τn, v)〉 ≤ −α‖u− v‖2(5.4.264)

ïðè âñåõ t ∈ R, u è v ∈ H (n=1,2,. . . ). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.4.264)
ïðè n → +∞, ïîëó÷èì

(5.4.265) Re〈Bg(t)(u− v), g(t, u)− g(t, v)〉 ≤ −α‖u− v‖2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Bg ∈ H(A)
(g ∈ H(f)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3. è 4. ñ òåìè æå êîíñòàíòàìè β è γ,
÷òî è îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [H]).

3. Íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàññóæäåíèé ðàáîòû [71] (ñì. òàêæå
[31]) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, êàêîâî
áû íè áûëî u ∈ H, óðàâíåíèå (5.4.260) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ϕ(·, u, f), îïðåäåëåííîå íà R è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, u, f) = u.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî, íàðÿäó ñ ôóíêöèåé f , óñëîâèÿì òåîðåìû óäîâëåòâîðÿåò è
ëþáàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H(f), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ H è g ∈ H(f)
óðàâíåíèå (5.4.261) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(·, v, g), îïðåäåëåííîå
íà R è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, v, g) = v.

4. Ïîëîæèì Y := H(f) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . Ïóñòü X = H × H(f). Îïðåäåëèì íà X äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: π((v, g), τ) := (ϕ(τ, v, g), gτ ).
Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîæåñòâî Y êîìïàêòíî. Òðîéêà 〈(X,
R, π), (Y, R, σ), h〉, ãäå h := pr2 : X → Y , åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà. Ïîêàæåì, ÷òî ê ïîñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðèìåíèìà
òåîðåìà 2.5.39 è ñëåäñòâèå 15. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî Y êîìïàêòíî
ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé Ã(Y, X) íåïóñòî.
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Îïðåäåëèì íà X ×X ñêàëÿðíóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ V ïî ñëå-
äóþùåìó ïðàâèëó:
(5.4.266) V ((v1, g), (v2, g)) := 〈Bg(0)(v1 − v2), v1 − v2〉
äëÿ ëþáûõ g ∈ H(f) è v1, v2 ∈ H (Bg = q(g)).

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2. è 3. òåîðåìû 2.5.39.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ 4.
(5.4.267) γ‖v1 − v2‖2 ≤ 〈A(t)(v1 − v2), v1 − v2〉 ≤ δ‖v1 − v2‖2

ïðè âñåõ v1, v2 ∈ H è t ∈ R, ãäå δ = sup{‖A(t) : t ∈ R} (δ < +∞, òàê êàê
Mf ⊂ MA è H(f) êîìïàêòíî). Äëÿ g ∈ H(f) ñóùåñòâóåò {τn} ⊂ R òàêàÿ,
÷òî Aτn → Bg. Èç (5.4.267) è ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
(5.4.268) γ‖v1 − v2‖2 ≤ 〈Bg(t)(v1 − v2), v1 − v2〉 ≤ δ‖v1 − v2‖2

ïðè âñåõ g ∈ H(f), t ∈ R è v1, v2 ∈ H. Â ÷àñòíîñòè, èìååì
(5.4.269) γ‖v1 − v2‖2 ≤ V ((v1, g), (v2, g)) ≤ δ‖v1 − v2‖2

ïðè âñåõ g ∈ H(f) è v1, v2 ∈ H.
Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî è óñëîâèå 4. ëåììû 32. Â ñàìîì

äåëå,
V ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )) =
〈Bgτ (0)(ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)), ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)〉 =
〈Bg(τ)(ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)), ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)〉.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
V̇ ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )) =

< Ḃg(τ)(ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)), ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)〉+
2Re〈Bg(τ)(ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)), g(τ, ϕ(τ, v1, g))−
g(τ, ϕ(τ, v2, g))〉.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è (5.4.264), à òàêæå óñëîâèÿ 3. òåîðåìû 5.4.104
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

V̇ ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )) ≤
β‖ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)‖2 −
−2α‖ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)‖2 =(5.4.270)
−λ‖ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)‖2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (5.4.269) ïîëó÷àåì
V ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ ))

≤ δ‖ϕ(τ, v1, g)− ϕ(τ, v2, g)‖2.(5.4.271)
Èç íåðàâåíñòâà (5.4.270) è (5.4.271) èìååì

V̇ ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )) ≤
−λδV ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )).
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Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
V ((ϕ(τ, v1, g), gτ ), (ϕ(τ, v2, g), gτ )) ≤
exp(−λδτ)V ((v1, g), (v2, g))

ïðè âñåõ g ∈ H(f), v1, v2 ∈ H è τ ∈ R+. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû 2.5.39 âûïîëíåíû è, ïðèìåíÿÿ å¸ è ñëåäñòâèå 15 ê ïîñòðîåííîé
íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
5.4.104.

Ñëåäñòâèå 49. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.104, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f
óðàâíåíèÿ (5.4.260) ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé,
ðåêóððåíòíîé), òî óðàâíåíèå (5.4.260) êîíâåðãåíòíî è êàæäîå óðàâíåíèå
(5.4.261) èìååò åäèíñòâåííîå τ -ïåðèîäè÷åñêîå (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå,ðå-
êóððåíòíîå) ðåøåíèå, ïîä÷èíÿþùååñÿ îöåíêå (5.4.262).

Â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé, òî ñëåäñòâèå 49 óñèëèâàåò
îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [175] (â [175] â òåõ æå óñëîâèÿõ äîêàçàíî
òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî τ -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå
ïðèíöèïà Ëåðå-Øàóäåðà â ñëó÷àå H = En).

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(t) íå
çàâèñèò îò âðåìåíè (Ȧ(t) ≡ 0), òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 49 ñîâïàäàåò
ñ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [71]. Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [71] ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðÿäà òîíêèõ îöåíîê. Íàø ìåòîä íîñèò
÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [189] èçó÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå α-
ñæèìàþùèå íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (òî åñòü òàêèå ñèñòåìû,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

ρ(x1t, x2t) ≤ αρ(x1, x2)

äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, x1, x2 ∈ X è h(x1) = h(x2), ãäå 0 ≤ α ≤ 1) â ñâÿçè ñ
çàäà÷åé îá óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (H = En), ðåêóð-
ðåíòíîñòè ôóíêöèè f è ñòàöèîíàðíîñòè A(t) (Ȧ(t) ≡ 0) òåîðåìà 5.4.104
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óñèëåíèå.

Òåîðåìà 5.4.105. Ïóñòü f ∈ C(R×H, H) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà è ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî u íà êîìïàêòàõ èç H.
Åñëè ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A ∈ [H] è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ c : R+ → R+ òàêèå, ÷òî
(5.4.272) Re〈A(u− v), f(t, u)− f(t, v)〉 ≤ −c(‖u− v‖)
è c(r)r−1 → +∞ ïðè r → +∞ (íàïðèìåð, c(r) = r1+α, α > 0), òî
óðàâíåíèå (5.4.260) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêæå, êàê â òåîðåìå 5.4.104, óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî, êàêîâû áû íè áûëè v ∈ H è g ∈ H(f), óðàâíåíèå (5.4.261) èìååò
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åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(·, v, g), îïðåäåëåííîå íà R è óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ϕ(0, v, g) = v. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V : H(f) ×H → R+ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì
(5.4.273) V(g, v) := 〈Av, v〉.
Èç ðàâåíñòâà (5.4.273) ñëåäóåò, ÷òî
(5.4.274) V̇(gτ , ϕ(τ, v, g)) = 2Re〈Aϕ(τ, v, g), ϕ(τ, v, g)〉.
Òàê êàê c(r)r−1 → +∞ ïðè r → +∞, òî ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî
(5.4.275) c(r)r−1 > ‖f0‖‖A‖
ïðè âñåõ r > r0, ãäå ‖f0‖ := sup{‖f(t, 0)‖ : t ∈ R}. Ïóñòü t > 0, v ∈ H
è g ∈ H(f) òàêîâû, ÷òî |ϕ(τ, v, g)‖ ≥ r0 ïðè âñåõ τ ∈ [0, t]. Èç (5.4.272),
(5.4.274) è (5.4.275) ñëåäóåò, ÷òî V(gτ , ϕ(τ, v, g)) < V(g, v), è ñîãëàñíî
òåîðåìå 5.2.86 óðàâíåíèå (5.4.260) äèññèïàòèâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V : H(f) ×H ×H → R+ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ
ðàâåíñòâîì
(5.4.276) V (g, u, v)) = 〈A(u− v), (u− v)〉.
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

V̇ (gτ , ϕ(τ, u, g), ϕ(τ, v, g)) = 2Re〈A(ϕ(τ, u, g)− ϕ(τ, v, g)),
g(τ, ϕ(τ, u, g))− g(τ, ϕ(τ, v, g))〉.(5.4.277)

Èç (5.4.272) è (5.4.277) ñëåäóåò, ÷òî V (gt, ϕ(t, u, g), ϕ(t, v, g)) < V (g, u, v)
ïðè âñåõ t > 0, g ∈ H(f) è u, v ∈ H (u 6= v). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.41
óðàâíåíèå (5.4.260) êîíâåðãåíòíî.

5.5. Äèññèïàòèâíîñòü è êîíâåðãåíòíîñòü íåêîòîðûõ
óðàâíåíèé 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ, âñòðå÷àþùèåñÿ â

ïðèëîæåíèÿõ
1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

(5.5.278)
{

ẋ = y − F (x) + Q(x, y, t)
ẏ = −g(x),

ãäå F è g � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R, à Q(x, y, t) íåï-
ðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî (x, y) íà êîìïàêòàõ èç R2. Êàê èçâåñòíî,
ê ñèñòåìå (5.5.278) ñâîäèòñÿ óðàâíåíèå
(5.5.279) ẍ + h(x)ẋ + g(x) = p(t),

åñëè ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ y = ẋ+F (x)−g(t), ãäå F (x) =
∫ x
0 h(τ)dτ ,

q(t) =
∫ t
0 p(s)ds. Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (5.5.278) ðàññìîòðèì å¸ H-êëàññ

(5.5.280)
{

ẋ = y − F (x) + G(x, y, t)
ẏ = −g(x),

(G ∈ H(Q) = {Qτ : τ ∈ R}).
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Òåîðåìà 5.5.106. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) xg(x) > 0 ïðè |x| ≥ 1;
(2)

∫ +∞
0 g(x)dx = − ∫ 0

−∞ g(x)dx = +∞;
(3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà N > 0, ÷òî |Q(x, y, t)| ≤ N ïðè

|x| ≤ 1.
(4) [F (x) − Q(x, y, t)]sgn x ≥ 0 ïðè |x| ≥ 1, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî G ∈

H(Q) ñóùåñòâóåò θG > 0 òàêîå, ÷òî F (x)−G(x, y, θG) 6= 0 ïðè
|x| ≥ 1 è y ∈ R.

(5) ïðè |x| ≥ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |F (x)−Q(x, y, t)| ≥ α(y) ≥
0, ãäå α(y) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
ôóíêöèÿ è

∫ +∞
−∞ α(y)dy > 0.

Òîãäà ñèñòåìà (5.5.278) äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêæå, êàê è â ðàáîòå [21] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå η > 0, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèê {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤
η} ïîïàäàåò ëþáîå ðåøåíèå (5.5.280) ïðè íåêîòîðîì τ (τ çàâèñèò îò
ñèñòåìû (5.5.280) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ). Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.2.87.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå óðàâíåíèå
ẍ + h(x)ẋ + g(x) = R(x, ẋ, t).

Ïîëîæèì y = ẋ+F (x), ãäå F (x) =
∫ x
0 h(τ)dτ . Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó

(5.5.281)
{

ẋ = y − F (x)
ẏ = −g(x) +R(x, y, t)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (5.5.281) ðàññìîòðèì å¸ H-êëàññ

(5.5.282)
{

ẋ = y − F (x)
ẏ = −g(x) + G(x, y, t),

ãäå G ∈ H(R).

Òåîðåìà 5.5.107. Ïóñòü ôóíêöèè h, g è R íåïðåðûâíû è R îã-
ðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî (x, y) íà
êîìïàêòàõ èç R2. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñòîÿííûå L > N > 0 è K > 0, ÷òî

(1) |R(x, y, t)| ≤ N ïðè âñåõ x, y, t ∈ R.
(2) g(x)sgnx ≥ L ïðè |x| ≥ 1.
(3) f(x) ≥ K ïðè |x| ≥ 1
Òîãäà ñèñòåìà (5.5.281) äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêæå, êàê è â ðàáîòå [74] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèþ V(x, y) = y2 − yF (x) + 1

2F (x) + 2
∫ x
0 g(τ)dτ . Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé

ôóíêöèè, âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.5.282), ðàâíà
V̇(x, y, t) = −[y − F (x)]2f(x)− g(x)F (x) + [2y − F (x)]G(x, y, t).
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Ñîãëàñíî [74] ñóùåñòâóåò a > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x2 +y2 ≥ a2 V̇G(x, y, t) < 0
è V(x, y) → +∞ ïðè x2 + y2 → +∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.86 ñèñòåìà
(5.5.281) äèññèïàòèâíà.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà
...
x + aẍ + bẋ + f(x) = p(x, ẋ, ẍ, t),

ãäå a, b ∈ R. Ïîëîæèì y = ax + ẋ, z = bx + aẋ + ẍ. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(5.5.283)





ẋ = y − ax
ẏ = z − bx
ż = −f(x) + p(x, y, z, t)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (5.5.283) ðàññìîòðèì å¸ H-êëàññ

(5.5.284)





ẋ = y − ax
ẏ = z − bx
ż = −f(x) + g(x, y, z, t),

ãäå g ∈ H(p).

Òåîðåìà 5.5.108. Ïóñòü ôóíêöèè f è p(x, y, z, t) íåïðåðûâíû è âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. a, b > 0;
2. 0 < f(x)

x < ab ïðè |x| ≥ 1;
3. lim

|x|→+∞
|f(x)| = +∞;

4. lim
|x|→+∞

|f(x)− abx| = +∞;
5. p îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî

(x, y, t) íà êîìïàêòàõ èç R3;
6. ñóùåñòâóåò A > 0 òàêîå, ÷òî |p(x, y, z, t)| ≤ A ïðè âñåõ x, y,

z è t ∈ R.
Òîãäà ñèñòåìà (5.5.283) äèññèïàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííî ãî óòâåð-
æäåíèÿ, ñëåäóÿ [74], ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V(x, y, z) =
1
2
(a2x− ay + z)2 +

1
2
(z − bx)2 +

b

2
y2 + a

∫ x

a
[f(τ)− abτ ]dτ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.5.108 V(x, y, z) → +∞ ïðè x2 + y2 + z2 → +∞
è ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè, âçÿòàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5.5.284), ðàâíà

V̇g(x, y, z, t) = −a(a2x− ay + z)2 +

[abx− f(x)][2(a2x− ay + z)− bx]
[(a2 − b)x− ay + 2z]g(x, y, z, t).
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Òàêæå, êàê è â [74], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò a > 0 òàêîå, ÷òî
âíå øàðà ðàäèóñà a ôóíêöèÿ V âäîëü òðàåêòîðèé (5.5.284) óáûâàåò, è
ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.86 ñèñòåìà (5.5.283) äèññèïàòèâíà.

2. Ïðèâåäåì äâà ïðèçíàêà êîíâåðãåíòíîñòè óðàâíåíèÿ
(5.5.279), êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(5.5.285)
{

ẋ = y
ẏ = −x− h(x)y + p(t),

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìå

(5.5.286)
{

ẋ = −F (x) + v
v̇ = −x + p(t),

ãäå v = ẋ + F (x) è F (x) :=
∫ x
0 h(t)dt. Êàê îáû÷íî, íàðÿäó ñ ñèñòåìîé

(5.5.286), ðàññìàòðèâàåì å¸ H-êëàññ

(5.5.287)
{

ẋ = −F (x) + v
v̇ = −x + g(t) (g ∈ H(p)).

Òåîðåìà 5.5.109. Åñëè h(x) > 0 ( êðîìå, áûòü ìîæåò, äèñêðåòíîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê), p(t) ðåêóððåíòíà è F (+∞) = +∞ ( èëè F (−∞) =
−∞), òî óðàâíåíèå (5.5.279) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì íà
R ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûì è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì
ðåøåíèåì, òî åñòü
(5.5.279) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è â [76], ïîêàæåì, ÷òî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êîíòóð, êîòîðûé ïåðåñåêàåò
âñå ðåøåíèÿ êàæäîé ñèñòåìû (5.5.287). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.85 ñèñòåìà
(5.5.286) äèññèïàòèâíà.

Ïîêàæåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ñèñòåìà (5.5.286) êîíâåðãåíòíà. Ïóñòü
{xi(t), vi(t)} (i = 1, 2) � äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.5.287). Ïîñ-
òðîèì ôóíêöèþ

ϕ(t) = |x1(t)− x2(t)|2 + |v1(t)− v2(t)|2

è âû÷èñëèì å¸ ïðîèçâîäíóþ. Ïîëó÷èì:
(5.5.288) ϕ̇(t) = −(x1(t)− x2(t))[F (x1(t))− F (x2(t))].

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ϕ̇(t) ≡ 0, òî x1(t) ≡ x2(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, v1(t) ≡
v2(t). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.5.109 äîñòàòî÷íî ñîñ-
ëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.4.102.

Òåîðåìà 5.5.110. Åñëè ψ1(x) = h(x) − 2D (0 < D < 1) è ψ2(x) =
g(x)− x óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

(1) |ψ1(x)| ≤ c1 ïðè âñåõ x ∈ R;
(2) |ψ1(x) − ψ2(x)| ≤ c2|x) − x| ïðè âñåõ x̄, x ∈ R, ãäå c1 + c2 = c <

mD =
√

1−DD,
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òî ñèñòåìà (5.5.286) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì íà R
ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííûì ðåøåíèåì, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
{ϕ(t, xi, yi, g)} = {(ϕ1(t, xi, yi, g), ϕ2(t, xi, yi, g))

(i = 1, 2, g ∈ H(f)) � äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.5.287) è{
u(t) := ϕ1(t, x1, y1, g)− ϕ1(t, x2, y2, g)
v(t) := ϕ2(t, x1, y1, g)− ϕ2(t, x2, y2, g).

Ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé



u̇ = v
v̇ = −u− 2Dv − [ψ2(ϕ1(t, x1, y1, g))− ψ2(ϕ1(t, x2, y2, g))]−

[ψ1(ϕ1(t, x1, y1, g))ϕ2(t, x1, y1, g)−
ψ1(ϕ1(t, x2, y2, g))ϕ2(t, x2, y2, g)].

Òàêæå, êàê è â [76], ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

(5.5.289)




|u(t)| < (1 + c1

m )α[exp(−(D − c
m)t) + exp(−Dt)]

|v(t)| < (1 + c1)(1 + c1
m )α[exp(−(D − c

m)t)
+ exp(−Dt)],

ãäå

α =
1
m

√
|u(0)|2 + 2D|u(0)||v(0)|+ |v(0)|2 ≤

1
m

√
1 + D

√
|u(0)|2 + |v(0)|2.

Èç (5.5.289) ñëåäóåò, ÷òî√
|u(t)|2 + |v(t)|2 ≤

N exp(−(D − c

m
)t)

√
|u(0)|2 + |v(0)|2,

ãäå N > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò c1, c2 è D. Òåïåðü
äëÿ çàâåðåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.5.110 äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà
òåîðåìó 2.5.39 è ñëåäñòâèå 15.

Çàìå÷àíèå 5.5.35. Âñå óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ýòîì ïàðàãðà-
ôå, â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå, ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èçâåñòíûìè ôàêòàìè
(ñì.[21], [74], [76]).



Ãëàâà 6

Äèññèïàòèâíîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ
äèôôåðåíöèàëüíûõ, ðàçíîñòíûõ, èìïóëüñíûõ,

ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ è ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

6.1. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
äèññèïàòèâíîñòè

Âñå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåííûå â
ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, èìåþò ìåñòî è äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, òàê êàê
íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äëÿ îáùèõ
íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êàê ñ íåïðåðûâíûì, òàê è äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì. Íèæå ìû ïðèâåäåì òå èç íèõ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ
ïðè èçó÷åíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñàìè.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
(6.1.290) u(k + 1) = Φ(k, u(k)) (Φ ∈ C(Z× En, En)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, u, Φ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1.290), ïðîõîäÿùåå
÷åðåç òî÷êó u ïðè k = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ p�ïåðèîäè÷åñêèì
ïî k ∈ Z, ãäå p ∈ Z. Ïîëîæèì H(Φ) := {Φm = σ(Φ,m) : 0 ≤ m ≤
p−1}, à ÷åðåç (Y,Z, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y :=
H(Φ), èíäóöèðîâàííóþ ñèñòåìîé (C(Z × En, En),Z, σ). Äàëåå ïîëîæèì
X := En × Y è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X × Z+ → X ðàâåíñòâîì
π((u, Φ̃), k) = (ϕ(k, u, Φ̃), Φ̃k). Èç îáùèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé âèäà (6.1.290) ñëåäóåò, ÷òî (X,Z+, π) � ïîëóãðóïïîâàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à

〈
(X,Z+, π), (Y,Z, σ), h

〉
(h = pr2 : X → Y ) åñòü

íåàâòîíîìíàÿ ω�ïåðèîäè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñò-
ðîåííîé òàêèì îáðàçîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà
4.6, ïîëó÷èì ðÿä óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (6.1.290). Ïðåæäå
÷åì ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ òàêîãî ðîäà, îïðåäåëèì
ïîíÿòèå äèññèïàòèâíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (6.1.290).

Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
(6.1.290) íàçîâåì äèññèïàòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
r òàêîå, ÷òî
(6.1.291) lim

k→+∞
||ϕ(k, v, Φ̃|| < r

ïðè âñåõ v ∈ En è Φ̃ ∈ H(Φ).
165
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå P : En → En ïî ïðàâèëó P(v) = ϕ(p, v, Φ) è
÷åðåç (En, P ) îáîçíà÷èì êàñêàä, ïîðîæäåííûé ñòåïåíÿìè P.

Òåîðåìà 6.1.111. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (6.1.290)
áûëî äèññèïàòèâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàñêàä (En,P)
áûë äèññèïàòèâíûì.

Òåîðåìà 6.1.112. Åñëè óðàâíåíèå (6.1.290) äèññèïàòèâíî, òî:
(1) ñóùåñòâóåò h > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 íàéäåòñÿ

k(a) ∈ Z+, ÷òî PkB(0, a) ⊆ B(0, h) ïðè âñåõ k ≥ k(a);
(2) îòîáðàæåíèå P èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó u0 ∈

En, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò p�ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (6.1.290).

Òåîðåìà 6.1.113. Åñëè óðàâíåíèå (6.1.290) äèññèïàòèâíî, òî:
(1) ñóùåñòâóþò íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî J ∈ En, êîòîðîå

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(a) P(J) = J ;
(b) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(u, J) <

δ âëå÷åò ρ(Pku, J) < ε ïðè âñåõ k ∈ Z+;
(2) ìíîæåñòâî M := ∪{Mk := ϕ(k, J,Φ) : k ∈ Z+} íåïóñòî, êîì-

ïàêòíî è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
c. M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî (6.1.290) â òîì ñìûñëå,

÷òî v ∈ Mm âëå÷åò ϕ(k, v, Φm) ∈ M ïðè âñåõ k ∈ Z+;
d. Mk+p = Mk ïðè âñåõ k ∈ Z+;
e. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

ρ(ϕ(m,u,Φ),Mm) < δ

âëå÷åò
ρ(ϕ(k, u, Φ), Mk) < ε

ïðè âñåõ k ≥ m.

Òåîðåìà 6.1.114. Åñëè óðàâíåíèå (6.1.290) äèññèïàòèâíî è ôóíêöèÿ
Φ : Z×Cn → Cn ãîëîìîðôíà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, òî öåíòð Ëåâèíñîíà
ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç îäíîé p�ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ò.å.
(6.1.290) êîíâåðãåíòíî.

Ñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû 6.1.111 � 6.1.114 ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñò-
âåííî èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 4.6. ×òî êàñàåòñÿ òåîðåìû 6.1.114, òî
çäåñü ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî ïðè ãîëîìîðôíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(6.1.290) ðåøåíèå ϕ(·, z, Φ) (z ∈ Cn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíê-
öèåé.

Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
(6.1.292) u(k + 1) = A(k)u(k) + F (k, u(k)),

ãäå A(k) åñòü ïåðåìåííàÿ n× n�ìàòðèöà, à F ∈ C(Z× En, En) óäîâëåò-
âîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ "ìàëîñòè".
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(k, A) ìàòðèöó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ
(6.1.293) u(k + 1) = A(k)u(k).

Òåîðåìà 6.1.115. Ïóñòü A(k) è F (k, u) p-ïåðèîäè÷íû ïî k ∈ Z+.
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M è q < 1 òàêèå, ÷òî
(6.1.294) ||U(k, A)U−1(m,A)|| ≤ Mqk−m (k ≥ m);

(2) ||F (k, u|| ≤ C + D||u|| (C ≥ 0, 0 ≤ D < (1 − q)M−1) ïðè âñåõ
u ∈ En,

òî óðàâíåíèå (6.1.292) äèññèïàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(·, u, Φ) (Φ(k, u) := A(k)u + F (k, u)) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1.292), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç u ∈ En ïðè k = 0. Ïî
ôîðìóëå âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ (ñì., íàïðèìåð, [85]) èìååì

ϕ(k, u,Φ) = U(k, A)
(
u +

k−1∑

m=0

U−1(m + 1, A)F (m,ϕ(m,u,Φ))
)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

||ϕ(k, u,Φ)|| ≤ Mqk
(
||u||

+
k−1∑

m=0

q−m+1(C + D||ϕ(m,u,Φ)||)
)
.(6.1.295)

Ïîëîæèì u(k) := q−k||ϕ(k, u,Φ)|| è ñ ó÷åòîì (6.1.295) ïîëó÷èì

(6.1.296) u(k) ≤ M ||u||+ CMq
k−1∑

m=0

q−m + DM
k−1∑

m=0

u(m).

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6.1.296) ÷åðåç v(k). Çàìåòèì, ÷òî

v(k + 1)− v(k) = q−k CM

q
+

DM

q
u(k) ≤ DM

q
v(k) +

CM

q
q−k,

à, çíà÷èò,
v(k + 1) ≤

(
1 +

DM

q

)
v(k) +

CM

q
q−k.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

(6.1.297) v(k) ≤
(
1 +

DM

q

)k−1
v(1) +

CM

q

1− qk−1

1− q
,

ïîýòîìó
||ϕ(k, u,Φ)|| ≤ (q + DM)k−1qM ||u||
+

CM

q − 1
(qk−1 − 1),(6.1.298)
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òàê êàê v(1) = M ||u||. Èç (6.1.298) ñëåäóåò, ÷òî

(6.1.299) lim
k→+∞

||ϕ(k, u,Φ)|| ≤ CM

1− q
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 50. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1.115 óðàâíåíèå
(6.1.292) èìååò õîòÿ áû îäíî p-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåì 6.1.112 è 6.1.115.

6.2. Ïåðèîäè÷åñêèå äèññèïàòèâíûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñàìè
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(6.2.300) u̇ = f(t, u) (f ∈ C(R×En, En)).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(t + τ, u) = f(t, u) (t ∈ R, u ∈ En) è f
ðåãóëÿðíà, ò.å. ïðè ëþáîì g ∈ H(f) := {fτ : τ ∈ [0, τ [} äëÿ óðàâíåíèÿ
(6.2.301) v̇ = g(t, v)

âûïîëíåíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåëîêàëüíîé ïðî-
äîëæàåìîñòè íà R+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, v, g) ðåøåíèå (6.2.301), ïðîõî-
äÿùåå ÷åðåç v ïðè t = 0. Çàìåòèì, ÷òî
(6.2.302) ϕ(t + τ, v, g) = ϕ(t, ϕ(τ, v, g), gτ )

ïðè âñåõ t, τ ∈ R+, v ∈ En è g ∈ H(f).
Ïóñòü {tk} ⊂ R (t0 = 0) è {sk} ⊂ En òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì

p > 0 (p ∈ Z) tk+p−tk = τ è sk+p = sk ïðè âñåõ k ∈ Z. Êàê èçâåñòíî [85],
ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðàñïðåäåëåíèå

+∞∑
k=−∞

skδtk áûëî τ -ïåðèîäè÷åñêèì.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå èìïóëüñíîå ω�ïåðèîäè÷åñêîå óðàâíåíèå

(6.2.303) u̇ = f(t, u) +
+∞∑

k=−∞
skδtk = F.

Èçâåñòíî (ñì.[85]), ÷òî, ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, óðàâíåíèå
(6.2.303) ïðè ëþáîì u ∈ En èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå
òèïà îáû÷íûõ ôóíêöèé, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó u ïðè t = 0, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(·, u, F). Òàêèì îáðàçîì lim

t↓0
ϕ(t, u, F) = u. Êðîìå òîãî,

íà êàæäîì èíòåðâàëå ]tk, tk+1[ óðàâíåíèå (6.2.303) ñîâïàäàåò ñ (6.2.300).
Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(6.2.304) ϕ(t, u,F) = ϕ(t− tk, ck, ftk),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck} ⊂ En óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
(6.2.305) ck+1 = ϕ(tk+1 − tk, ck, ftk) + sk.
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Èìïóëüñíîå óðàâíåíèå (6.2.303) íàçîâåì äèññèïàòèâíûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî
(6.2.306) lim

t→+∞ ||ϕ(t, v, F̃)|| < r

ïðè âñåõ v ∈ En è F̃ ∈ H(F) := {Fs : s ∈ [0, τ [}, ãäå Fs åñòü s-ñäâèã
îáîáùåííîé ôóíêöèè F.

Çàìå÷àíèå 6.2.36. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ óðàâíåíèé óñëîâèå äèññè-
ïàòèâíîñòè (6.2.306) ìîæíî óïðîñòèòü, ïîñêîëüêó (6.2.306) ýêâèâà-
ëåíòíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ
(6.2.307) lim

t→+∞ ||ϕ(t, u, F)|| < r.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (6.2.306) ñëåäóåò (6.2.307). Îáðàòíî. Èç òîãî, ÷òî
ϕ(t + s, u, F) = ϕ(t, ϕ(s, u, F),Fs) (åñëè â òî÷êå s ∈ R ôóíêöèÿ ϕ(t, u, F)
ðàçðûâíà, òî ïî îïðåäåëåíèþ ϕ(s, u,F) := ϕ(s + 0, u, F)) ïðè âñåõ t, τ ∈
R+. Ïîýòîìó

(6.2.308) ϕ(t, v, F̃) = ϕ(t− τ + s, ϕ(τ − s, v,Fk), F)

ïðè âñåõ t ≥ τ − s, ãäå s ∈ [0, τ [ è F̃ = Fk.

Ëåììà 58. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå ñ èìïóëüñàìè (6.2.303) áûëî
äèññèïàòèâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî- áû ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå (6.2.305) áûëî äèññèïàòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (6.2.303) äèññèïàòèâíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå r > 0, ÷òî âûïîëíåíî (6.2.307). Åñëè u ∈ En, òî
(6.2.309) ϕ(k, u,Φ) = ϕ(tk, u,F)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(6.2.310) lim

k→+∞
||ϕ(k, u, Φ)|| < r.

Îáðàòíî. Ïóñòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (6.2.305) äèññèïàòèâíî. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî âûïîëíåíî (6.2.310). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
u ∈ En ñóùåñòâóåò òàêîå k0(u) ∈ Z+, ÷òî ||ϕ(k, u,Φ)|| < r äëÿ âñåõ
k ≥ k0(u). Ïóñòü t ≥ tk0 è t ∈ [tk, tk+1[ k ≥ k0). Ñîãëàñíî (6.2.304)
ϕ(t, u, F) = ϕ(t− tk, ck, ftk), ãäå ck = ϕ(tk, u, F). Ïîëîæèì

R0 := max{||ϕ(s, u, g)|| : s ∈ [0, τ ],
||u|| ≤ r, g ∈ H(f)}(6.2.311)

è çàìåòèì, ÷òî ||ϕ(t, u,F)|| = ||ϕ(t − tk, ck, ftk)|| ≤ R0 ïðè âñåõ t ≥ tk0 è,
ñëåäîâàòåëüíî,
(6.2.312) lim

t→+∞ ||ϕ(t, u,F)|| ≤ R0,

ïðè÷åì R0 â (6.2.312) íå çàâèñèò îò u ∈ En. Ëåììà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå P : En → En ðàâåíñòâîì
(6.2.313) P (u) := ϕ(τ, u, F) = ϕ(tp, u, F) = ϕ(p, u,Φ).

Èç (6.2.313) è îáùèõ ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü
îòîáðàæåíèÿ P .

Òåîðåìà 6.2.116. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå ñ èìïóëüñàìè (6.2.303)
áûëî äèññèïàòèâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàñêàä (En, P ),
ãäå îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (6.2.313), áûë äèññèïàòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñ-
ðåäñòâåííî èç ëåììû 58 è òåîðåìû 6.1.111.

Ñëåäñòâèå 51. Åñëè óðàâíåíèå (6.2.303) äèññèïàòèâíî, òî ñóùåñ-
òâóåò íåïóñòîå êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî J ⊂ En, îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) P (J), ãäå -îòîáðàæåíèå En â ñåáÿ, îïðåäåëåííîå (6.2.313);
(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(u, J) < δ

âëå÷åò ρ(P k(u), J) < ε ïðè âñåõ k ∈ Z+;
(3) äëÿ ëþáîãî u ∈ En èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim

k→+∞
ρ(P k (u), J) =

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 51 âûòåêàåò èç òåîðåì 6.2.116 è 4.6.75.

Ñëåäñòâèå 52. Åñëè óðàâíåíèå (6.2.303) äèññèïàòèâíî, òî:
(1) ñóùåñòâóåò r > 0 è äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò k(a) ∈ Z+

òàêîå, ÷òî P kB[0, a] ⊆ B[0, r] ïðè âñåõ k ≥ k(a);
(2) ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî P (u0) = u0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(t, u0, F) åñòü τ -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (6.2.303).

Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíîå èìïóëüñíîå óðàâíåíèå

(6.2.314) u̇ = A(t)u + F (t, u) +
+∞∑

k=−∞
skδtk .

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6.2.117. Ïóñòü A è F τ -ïåðèîäè÷íû ïî t ∈ R. Óðàâíåíèå
(6.2.314) äèññèïàòèâíî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

||U(t, A)U−1(s,A)|| ≤ Ne−ν(t−s),

ãäå U(t, A) ìàòðèöà Êîøè óðàâíåíèÿ
(6.2.315) u̇ = A(t)u.

(2) ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëûå ε0, ÷òî ||F (t, u)|| ≤ C+D||u|| (u ∈
En, C ≥ 0 è 0 ≤ D ≤ ε0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì f(t, u) = A(t)u+F (t, u). Ñîãëàñíî ëåììå
58 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.2.117 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàç-
íîñòíîå óðàâíåíèå (6.2.305) äèññèïàòèâíî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.2.305)
ñëåäóþùèì îáðàçîì
(6.2.316) ck+1 = Ã(k)ck + F̃ (k, ck),

ãäå Ã(k) = U(tk+1 − tk, Atk) è
F̃ (k, u) = ϕ(tk+1 − tk, u, ftk) + sk − Ã(k)u.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.2.117 Ã(k) è F̃ (k, u) ÿâëÿþòñÿ p�
ïåðèîäè÷åñêèìè ïî k ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(6.2.317) ck+1 = Ã(k)ck

ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè Ã(k) äîñ-
òàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çàìåòèì, ÷òî

U(k, Ã) =
k−1∏

m=0

U(tm+1 − tm, Atm) = U(tk − tp−1, Atp−1),

ïîýòîìó, ||U(k, Ã)|| ≤ Ne−ν(tk−tp−1), îòêóäà è ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.2.317).

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ||F̃ (k, u)|| ≤ C̃ + D̃(D)||u|| ïðè âñåõ u ∈ En, ãäå
C̃ è D̃(D) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì, D̃(D) → 0
ïðè D → 0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ϕ(t, u, fl) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

u̇ = fl(t, u) = Al(t)u + Fl(t, u),

òî ϕ(t, u, fl) = U(t, A)
(
u+

∫ t
o U−1(s,Al)Fl(, ϕ(s, u, fl))ds

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

F̃ (k, u) =
∫ tk+1−tk

0
U(tk+1 − tk, Atk)U−1(s,Atk)

Ftk(s, ϕ(s, u, ftk))ds + sk.(6.2.318)
Ðàññóæäàÿ êàê è â òåîðåìå 3.5.61 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(6.2.319) ||ϕ(t, u, fl)|| ≤ N ||u||e(−ν+ND)t +
CN

ν −DN

ïðè âñåõ t ≥ 0, l ∈ R è u ∈ En (0 ≤ D ≤ νN−1). Òîãäà èç (6.2.318) è
(6.2.319) ïîëó÷àåì

||F̃ (k, u)|| ≤
tk+1−tk∫

0

Ne−ν(tk+1−tk−s)(C + D||ϕ(s, u, fl)||)ds ≤

Ne−ν(tk+1−tk)

tk+1−tk∫

0

(
Ceνs + Deνs

[ CN

ν −DN
+ N ||u||e−ν+ND)s

])
ds
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= Ne−ν(tk+1−tk)
([

C + D
CN

ν −DN

]eν(tk+1−tk) − 1
ν

+

+N ||u||DeND(tk+1−tk) − 1
ND

)
=

NC

ν −DN

(
1− e−ν(tk+1−tk)

)
+

N ||u||
(
e(ND−ν)(tk+1−tk) − e−ν(tk+1−tk)

)
≤ C̃ + D̃(D)||u||,

ãäå C̃ = NC(ν −ND)−1 è

(6.2.320) D̃(D) = N sup
0≤k≤p−1

[
e(ND−ν)(tk+1−tk) − e−ν(tk+1−tk)

]
.

Èç (6.2.320) ñëåäóåò, ÷òî D̃(D) → 0 ïðè D → 0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ε0 >

0, òàêîå, ÷òî D̃(ε0) < M−1(1−q) (ñì. òåîðåìó 6.1.115). Ñîãëàñíî òåîðåìå
6.1.115 ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (6.2.316) äèññèïàòèâíî, à ñëåäîâàòåëüíî,
äèññèïàòèâíî è èìïóëüñíîå óðàâíåíèå (6.2.314). Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.3. Èìïóëüñíûå ïåðèîäè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ êîíâåðãåíöèåé
Ñëåäóÿ [28], [74], èìïóëüñíîå óðàâíåíèå (6.2.303) íàçîâåì êîíâåð-

ãåíòíûì, åñëè (6.2.303) èìååò åäèíñòâåííîå ω� ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
ϕ(t, u, F), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â
öåëîì.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå êîíâåðãåíöèè äëÿ ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.1.290). Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
êîíâåðãåíòíûå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò ÷àñòü äèññèïàòèâíûõ óðàâíåíèé,
ó êîòîðûõ öåíòð Ëåâèíñîíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðèîäè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè (ðåøåíèÿ) óðàâíåíèÿ (6.2.303).

Ëåììà 59. Äëÿ òîãî ÷òîáû τ -ïåðèîäè÷åñêîå èìïóëüñíîå óðàâíåíèå
(6.2.303) áûëî êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (6.2.305)
áûëî êîíâåðãåíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (6.2.303) êîíâåðãåíòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå τ -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕ(t, u0, F) óðàâíåíèÿ (6.2.303),
êîòîðîå ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì. Íåïîñðåäñòâåííî
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ϕ(t, u0, Φ)

(Φ(k, u) := ϕ(tk+1 − tk, u, ftk) + sk)

åñòü åäèíñòâåííîå p-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.2.305) è îíî
ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì.

Îáðàòíî, ïóñòü (6.2.305) êîíâåðãåíòíî è ϕ(k, u0, Φ) � åãî åäèíñòâåííîå
p-ïåðèîäè÷åñêîå ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå â öåëîì ðåøåíèå.
Î÷åâèäíî, ϕ(t, u0, F) åñòü åäèíñòâåííîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.2.303). Ïóñòü k ∈ En è t ∈ [tk, tk+1[. Ñîãëàñíî (6.2.304)

||ϕ(t, u,F)− ϕ(t, u0, F)||
= ||ϕ(t− tk, ck, fτk

)− ϕ(t− tk, c
0
k, ftk)||,(6.3.321)



6.3. ÈÌÏÓËÜÑÍÛÅ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈÅÉ 173

ãäå ck = ϕ(tk, u,F) è c0
k = ϕ(tk, u0,F). Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ En

îòîáðàæåíèå ϕ : [0, ω] × K × H(f) → En (ϕ : (s, u, g) → ϕ(s, u, g))
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
(6.3.322) ||ϕ(s, u1, g)− ϕ(s, u2, g)|| < ε,

ïðè âñåõ s ∈ [0, ω], ||u1 − u2|| < δ, u1, u2 ∈ K è g ∈ H(f).
Èç (6.3.321) è (6.3.322) è ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

â öåëîì ϕ(k, u0,Φ) = c0
k ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ϕ(t, u0,F).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.3.118. Ïóñòü A(k) è F (k, u) ïåðèîäè÷íû ïî k ∈ Z è
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M è q < 1, ÷òî èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî (6.1.294);

(2) ||F (k, u1) − F (k, u2)|| ≤ L||u1 − u2|| (0 ≤ L < M−1(1 − q)) ïðè
âñåõ k ∈ Z è u1, u2 ∈ En.

Òîãäà óðàâíåíèå (6.1.292) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(k, u,Φ) (Φ(k, u) = A(k)u = A(k)u+F (k, u))
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1.292), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç u ïðè k = 0. Ïî ôîðìóëå
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ èìååì

ϕ(k, u,Φ) = U(k, A)
(
u +

k−1∑

m=0

U−1(m + 1, A)F (m,ϕ(m,u,Φ))
)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(k, u1, Φ)− ϕ(k, u2,Φ) = U(k, A)
(
u1 − u2+

k−1∑

m=1

U−1(m + 1, A)[F (m, ϕ(m,u, Φ))− F (m,ϕ(m,u2, Φ))]
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||ϕ(k, u1,Φ)− ϕ(k, u2, Φ)|| ≤ Mqk
(
||u1 − u2||

+Lq−1
k−1∑

m=0

q−m||ϕ(k, u1, Φ)− ϕ(k, u2, Φ)||
)
.(6.3.323)

Ïîëîæèì u(k) := ||ϕ(k, u1, Φ)−ϕ(k, u2, Φ)||q−k. Èç (6.3.323) ñëåäóåò, ÷òî

(6.3.324) u(k) ≤ M
(
||u1 − u2||+ Lq−1

k−1∑

m=0

u(m)
)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(k) ïðàâóþ ÷àñòü (6.3.324). Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
(6.3.325) v(k + 1)− v(k) = LMq−1u(k) ≤ LMq−1v(k).
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Èç (6.3.325) ïîëó÷àåì
(6.3.326) v(k) ≤ (1 + LMq−1)k−1v(1)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(6.3.327) u(k) ≤ (1 + LMq−1)M ||u1 − u2||,
òàê êàê v(1) = M ||u1 − u2||. Èç (6.3.327) ïîëó÷àåì
(6.3.328) ||ϕ(k, u1, Φ)− Φ(k, u2, Φ)|| ≤ (q + LM)k−1qM ||u1 − u2||
ïðè âñåõ u1, u2 ∈ En è k ∈ Z.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.3.118 ïðèìåíèìà òåîðåìà 6.1.115
è, ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (6.1.292) èìååò õîòÿ áû îäíî p-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå ϕ(k, u0, Φ) (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 50). Èç (6.3.328) ñëåäóåò àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ðåøåíèÿ ϕ(k, u0, Φ) è â ñèëó ïåðèîäè÷-
íîñòè óðàâíåíèÿ (6.3.321) ðåøåíèå ϕ(k, u0,Φ) áóäåò ðàâíîìåðíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.3.119. Ïóñòü A(t) è F (t, u) τ -ïåðèîäè÷íû ïî t ∈ R.
Óðàâíåíèå (6.2.314) êîíâåðãåíòíî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

||U(t, A)U−1(s,A)|| ≤ Ne−ν(t−s) (t ≥ s);

(2) ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëûå ε0 òàêîå, ÷òî
||F (t, u1)− F (t, u2)|| ≤ L||u1 − u2||

(u1, u2 ∈ En, t ∈ R è 0 ≤ L ≤ ε0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 59 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíâåð-
ãåíòíîñòè (6.2.314) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.3.119
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (6.2.305). Êàê è ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.2.117, ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (6.2.305) â âèäå
(6.2.316). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.3.119 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.2.317)
ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Äàëåå, èç (6.2.318) ñëåäóåò, ÷òî

||F̃ (k, u1)− F̃ (k, u2)|| = ||
tk+1−tk∫

0

U(tk+1 − tk, Atk)U−1(s,Atk)×

(6.3.329) [Ftk(s, ϕ(s, u1, ftk)− Ftk(s, ϕ(s, u2, ftk))]ds ≤
tk+1−tk∫

0

Ne−ν(tk+1−tk−s)L||ϕ(s, u1, ftk − ϕ(s, u2, ftk)||ds.

Ðàññóæäàÿ êàê è â òåîðåìå 5.4.102, ïîëó÷èì
(6.3.330) ||ϕ(t, u1, ftk − ϕ(t, u2, ftk)|| ≤ N ||u1 − u2||e−(ν−LN)t
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ïðè âñåõ u1, u2 ∈ En è t ∈ R+, ãäå ftk(t, u) = Atk(t)u + Ftk(t, u). Èç
(6.3.329) è (6.3.330) ïîëó÷àåì

||F̃ (k, u1)− F̃ (k, u2)|| ≤ Ne−ν(tk+1−tk)L
tk+1−tk∫

0

eLN2sN ||u1 − u2||ds ≤ L̃(L)||u1 − u2||,(6.3.331)

ãäå

(6.3.332) L̃(L) := sup
0≤k≤p−1

[
e(−ν+LN2)(tk+1−tk) − e−ν(tk+1−tk)

]
.

Èç (6.3.332) ñëåäóåò, ÷òî L̃(L) → 0 ïðè L → 0, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ε0 > 0
òàêîå, ÷òî L̃(L) < M−1(1− q) ïðè 0 ≤ L ≤ ε0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3.118
óðàâíåíèå (6.2.317) êîíâåðãåíòíî è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 6.3.119 äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 59.

Çàìå÷àíèå 6.3.37. à. Óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê òåîðåìå 6.3.119,
äîêàçàíî òàêæå â ðàáîòå [65].

á. Âîïðîñû äèññèïàòèâíîñòè è êîíâåðãåíòíîñòè óðàâíåíèé ñ èì-
ïóëüñàìè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [65], [120], [121].

6.4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èäåè è ìåòîäû, ðàçâèòûå äëÿ èçó÷åíèÿ äèññè-
ïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä óñëîâèé, ýêâèâà-
ëåíòíûõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â êà-
÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìîæ- íî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ
äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü (X, h, Y ) � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì E (E � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî) è | · | : X → R � íîðìà íà X, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé
X, ò.å. | · | íåïðåðûâíà è |x| = ρ(x, θy), ãäå x ∈ Xy, θy � íóëåâîé ýëåìåíò
Xy è ρ � ìåòðèêà íà X.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X, S+, π) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-êîì- ïàêòíîé
(âïîëíå íåïðåðûâíîé), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò δx > 0 è
lx > 0 òàêèå, ÷òî πtB(x, δx) (t ≥ lx) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 6.4.120. Åñëè ñèñòåìà (X, S+, π) ëîêàëüíî� êîìïàêòíà è
Y êîìïàêòíî, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò- íû:

(1) lim
t→+∞ |xt| = 0 ïðè âñåõ x ∈ X;

(2) âñå äâèæåíèÿ â (X, S+, π) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû è â ñèñòåìå
(X, S+, π) íåò íåòðèâèàëüíûõ êîìïàêòíûõ ïðîäîëæàåìûõ íà
S äâèæåíèé;

(3) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî |xt| ≤
Ne−νt|x| ïðè âñåõ x ∈ X è t ∈ S+.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà lim
t→+∞ |xt| = 0 ñëåäóåò, ÷òî Σ+

x îòíî-
ñèòåëüíî êîìïàêòíî è

ωx ⊆ Θ = {θy : y ∈ JY , ãäå θy −− íóëåâîé ýëåìåíò Xy}.
Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X, S+, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà
è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.7 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç JX öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, S+, π) è ïîêàæåì,
÷òî JX = Θ. Î÷åâèäíî, Θ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è èíâàðèàíòíûì (πtΘ =
Θ ïðè âñåõ t ∈ S+) ìíîæåñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, Θ ⊆ JX . Èç ïîñëåäíåãî
âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî h(JX) = JY . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî JX = Θ. Åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî JX \Θ 6= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ x0 ∈
JX \Θ. Òàê êàê â JX âñå äâèæåíèÿ ïðîäîëæàåìû íà S (ñì. òåîðåìó 1.3.6),
òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : S→ JX òàêîå, ÷òî πtϕ(s) =
ϕ(t + s) ïðè âñåõ s ∈ S è t ∈ S+. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëèíåéíîñòè
ñèñòåìû

〈
(X, S+, π), (Y,S+, σ), h

〉
íàðÿäó ñ òî÷êîé x0 ìíîæåñòâó JX ïðè-

íàäëåæàò è âñå òî÷êè λx0 (λ ∈ R), òàê êàê JX åñòü ìàêñèìàëüíîå
êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â X. Íî âêëþ÷åíèå λx0 ∈ J ìîæåò
èìåòü ìåñòî ïðè âñåõ λ ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x0 ∈ Θ. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó x0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî JX

= Θ.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â (X, S+, π) íåò íåòðèâèàëüíûõ êîìïàêòíûõ

ïðîäîëæàåìûõ íà S äâèæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ X òàêîâî,
÷òî ñóùåñòâóåò ϕ : S → X, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ϕ(S)
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, πtϕ(s) = ϕ(t + s) (t ∈ S+, s ∈ S) è ϕ(0) = x0

. Òàê êàê JX � ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, òî
ϕ(S) ⊆ JX è, â ÷àñòíîñòè, x0 ∈ JX ⊆ Θ, ïîýòîìó |x0| = 0. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 2. . Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà.

Äîêàæåì, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 3.. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 6.4.120 èç 1. ñëåäóåò, ÷òî (X, S+, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà,
òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.7 îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèññèïàòèâíîé. Â ñèëó
êîìïàêòíîñòè Y è ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (X, S+, π) íàéäåòñÿ δ > 0
òàêîå, ÷òî
(6.4.333) lim

t→+∞ sup{||xt|| : ||x|| < δ} = 0.

Èç (6.4.333) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [180], [194],
à òàêæå òåîðåìó 2.7.46) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ N, ν > 0 òàêèå,
÷òî ||xt|| ≤ Ne−νt||x|| ïðè âñåõ x ∈ X è t ≥ 0. Íàêîíåö, î÷åâèäíî, èç 3.
ñëåäóåò 1.. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6.4.38. a. Óñëîâèå ëîêàëüíîé âïîëíå íåïðåðûâíîñòè â
òåîðåìå 6.4.120 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ñêàçàí-
íîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðèìåð 8, â êîòîðîì âñå äâèæåíèÿ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞, íî íåò ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç ïðèìåðà 8 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíîé.
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b. Òåîðåìà 6.4.120 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè Y
íå ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè, íî ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîìåòðè÷åñêèìè ïðîñò-
ðàíñòâàìè.

Âàæíûì êëàññîì ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåð-
íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ëîêàëüíîé âïîë-
íå íåïðåðûâíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ [88]. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîç-
íà÷åíèÿ èç [88]. Ïóñòü r > 0, C([a, b],Rn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ : [a, b] → Rn ñ íîðìîé sup. Åñëè [a, b] = [−r, 0],
òî ïîëîæèì C := C([−r, 0],Rn). Ïóñòü σ ∈ R, A ≥ 0 è u ∈ C([σ −
r, σ + A],Rn). Äëÿ ëþáîãî t ∈ [σ, σ + A] îïðåäåëèì ut ∈ C ñîîòíîøåíèåì
ut(θ) = u(t + θ), −r ≤ θ ≤ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = D(C,Rn) áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâóþùèõ èç
C â Rn, íàäåëåííîå îïåðàòîðíîé íîðìîé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå
(6.4.334) u̇ = A(t, ut),

A : R × C → Rn íåïðåðûâíî è ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ëèíåéíî, ò.å. ïðè
êàæäîì t ∈ R A(t, ·) ∈ D. Ïîëîæèì H(A) := {As : s ∈ R}, ãäå As(t, ·) =
A(t + s, ·) è ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç R× C.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (6.4.334) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
(6.4.335) v̇ = B(t, vt),

ãäå B ∈ H(A). Ïóñòü ϕ(·, φ, B) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.4.335), ïðîõîäÿùåå
÷åðåç òî÷êó φ ∈ C ïðè t = 0, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t ≥ 0.

Ïîëîæèì Y := H(A) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñ-
òåìó ñäâèãîâ íà H(A). Ïóñòü X := C × Y , à (X,R+, π) äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (ïîëóãðóïïîâàÿ) íà X îïðåäåëåííàÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

π((φ,B), τ) = (ϕ(τ, φ, B), Bτ ).

Ñèñòåìà
〈
(X,R+, σ), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Îòìåòèì îäíî âàæ-

íîå ñâîéñòâî ïîñòðîåííîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 60. Ïóñòü H(A) êîìïàêòíî. Òîãäà êàêîâà áû íè áûëî òî÷-
êà x ∈ X := C × H(A) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x è ÷èñëî
lx > 0 òàêèå, ÷òî πtUx îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ≥ lx, ò.å.
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R+, π) ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíà (ëîêàëüíî�
êîì- ïàêòíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåìì
2.2.3 è 3.6.1 èç [88] è êîìïàêòíîñòè Y .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñòðîåííîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå òåîðåìó
6.4.120 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 6.4.38) è ó÷èòûâàÿ ëåììó 60, ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 6.4.121. Ïóñòü H(A) êîìïàêòíî. Òîãäà ñëåäóþùèå óò-
âåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.4.334) ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå,
÷òî ||ϕ(t, φ, B)|| ≤ Ne−νt||φ|| ïðè âñåõ B ∈ H(A) è t ≥ 0;

(2) êàêîãî áû íè áûëî B ∈ H(A) íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.4.335)
ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

6.5. Êîíâåðãåíòíîñòü ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàâíîìåðíî
ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp
loc(R, H) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ

âìåñòå ñ p�îé ñòåïåíüþ ôóíêöèé ϕ : R→ H, ò. å. òàêèõ, ÷òî
∫

|t|≤k

|ϕ(t)|pdt < +∞ (p > 1, k = 0, 1, 2 . . .).

Òîïîëîãèþ íà Lp
loc(R,H) îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ïîëóíîðì | · |k:

|ϕ|k :=
( ∫

|t|≤k

|ϕ(t)|pdt
)1

p (k = 0, 1, 2, . . .)

è ÷åðåç (Lp
loc(R,H), R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

ñäâèãîâ íà Lp
loc(R,H) (ñì. [189]).

Íàïîìíèì [142], ÷òî îïåðàòîð A : D(A) → H (D(A) ⊆ H îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ A è H�âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî) íàçûâàåòñÿ:

à. ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ D(A) :
〈
Au1 − Au2, u1 −

u2

〉 ≥ 0;
b. ïîëóíåíðåðûâíûì, åñëè ôóíêöèÿ ϕ : R → R, îïðåäåëåííàÿ

ðàâåíñòâîì ϕ(λ) :=
〈
A(u + λv), w

〉
, íåïðåðûâíà;

c. ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
α > 0 òàêîå, ÷òî

〈
Au − Av, u − v

〉 ≥ α||u − v||2 ïðè âñåõ u, , v ∈
D(A).

Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷èòü ïî âêëþ÷åíèþ ãðàôèêîâ. Ìîíîòîííûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ìîíîòîííûõ îïå-
ðàòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
(6.5.336) ẋ + Ax = f,

ãäå f ∈ L1
loc(R,H) è A � ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ D(A). Ñîãëàñíî [189], êàêîãî áû íè áûëî x0 ∈ D(A) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå ϕ(t, x0, f) óðàâíåíèÿ (6.5.336),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, x0, f) = x0 è îïðåäåëåííîå íà R+.
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Ïóñòü Y := H(f) = {fτ : τ ∈ R}, ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â
L1

loc(R,H), è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà
Y , èíäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (L1

loc(R,H),R, σ). Ïîëîæèì
X := D(A)× Y è îïðåäåëèì π : R+ ×D(A)× Y → D(A)× Y ðàâåíñòâîì
π((v, g), t) := (ϕ(t, v, g), gt) è h := pr2 : X → Y . Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå
[189], òðîéêà

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðèìåíÿÿ ê íåé ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6.5.336). Ïðèâåäåì îäíî
èç óòâåðæäåíèé òàêîãî ðîäà.

Òåîðåìà 6.5.122. Ïóñòü f ∈ L1
loc(R,H) òàêîâî, ÷òî H(f) êîì-

ïàêòíî. Åñëè A � ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì è ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì, òî (6.5.336) êîí-
âåðãåíòíî, ò.å. óðàâíåíèå (6.5.336) èìååò åäèíñòâåííîå êîìïàêòíîå
ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå ϕ(t, uf , f) (uf ∈ D(A)), îïðåäåëåííîå
íà R è îíî ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì. Áîëåå òîãî,
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî, êàêîâî áû íè
áûëî g ∈ H(f), óðàâíåíèå

(6.5.337) v̇ + Av = g

èìååò åäèíñòâåííîå êîìïàêòíîå ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå

ϕ(t, vg, g) (vg ∈ D(A)),

îïðåäåëåííîå íà R è òàêîå, ÷òî

(6.5.338) |ϕ(t, v, g)− ϕ(t, vg, g)| ≤ Ne−νt|v − vg|
ïðè âñåõ v ∈ D(A) è t ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 2.5.39, åñëè åå ïðèìåíèòü ê ïîñòðîåííîé âûøå
íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [189] èç ðàâíîìåðíîé ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë N è ν òàêèõ, ÷òî
(6.5.339) |ϕ(t, v1, g)− ϕ(t, v2, g)| ≤ Ne−νt|v1 − v2|
ïðè âñåõ v1, v2 ∈ D(A) è g ∈ H(A). Ñîîòíîøåíèå (6.5.339) ãàðàíòèðóåò
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ã. òåîðåìû 2.5.39, åñëè â êà÷åñòâå V : X ×X → R+,
âçÿòü, íàïðèìåð, ôóíêöèþ V ((v1, g), (v2, g)) := |v1−v2| g ∈ H(f), v1, v2 ∈
D(A)).

Ñëåäñòâèå 53. Ïóñòü f ∈ L1
loc(R,H) ðåêóððåíòíà (ïî÷òè ïåðèî-

äè÷íà, τ -ïåðèîäè÷íà) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.5.122. Òîãäà óðàâ-
íåíèå (6.5.336) èìååò åäèíñòâåííîå ðåêóððåíòíîå (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñ-
êîå, τ -ïåðèîäè÷åñêîå) ðåøåíèå, êîòîðîå ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî â öåëîì.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ñëåäñòâèå
53 óòî÷íÿåò è óñèëèâàåò îäèí ðåçóëüòàò èç [56, ñ.164].

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì ïðèìåð óðàâíåíèÿ âèäà (6.5.336).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(6.5.340) ∂2u

∂t2
= ∆u− φ

(∂u

∂t

)
+ f(t)

â îòêðûòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u = 0
íà ∂Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ : R→ R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
φ(0) = 0 è 0 < c1 ≤ φ′(ξ) ≤ c2 (ξ ∈ R). Òîãäà óðàâíåíèå (6.5.340)
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(6.5.341)





∂u

∂t
= v

∂v

∂t
= ∆u− φ(v) + f(t).

Íàêîíåö, ïîëîæèì H := W 1,2
0 (Ω) × L2(Ω) è îïðåäåëèì íà H ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå

〈(u, v), (u∗, v∗)〉 :=
∫

Ω

[vv∗ + uv + λuv∗ + λu∗v]dx,

ãäå λ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò c1 è c2.
Ìîæíî ïðîâåðèòü (ñì., íàïðèìåð, [154]), ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6.5.122 âûïîëíåíû, åñëè H(f) ⊂ L1

loc(R,R)
êîìïàêòíî.
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