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Ââåäåíèå 1

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæ-
íóþ ðîëü èãðàþò íåëîêàëüíûå ïðîáëåìû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé
ñóùåñòâîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ êëàññîâ ðåøåíèé. Ñþäà îòíîñÿò-
ñÿ âîïðîñû îãðàíè÷åííîñòè, ïåðèîäè÷íîñòè, ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðàç-
ëè÷íîãî ðîäà ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, êîíâåðãåíòíîñòü, äèññèïà-
òèâíîñòü è ò.ä. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðèíàäëåæèò è íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûõ ïî Ïóàññîíó (â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèõ) äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ïî-
ñâÿùåí ðÿä ðàáîò èçâåñòíûõ àâòîðîâ.

Âïåðâûå ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèé áûëî ââåäåí è èçó÷åíî â ðàáîòàõ Ì. Ôðåøå. Ïîçäíåå
ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàëèñü íà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ðàáîòàõ Ôàí Êó è À. Ïðåêóïàíó
è íà àáñòðàêòíûå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè â ðàáîòàõ Á.Ã. Àðàðêöÿíà è À. Ïðåêóïàíó.

Äðóãîé öèêë ðàáîò (È. Ãåîðãèó, È. Áàðáàëàò, Ã. Êîðäóíÿíó,
Â. À. Êîïïåëü, Ò. Éîøèçàâà, À. Ì. Ôèíê, Ð. Ê. Ìèëëåð, Äæ.
Ñåéôåðò è äð.) ïîñâÿùåí çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïèñàíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
Ìîëäàâñêîé Àññîöèàöèè Ïîääåðæêè Èññëåäîâàíèé è Àìåðèêàíñêîãî Ôîí-
äà Ïîääåðæêè Èññëåäîâàíèé è Ðàçâèòèÿ äëÿ Ãîñóäàðñòâ Áûâøåãî Ñîâåò-
ñêîãî Ñîþçà (ãðàíò No. MM1-3016).
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Íàêîíåö, â ðÿäå ðàáîò Â. Â. Íåìûöêîãî, Ê. Ñ. Ñèáèðñêîãî,
È. Ó. Áðîíøòåéíà, Â. Ô. ×åðíèÿ, À. È. Ãåðêî, Í. Ï. Áõàòèÿ,
Ñ. Í. ×îó è äðóãèõ èçó÷àþòñÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ïî ñâîèì ñâîéñòâàì, áëèçêèì ê àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèì.

Èç âûøåïðèâåäåííîãî ÿâñòâóåò, ÷òî çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðàíåå èçó÷àëàñü â îñíîâíîì äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé ïåðèîäè÷íîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íîñòè äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí ðÿä
âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî óêàçàííàÿ çàäà÷à íå áûëà èçó÷åíà
äîñòàòî÷íî ïîëíî .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðóàâíåíèé.

Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì åñòåñòâåííî ðàçäåëÿþòñÿ íà ïåðåõîäíûå (íåóñòàíîâèâ-
øèåñÿ) è óñòàíîâèâøèåñÿ. Ïîä ïåðåõîäíûìè ïîíèìàþò òàêèå
äâèæåíèÿ, êîòîðûå ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè âðåìå-
íè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó óñòàíîâèâøå-
ìóñÿ äâèæåíèþ, ò.å. äâèæåíèþ, êîòîðîå îáëàäàåò íåêîòîðûì
ñâîéñòâîì ïîâòîðÿåìîñòè è óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè ïîïûòêå áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íåóñòàíîâèâøåãî-
ñÿ äâèæåíèÿ ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâîãî ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ. Òàêèå äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé è íàáëþäàþòñÿ, íàïðèìåð, â
ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ óñòîé÷èâûì êîëåáàòåëüíûì ðåæèìîì
(íàïðèìåð, ïðè ÿâëåíèè êîíâåðãåíöèè).

Ïðèìåíÿåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è ïðèëîæèì äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó. Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èçó÷åíèþ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñàìà ïî ñåáå íå íîâà. Îíà óæå áîëåå òðåõ
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äåñÿòèëåòèé óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çà-
äà÷ â òåîðèè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä ê íåàâòîíîì-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì áûë ïðèìåíåí â ðàáîòàõ
Â. Ì. Ìèëëèîíùèêîâà, Á. À. Ùåðáàêîâà, Ë. Ã. Äåéñà÷à è Äæ.
Ñåëëà, Ð. Ê. Ìèëëåðà, Äæ. Ñåéôåðòà, Äæ. Ñåëëà, ïîçäíåå â
ðàáîòàõ Â. Â. Æèêîâà, È. Ó. Áðîíøòåéíà, à çàòåì è ìíîãèõ
äðóãèõ àâòîðîâ. Ýòîò ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ êàæäûì
íåàâòîíîìíûì óðàâíåíèåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ
ïàðà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ãîìîìîðôèçì ïåðâîé íà âòîðóþ.
Ïðè ýòîì â îäíó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ãðóáî ãîâîðÿ, çàêëà-
äûâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à âî âòîðóþ
� èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèÿõ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ.
Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî-

÷òè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ àáñòðàêòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå êðèòåðèè àñèìïòîòè÷åñêîé ïå-
ðèîäè÷íîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè äâèæå-
íèé. Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìå ñäâèãîâ (ñèñòåìå Áåáóòîâà) â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, ìû ïîëó÷àåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Ì. Ôðåøå. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñèñòåìà ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå ëîêàëü-
íî-ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, Sp-àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèå ôóíêöèè è óñòàíàâëèâàåòñÿ ðÿä èõ âàæíåéøèõ ñâîéñòâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèì ðåøåíèÿì îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè
ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè äâèæåíèé, ââåäåííîå Á. À. Ùåð-
áàêîâûì äëÿ óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé, ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ.
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À èìåííî, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè äâèæåíèé ïî õàðàê-
òåðó âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñðàâíè-
ìûå ïî âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå äâèæåíèÿ ïðèíàäëåæàò ê îä-
íèì è òåì æå êëàññàì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàñ-
ñîíó. Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Èçó÷à-
þòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðèçíàêè êîíâåðãåíòíîñòè
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åêèõ ñèñòåì.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèâîäÿò-
ñÿ ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîãëàñîâàííûõ â ïðåäåëå ðåøåíèé
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì óñòàíàâëèâàåòñÿ àíà-
ëîã 2-îé òåîðåìû Áîãîëþáîâà (ïðèíöèï óñðåäíåíèÿ íà ïîëó-
îñè). Èçó÷àþòñÿ äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé è àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êîíâåðãåíöèåé.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèì ëèíåéíûì ñèñòåìàì ñ îáîáùåííûìè âîçìóùåíèÿìè.
Èçó÷àþòñÿ îáîáùåííûå îãðàíè÷åííûå íà ïîëóîñè è îáîáùåí-
íûå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Äàþòñÿ
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàí-
ñòâå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ïðèâîäÿòñÿ ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Â ïÿòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
êàê ñ êîíå÷íûì, òàê è ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì. Óñòà-
íàâëèâàþòñÿ ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà.
Äàþòñÿ óñëîâèÿ êîíâåðãåíòíîñòè íåêîòîðûõ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè.
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Ïðèâîäèìûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò â îñíîâíîì
àâòîðó (êðîìå ãëàâû 4, â êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû Äîíò-
âè Èñààêà (çà èñêëþ÷åíèåì ïàðàãðàôà 4.6)) è îïóáëèêîâàíû â
åãî ðàáîòàõ (ñì. áèáëèîãðàôèþ), à ÷àñòü èç íèõ (ïàðàãðàôû
2.5 � 2.7, 3.5 � 3.8, 5.4 è 5.6 � 5.7) ïóáëèêóåòñÿ çäåñü âïåðâûå.

Äëÿ ëó÷øåãî ðàñ÷ëåíåíèÿ ìàòåðèàëà è ïîä÷åðêèâàíèÿ ìåñò
òîé èëè èíîé ñòåïåíè âàæíîñòè, ìû âûäåëÿåì íå òîëüêî ëåì-
ìû è òåîðåìû, íî è áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñëåäñòâèé, çàìå÷àíèé
è ïðèìåðîâ. Âñå îíè íóìåðóþòñÿ òðåìÿ öèôðàìè, ïåðâàÿ èç
êîòîðûõ óêàçûâàåò íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð ïàðàãðàôà, à
òðåòüÿ � íîìåð, òåîðåìû, ëåììû è ò. ä. â äàííîì ïàðàãðàôå.
Òàêèì æå îáðàçîì íóìåðóþòñÿ è ôîðìóëû.

Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà áóäåò ïîëåçíà êàê
íà÷èíàþùèì, òàê è áîëåå îïûòíûì ìàòåìàòèêàì, èíòåðåñóþ-
ùèìñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è èõ ïðèëîæåíèÿìè.



Îáîçíà÷åíèÿ

Â ðàáîòå óïîòðåáëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∀ äëÿ ëþáîãî;
∃ ñóùåñòâóåò;
:= ðàâíî (ñîâïàäàåò) ïî îïðåäåëåíèþ;
0 ÷èñëî íîëü, à òàêæå íóëåâîé ýëåìåíò âñÿêîé

àääèòèâíîé ãðóïïû (ïîëóãðóïïû);
N ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;
Q ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
R ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
C ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
S îäíî èç ìíîæåñòâ R èëè Z;
S+(S−) ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ (íåïîëîæèòåëü�

íûõ) ÷èñåë èç S;
X × Y äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ;
Mn ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà M ;
En âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî;
{xn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;
x ∈ X åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà X;
∂X ãðàíèöà ìíîæåñòâà X;
X ⊆ Y ìíîæåñòâî X ñîñòàâëÿåò ÷àñòü

èëè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Y ;
X

⋃
Y îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

X \ Y äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Y â X;
X

⋂
Y ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

∅ ïóñòîå ìíîæåñòâî;
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(X, ρ) ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåòðèêîé ρ;

M çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M ;
f−1 îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê f ;
f(M) îáðàç ìíîæåñòâà M ⊆ X ïðè îòîáðàæåíèè

f : X → Y , ò.å. {y ∈ Y : y = f(x), x ∈ M};
f ◦ g êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f è g, ò.å.

(f ◦ g)(x) = f(g(x));
f |M ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî M ;
f(·, x) ÷àñòíîå îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé

x ïðè çíà÷åíèè x âòîðîãî àðãóìåíòà;
IdX òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X â X;
Im(f) îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f;
D(f) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ;
|x| èëè ||x|| íîðìà ýëåìåíòà x;
(x, y) óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà;
C(X,Y ) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y , íàäåëåí�
íîå îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèåé;

Ck(U,M) ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàç íåïðåðûâíî äèô�
ôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèÿ
U â ìíîãîîáðàçèå M ;

f : X → Y îòîáðàæåíèå X â Y ;
B(M, ε) îòêðûòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X;
B[M, ε] çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X;
{x, y, ..., z} ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç x, y, ..., z;
1, n ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 1, 2, ..., n;
{x ∈ X|R(x)} ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç X,

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì R;
f−1(M) ïðîîáðàç ìíîæåñòâà M ⊆ Y ïðè îòîáðàæå-

íèè f : X → Y , ò.å. {x ∈ X : f(x) ∈ M};
F (t, ·) := f t ÷àñòíîå îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé

f ïðè çíà÷åíèè t ïåðâîãî àðãóìåíòà;
ρ(ξ, η) ðàññòîÿíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X;
lim

n→+∞xn ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
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εk ↓ 0 ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ê 0
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

lim
x→a

f(x) ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ f ïðè x → a;⋃{Mλ : λ ∈ Λ} îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
{Mλ}λ ∈ Λ;⋂{Mλ : λ ∈ Λ} ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
{Mλ}λ ∈ Λ;

(H, 〈·, ·〉) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉;

C(X) ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòîâ èç X;
(X,T, π) äèíàìè÷åñêÿ ñèñòåìà;
(X, P ) êàñêàä, ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè P ;
ωx(αx) ω(α)-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x;
αϕx α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî öåëîé òðàåêòîðèè

ϕx ∈ Φx;
Φx ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ òðàåêòîðèé äèíàìè�

÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π), âûõîäÿùèõ èç
òî÷êè x ïðè t = 0.

W s(M) óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå (îáëàñòü
ïðèòÿæåíèÿ) ìíîæåñòâà M ;

M óñò. L+ ìíîæåñòâî M óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè;

D+
x (J+

x ) ïîëîæèòåëüíîå (ïîëîæèòåëüíîå
ïðåäåëüíîå) ïðîäîëæåíèå òî÷êè x;

xt = πtx = π(x, t) ïîëîæåíèå òî÷êè x â ìîìåíò
âðåìåíè t;

pri : X1 ×X2 → Xi ïðîåêöèÿ X1 ×X2 íà i-óþ
(i = 1, 2) êîìïîíåíòó Xi;

D+(M) =
⋃{D+

x |x ∈ M} ïîëîæèòåëüíîå ïðîäîëæåíèå
ìíîæåñòâà M ;

J+(M) =
⋃{J+

x |x ∈ M} ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå
ïðîäîëæåíèå ìíîæåñòâà M ;

Σ+
x := {xt | t ∈ S+} ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðåêòîðèÿ

òî÷êè x;
Σ+(M) := ∪{Σx |x ∈ M} ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

ìíîæåñòâà M ;
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H+(x) := Σ+
x çàìûêàíèå ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóòðàåêòîðèè òî÷êè x;
Σx := {xt | t ∈ S} òðàåêòîðèÿ òî÷êè x;
H(x) := Σx çàìûêàíèå òðàåêòîðèè òî÷êè x;
Ω := ∪{ωx | x ∈ X} çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ

ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê (X,T, π);
Mx ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëÿþùèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷êè x;
Nx ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ

ïîñëåäîàòåëüíîñòåé òî÷êè x;
Lx ìíîæåñòâî âñå ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòåé {tn} ∈ Mx, óäîâëåòâîðÿ�
þùèõ óñëîâèþ |tn| → +∞;

β(A,B) ïîëóîòêëîíåíèå ìíîæåñòâà A
îò ìíîæåñòâà B (A, B ∈ 2X);

Dm
L1(R+), m = 2, 3, . . . ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

ϕ : R+ → En, îáëàäàþùèõ m− 1
îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì
Dm−1ϕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,
à Djϕ ∈ L1(R+), 0 ≤ j ≤ m;

D∞
L1

(R+) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, âñå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò L1(R+).

D(Q) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ϕ : Q → En ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì;

Dm(Q) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ : Q → En ñ m
íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì;

Cm(Q) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé ϕ : Q → En,
îáëàäàþùèõ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè
äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;

Cm(Q) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé ϕ èç Cm(Q),
äëÿ êîòîðûõ âñå ïðîèçâîäíûå Dmϕ äîïóñêàþò
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà Q;

D′(Q) ïðîñòðàíñòâî ñîïðÿæåííîå ê D(Q);
β′m(R+) ïðîñòðàíñòâî ñîïðÿæåííîå ê Dm

L1(R+)
(0 ≤ m < +∞);
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βm(R+) ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ
â β′m(R+);

βm
app(R+) ïðîñòðàíñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêè

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ϕ ∈ βm(R+);
β∞app(R+) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé,

àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ âìåñòå
ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè;

β′mapp(R+) ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé f ∈ β′m(R+),
ñäâèãè êîòîðûõ {τnf |h ∈ R+} îáðàçóþò îòíî�
ñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â β′m(R+);

AP (R+) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç C(R+, En);

APm ìíîæåñòâî âñåõ m-ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èç C(R+, En),
ÿâëÿþùèõñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèìè âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî;

(X ′,R, π′) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîïðÿæåííàÿ
ê (X,R, π);

D = D(R) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ϕ : R→ Rn;

X ′ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà X;

Cb(T, En) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f : T→ En

ñ íîðìîé sup;
(C∗

b (T, En))n ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê (Cb(T, En))n;
U(t, A) îïåðàòîð Êîøè;
GA(t, τ) ôóíêöèÿ Ãðèíà;
D(A) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A.



Ãëàâà 1

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
äâèæåíèÿ

1.1. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [2],[4],[34],[43],[75], [79], êîòîðûå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, R (Z) � ãðóïïà
äåéñòâèòåëüíûõ (öåëûõ) ÷èñåë, R+ (Z+) � ïîëóãðóïïà íåîò-
ðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ (öåëûõ) ÷èñåë, S � îäíî èç ìíî-
æåñòâ R èëè Z è T ⊆ S (S+ ⊆ T, ãäå S+ = {s|s ∈ S, s ≥ 0}) �
ïîäïîëóãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû S.

Òðîéêó (X,T, π), ãäå π : X ×T→ X � íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

π(x, 0) = x (x ∈ X, 0 ∈ T)
è

π(π(x, t), τ) = π(x, t + τ) (x ∈ X; t, τ ∈ T)
íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðè ýòîì, åñëè T = R+

(R) èëè Z+ (Z), òî ñèñòåìà (X,T, π) íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïî-
âîé (ãðóïïîâîé). Â ñëó÷àå T = R+ (R) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì, à åñëè T ⊆ Z, òî (X,T, π) íàçûâàåòñÿ êàñ-
êàäîì. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü âìåñòî π(x, t) ïðîñòî xt
èëè πtx.

Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ.

Ôóíêöèþ π(x, ·) : T → X ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X íàçû-
âàþò äâèæåíèåì òî÷êè x, à ìíîæåñòâî π(x,T) = Σx òðàåêòî-
ðèåé ýòîãî äâèæåíèÿ èëè òî÷êè x.

20
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Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàþò ïîëóèíâàðèàíò-
íûì (êâàçèèíâàðèàíòíûì, èíâàðèàíòíûì, åñëè π(M, t) ⊆ M
(π(M, t) ⊇ M , π(M, t) = M) ïðè âñåõ t ∈ T.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè ðàçëè÷-
íû äëÿ ïîëóãðóïïîâûõ ñèñòåì è ýêâèâàëåíòíû äëÿ ãðóïïîâûõ
ñèñòåì.

Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ñîá-
ñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìêíóòûì è èíâàðè-
àíòíûì, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Òî÷êà p ∈ X íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ
π(x, ·) è òî÷êè x ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} ⊂ T òàêàÿ, ÷òî tn → +∞ è p = lim

n→+∞π(x, tn).
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ π(x, ·)

îáîçíà÷àþò ÷åðåç ωx è íàçûâàþò ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì
ýòîãî äâèæåíèÿ.

Òî÷êó x è äâèæåíèå π(x, ·) íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî Ëà-
ãðàíæó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è îáîçíà÷àþò óñò. L+,
åñëè H+(x) = Σ+

x ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ãäå Σ+
x = π(x,T+) è

T+ = {t|t ∈ T, t ≥ 0}.
Òî÷êó x è äâèæåíèå π(x, ·) íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî Ëà-

ãðàíæó è îáîçíà÷àþò óñò. L, åñëè H(x) = Σx ÿâëÿåòñÿ êîìïàê-
òîì, ãäå Σx = π(x,T).

Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò ïîñòîÿííîé èëè òî÷êîé ïîêîÿ, åñëè
xt = x ïðè âñåõ t ∈ T è τ -ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè xτ = x (τ >
0, τ ∈ T).

Ïóñòü ε > 0. ×èñëî τ ∈ T íàçûâàþò ε-ñìåùåíèåì (ε-ïî÷òè
ïåðèîäîì) òî÷êè x, åñëè ρ(xτ, x) < ε (ρ(x(t+τ), xt) < ε ïðè âñåõ
t ∈ T). Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåêóððåíòíîé (ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò l = l(ε) > 0
òàêîå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå èç T äëèíû l, íàéäåòñÿ ε-ñìåùåíèå
(ε-ïî÷òè ïåðèîä) òî÷êè x.

Åñëè òî÷êà x ∈ X ïî÷òè ðåêóððåíòíà è ìíîæåñòâî H(x) =
Σx êîìïàêòíî, òî òî÷êó x íàçûâàþò ðåêóððåíòíîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x ∈ X óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè x ∈ ωx.
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Äâèæåíèå π(x, ·) : T→ X ïîëóãðóïïîâîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû (X,T, π) íàçûâàþò ïðîäîëæàåìûì íà S, åñëè ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : S → X òàêîå, ÷òî πtϕ(s) =
ϕ(t + s) ïðè âñåõ t ∈ T è s ∈ S. Ïðè ýòîì ÷åðåç αϕ

x îáîçíà-
÷èì {y|∃tn → −∞, tn ∈ S− ϕ(tn) → y}, ãäå ϕ ïðîäîëæåíèå
íà S äâèæåíèÿ π(x, ·). Ìíîæåñòâî αϕ

x íàçîâåì α-ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì äâèæåíèÿ ϕ, à åãî òî÷êè � α-ïðåäåëüíûìè äëÿ
äâèæåíèÿ ϕ.

Íàðÿäó ñ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (X,T, π) ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó (Y,T, σ), ãäå Y � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåò-
ðèêîé α.

Ãîâîðÿò [79], ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ⊂ T íàïðàâëÿåò
òî÷êó x ∈ X ê òî÷êå p ∈ X, åñëè p = lim

n→+∞xtn. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tn} íàçûâàþò ñîáñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè
x, åñëè x = lim

n→+∞xtn.
×åðåç Mx,p îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, íàïðàâëÿþùèõ x ê p, ÷åðåç Nx � ìíîæåñòâî âñåõ ñîá-
ñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷êè x (ò.å. Nx = Mx,x) è
Mx = ∪{Mx,p : p ∈ X}.

Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò [79] ñðàâíèìîé ïî õàðàêòåðó âîç-
âðàùàåìîñòè ñ y ∈ Y èëè, êîðî÷å, ñðàâíèìîé ñ y, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî âñÿêîå δ-ñìåùåíèå
òî÷êè y åñòü ε-ñìåùåíèå äëÿ x ∈ X. Â ðàáîòå [79] ïîêàçàíî,
÷òî òî÷êà x ∈ X ñðàâíèìà ñ y ∈ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ny ⊆ Nx.

Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò [79] ðàâíîìåðíî ñðàâíèìîé ïî õà-
ðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè ñ y ∈ Y èëè, êîðî÷å, ðàâíîìåðíî ñðàâ-
íèìîé ñ y, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
êàêîâî áû íè áûëî t ∈ T, âñÿêîå δ-ñìåùåíèå òî÷êè yt åñòü ε-
ñìåùåíèå äëÿ xt, ò.å. òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ ÷èñåë
t1, t2 ∈ T, äëÿ êîòîðûõ d(yt1, yt2) < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ρ(xt1, xt2) < ε. Â ñëó÷àå, êîãäà y ∈ Y óñòîé÷èâà ïî Ëà-
ãðàíæó (ò.å. Σy îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî) â [79] äîêàçàíî, ÷òî
x ∈ X ðàâíîìåðíî ñðàâíèìà ñ y ∈ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà My ⊆ Mx.
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Òî÷êè x1 è x2 èç X íàçûâàþò ïðîêñèìàëüíûìè (äèñòàëü-
íûìè) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè

inf{ρ(x1t, x2t) : t ∈ T+} = 0 (inf{ρ(x1t, x2t) : t ∈ T+} > 0).

Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà B ⊆ X (îáîçíà÷åíèå � ð. óñò. Ë+B), åñëè A ⊆ B è
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî
ρ(p, r) < δ (p ∈ A, r ∈ B) âëå÷åò íåðàâåíñòâî ρ(pt, rt) < ε ïðè
âñåõ t ∈ T+.

Ïóñòü (X,T1, π) è (Y,T2, σ) (S+ ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ S) � äâå äè-
íàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Îòîáðàæåíèå h : X → Y íàçûâàåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì (ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôèçìîì) äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (X,T1, π) íà (Y,T2, σ), åñëè îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâ-
íî (ñîîòâåòñòâåííî ãîìåîìîðôíî) è h(π(x, t)) = σ(h(x), t) ïðè
âñåõ x ∈ X è t ∈ T1. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî (X,T1, π) åñòü ðàñ-
øèðåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Y,T2, σ), à (Y,T2, σ) � ôàêòîð
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T1, π) ïðè ãîìîìîðôèçìå h. Äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Y,T2, σ) íàçûâàþò òàêæå áàçîé ðàñøèðåíèÿ
(X,T1, π).

Òðîéêó ((X,T1, π), (Y,T2, σ), h), ãäå h � ãîìîìîðôèçì
(X,T1,
π) íà (Y,T2, σ), áóäåì íàçûâàòü íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé.

Ïóñòü t ∈ T. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå πt : X → X ðàâåí-
ñòâîì πt(x) = π(x, t). Åñëè F ⊆ T è M ⊆ X, òî ïîëîæèì
E∗(M,F) = {πt|M : t ∈ F}, ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî ýàìûêàíèå
â XM , è E(M,F) = {ξ|ξ ∈ E∗(M, S), ξ(M) ⊆ M}.

Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (X,T, π) è
(Y,T, σ) íàçûâàþò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X × Y,T, λ), â êî-
òîðîé äåéñòâèå çàäàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî, ò. å. λ((x, y), t) =
(π(x, t), σ(y, t)) ïðè âñåõ (x, y) ∈ X × Y è t ∈ T.
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1.2. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó äâèæå-
íèÿ

Äâèæåíèå π(x, ·) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûì
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêèì, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèì, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíûì, àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïî Ïóàññîíó), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîå (τ -ïåðè-
îäè÷åñêîå, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå, ðåêóððåíòíîå, óñòîé÷èâîå ïî
Ïóàññîíó) äâèæåíèå π(p, ·) òàêîå, ÷òî

lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0. (1.2.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Px = {p | p ∈ ωx ∩ ωp, lim
t→+∞ ρ(xt, pt) = 0}.

Î÷åâèäíî, äâèæåíèå π(t, ·) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ïóàñ-
ñîíó, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Px 6= ∅. Èç îïðåäåëåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàññîíó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñëåäóåò, ÷òî Px ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Íèæå ïðèâîäèìàÿ ëåì-
ìà óêàçûâàåò ïðîñòîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì Px ñîñòîèò ðîâíî
èç îäíîé òî÷êè.

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà
ïî Ïóàññîíó. Åñëè òî÷êè èç ωx ïîïàðíî äèñòàëüíû â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî Px ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïî Ïóàññîíó äâèæåíèÿ π(x, ·) ìíîæåñòâî Px íåïóñòî. Äîïóñòèì,
÷òî â Px èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè p1 è p2. Ïî óñëîâèþ
ëåììû p1 è p2 ïîëîæèòåëüíî äèñòàëüíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ êàæäîé èç òî÷åê p1 è p2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.2.1) è,
ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→+∞ ρ(p1t, p2t) = 0. (1.2.2)

Ðàâåíñòâî (1.2.2) ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé äèñòàëüíîñòè
òî÷åê p1 è p2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü x ∈ X ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òîãäà:
1) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò l = l(ε) > 0 òàêîå,

÷òî íà ëþáîì îòðåçêå èç T äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ
òàêîå, ÷òî ρ(p(t + τ), pt) < ε ïðè âñåõ p ∈ H(x).
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2) H(x) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó (â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè) îòíîñèòåëüíî H(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, p ∈
H+(x) è ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò l = l(ε/2) > 0 òàêîå, ÷òî
íà ëþáîì îòðåçêå èç T äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî

ρ(x(t + τ), xt) < ε/2 (1.2.3)
ïðè âñåõ t ∈ T. Äëÿ p ∈ H(x) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} ⊂ T òàêàÿ, ÷òî p = lim

n→+∞xtn. Èç (1.2.3) ñëåäóåò

ρ(x(t + τ + tn), x(t + tn)) < ε/2 (1.2.4)
ïðè âñåõ t ∈ T è n ∈ N. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.2.4), êîãäà
n → +∞, ïîëó÷èì

ρ(p(t + τ), pt) < ε

ïðè âñåõ t ∈ T è p ∈ H(x). Óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü ε > 0 è l =

l(ε/2) � ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè H(x) íà H(x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâ-
íîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ε

3 è
l(ε/3) íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

ρ(pt, qt) <
ε

3
(1.2.5)

ïðè âñåõ t ∈ [0, l] êàê òîëüêî ρ(p, q) < δ (p, q ∈ H(x)). Ïóñòü
òåïåðü t ≥ l, p è q ∈ H(x) è ρ(p, q) < δ, òîãäà íà îòðåçêå
[t− l, t] ⊂ T íàéäåòñÿ ÷èñëî τ òàêîå, ÷òî

ρ(r(t + τ), rt) < ε/3 (1.2.6)
ïðè âñåõ r ∈ H(x) è t ∈ T. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî t â âèäå s+ τ , ãäå
s ∈ [0, l], òîãäà äëÿ t̄ = s + τ

ρ(pt̄, qt̄) = ρ(p(s + τ), q(s + τ))
≤ ρ(p(s + τ), ps) + ρ(ps, qs) + ρ(qs, q(s + τ)).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ (1.2.5) è (1.2.6) ñëåäóåò
ρ(pt, qt) < ε (1.2.7)
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ïðè âñåõ t ≥ l. Èç (1.2.5) è (1.2.7) ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå
ëåììû.

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî-
ãäà íà ωx äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) äèñòàëüíà, ò.å.

inf{ρ(pt, qt) : t ∈ T} > 0

äëÿ ëþáûõ p, q ∈ H(x) (p 6= q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå è-
ìååò ìåñòà, òîãäà íàéäóòñÿ p, q ∈ ωx = H(x) (p 6= q) è tn ∈ T
òàêèå, ÷òî

ρ(ptn, qtn) → 0 (1.2.8)
ïðè n → +∞. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2 H(x) ð. óñò. Ë îòíîñèòåëüíî
H(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷èñëà 0 < ε < ρ(p, q) íàéäåòñÿ
δ = δ(ε/3) òàêîå, ÷òî

ρ(pt, qt) <
ε

3
ïðè âñåõ t ∈ T, êàê òîëüêî ρ(p, q) < δ (p, q ∈ H(x)). Èç íåðàâåí-
ñòâà (1.2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ρ(ptn, qtn)
< δ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(p(tn + t), q(tn + t)) < ε/3 (1.2.9)
ïðè âñåõ t ∈ T. Ïî ÷èñëó ε

3 è tn ∈ T âûáåðåì τ ≥ tn òàêîå, ÷òî
ρ(rτ, r) < ε/3 (1.2.10)

ïðè âñåõ r ∈ H(x) (ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2 òàêîå τ ñóùåñòâóåò).
Òîãäà

ρ(p, q) ≤ ρ(pτ, p) + ρ(pτ, qτ) + ρ(qτ, q)

è ñîãëàñíî (1.2.9) è (1.2.10) ρ(p, q) < ε. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ε. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. Åñëè äâèæåíèå π(t, ·) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, òî Px ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç ëåìì 1.2.1 è 1.2.3.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè òî÷êà p, ó÷àñòâóþùàÿ â îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé
ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèå àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî, íî
íå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, ñôîðìóëèðîâàííîå âû-
øå óòâåðæäåíèå (ñëåäñòâèå 1.2.4), âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìå-
ñòà.

1.3. Êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè

Òåîðåìà 1.3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x ∈ X (è äâèæå-
íèå π(x, ·)) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (àñèìïòîòè-
÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñ-
êîé), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà óñò.
L+, Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x è ωx ñîâïàäàëî ñ òî÷êîé ïîêîÿ (τ -

ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêàíèåì ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ (τ -
ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ) òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.1). Èç ðàâåíñòâà (1.2.1) ñëåäóåò, ÷òî x óñò.
L+ (ò. ê. ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà óñò. L+) è ωx = ωp = H(p).
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x . Èç ðà-

âåíñòâà (1.2.1) è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè p ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òàêèå, ÷òî íà ëþáîì
îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî

ρ(x(t + τ), xt) < ε (1.3.1)

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
Ïóñòü ε > 0. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà ε

3
íàéäåòñÿ ïàðà ÷èñåë β( ε

3) è l( ε
3) òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå

äëèíû l( ε
3) íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî

ρ(x(t + τ), xt) <
ε

3
(1.3.2)
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ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β. Â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Σ+
x èíòå-

ãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó
íàéäåòñÿ òàêîå γ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ Σ+

x èç
íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < γ ñëåäóåò

ρ(x1t, x2t) <
ε

3
(1.3.3)

ïðè âñåõ t ∈ [β, β + l]. Çàìåòèì, ÷òî γ ìîæåò áûòü âûáðàíî
ìåíüøå ε. Ïóñòü x1 è x2 èç Σ+

x , òî åñòü xi = xti (ti ∈ T+,
i = 1, 2), òîãäà ρ(x1t, x2t) ≤ ρ(x1(t + τ), x1t) + ρ(x1(t + τ), x2(t +
τ))+ρ(x2(t+τ), x2t). Âûáåðåì τ ∈ [β−t, β−t+l] ⊂ T+, òîãäà èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ (1.3.2) è (1.3.3) ñëåäóåò

ρ(x1t, x2t) < γ

ïðè âñåõ t ≥ β. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâ-
íîñòè íà Σ+

x äëÿ ÷èñåë β è γ (γ < ε) ìîæíî âûáðàòü δ < γ
òàê, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < δ (x1, x2 ∈ Σ+

x ) ñëåäîâà-
ëî ρ(x1t, x2t) < γ ïðè âñåõ t ∈ [0, β]. Ïóñòü òåïåðü ρ(x1, x2) < δ,
(x1, x2 ∈ Σ+

x , δ < γ < ε) è t ∈ T+, òîãäà ρ(x1t, x2t) < ε.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x óñò. L+, Σ+

x ð. óñò.Ë+Σ+
x è ωx ñîâ-

ïàäàåò ñ òî÷êîé ïîêîÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, çàìûêà-
íèåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî n, ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, íàéäóòñÿ βn ≥ 0, ln > 0 è
τn ∈ [n, n + ln] òàêèå, ÷òî

ρ(x(t + τn), xt) <
1
n

ïðè âñåõ t ≥ βn è t + τn ≥ βn. Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xτn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì
p = lim

n→+∞xτn, òîãäà p ∈ ωx è ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2 òî÷êà p

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xτn} ñõîäèòñÿ ê p ðàâ-

íîìåðíî íà T+, ò.å.

lim
n→+∞ sup{ρ(x(t + τn), pt) : t ∈ T+} = 0. (1.3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê {xτn} ñõîäèòñÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé. Ïóñòü ε > 0 è δ(ε) > 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ ð.
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óñò. Ë+Σ+
x ìíîæåñòâà Σ+

x . Òîãäà íàéäåòñÿ N(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
ρ(xτn, xτm) < δ ïðè âñåõ n,m ≥ N(ε) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(x(t + τn), x(t + τm)) < ε (1.3.5)
ïðè âñåõ t ∈ T+. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.3.5) ê ïðåäåëó,
êîãäà m → +∞ (ïðè ôèêñèðîâàííûõ n ∈ N è t ∈ T+), ïîëó÷èì

ρ(x(t + τn), pt) ≤ ε

ïðè âñåõ t ∈ T+ è n ≥ N(ε). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî p ∈ Px.
Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(xt, pt) ≤ ρ(xt, x(t + τn)) + ρ(x(t + τn), pt) ≤ 1
n

+ ε

ïðè âñåõ n ≥ N(ε) è t ≥ βn è, ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ Px. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3.2. [43] Åñëè ìíîæåñòâî A ð. óñò. Ë+B, òî A
ð. óñò. Ë+B.

Ëåììà 1.3.3. [43] Åñëè Σ+
x ð. óñò. Ë+Σ+

x , à ωx 6= ∅, òî
ωx ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 1.3.4. Óòâåðæäåíèÿ ëåìì 1.3.2 è 1.3.3 â [43]
äîêàçàíû äëÿ ãðóïïîâûõ ñèñòåì â ñëó÷àå T = R. Îäíàêî,
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìåþùèåñÿ â [43] ðàññóæäåíèÿ, ïîç-
âîëÿþò äîêàçàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ è â ñëó÷àå T = Z, R+ èëè
Z+.

Ñëåäñòâèå 1.3.5. Åñëè òî÷êà x óñò. L+ è Σ+
x ð. óñò.

L+Σ+
x , òî ωx � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé.

Ëåììà 1.3.6. Åñëè x óñò. L+ è tn → t0 (t0 ∈ T), òî
lim

n→+∞ sup{ρ(x(t + tn), x(t + t0)) : t ∈ T} = 0. (1.3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x óñò. L+ è tn → t0. Äîïóñòèì, ÷òî
ðàâåíñòâî (1.3.6) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {tn} è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî

ρ(x(tn + tn), x(t0 + tn)) ≥ ε
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Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, tn)} ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì x = lim

n→+∞xtn, òîãäà

ε0 ≤ ρ(x(tn + tn), x(t0 + tn)) = ρ((xtn)tn, (xtn)t0). (1.3.7)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.3.7), êîãäà n → +∞ ïîëó-
÷èì íåðàâåíñòâî ε0 ≤ 0, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà
ε0. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3.7. Åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.3.1 ìíîæåñòâî
ωx ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì òðàåêòîðèè íåêîòîðîé ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ X â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X,T+, π). Íà
ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ëåììû 1.3.3, 1.3.6 è íåêîòîðûå ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû [3], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óïîìÿíóòàÿ òî÷êà
p áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé è â ãðóïïîâîé ñèñòåìå (X,T, π).

Òåîðåìà 1.3.8. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Òî÷êà x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è

l > 0, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî
τ , äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî (1.3.1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè
âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.

3) Òî÷êà x óñò. L+ è Σ+
x ð. óñò. Ë+Σ+

x .
4) Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞

èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn}
òàêóþ, ÷òî {π(x, tkn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈
T+, ò.å. ñóùåñòâóåò p ∈ X òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
(1.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) âû-
òåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1).

Ïîêàæåì, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 3). Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êà x óñò. L+. Â ñàìîì äåëå. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ ÷èñëà ε

2 ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû
l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî

ρ(x(t + τ), xt) <
ε

2
(1.3.8)
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ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β. Ïîêàæåì, ÷òî M = π([β, β + l], x)
àïïðîêñèìèðóåò Q = {π(t, x) : t ≥ β} ñ òî÷íîñòüþ äî ε/2. Â
ñàìîì äåëå, åñëè t ≥ β, òî ñóùåñòâóåò τ ∈ [β − t, β − t + l], ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ (1.3.6) è ñëåäîâàòåëüíî Q ⊆ S(M, ε

2). Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî M çàìêíóòî è êîìïàêòíî, òî îíî îáëàäàåò êîíå÷-
íîé ε

2 -ñåòüþ, êîòîðàÿ â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Q ⊆ S(M, ε
2) ÿâëÿåòñÿ

ε
2 -ñåòüþ ìíîæåñòâà Q. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X ìíîæå-
ñòâî Q êîìïàêòíî. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Σ+

x = π([0, β], x)∪Q.
Íàêîíåö, èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 1.3.1 ñëå-
äóåò, ÷òî óñëîâèå 2) è óñò. L+ òî÷êè x äàþò ð. óñò. Ë+Σ+

x ìíî-
æåñòâà Σ+

x .
Ïóñòü x óñò. L+, Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x è tn → +∞. Â ñèëó

óñò.L+ òî÷êè x èç {tn} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tkn} òàêóþ, ÷òî xtkn → P . Â ñèëó ð. óñò. Ë+Σ+

x ìíîæåñòâà
Σ+

x , ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè
òåîðåìû 1.3.1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.3.4).

Ïîêàæåì,÷òî èç 4) ñëåäóåò 3). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü
ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn ↓ 0, {t(i)n }
(i = 1, 2) è {tn} òàêèå, ÷òî

ρ(xt(1)
n , xt(2)

n ) < δn è ρ(x(t(1)
n + t̄n), x(t(2)

n + t̄n)) ≥ ε0. (1.3.9)
Î÷åâèäíî, èç 4) ñëåäóåò, ÷òî x óñò. L+, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xt

(i)
n } (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì

x̄i = lim
n→+∞xt

(i)
n (i = 1, 2). Èç íåðàâåíñòâà (1.3.9) ñëåäóåò, ÷òî

x̄1 = x̄2 = x̄. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt
(i)
n } ñõîäèòñÿ

ê x̄ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+. Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t(i)n } îãðàíè÷åíà è òîãäà, íå óìàëÿÿ

îá
ùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü å¸ ñõîäÿùåéñÿ. È òî-

ãäà òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 1.3.6.
á. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t(i)n } íåîãðàíè÷åíà. Ñîãëàñíî 4) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xt
(i)
n } ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåð-

íî t ∈ T+. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî x̄ = lim
n→+∞xt

(i)
n (i = 1, 2),

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈
T+. Òîãäà äëÿ ÷èñëà ε0

2 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 òàêîå,
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÷òî
ρ(x(t(1)

n + t), x(t(2)
n + t)) <

ε0

2
ïðè âñåõ t ∈ T+ è n ≥ n0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = tn,

ρ(x(t(1)
n + tn), x(t(2)

n + tn)) <
ε0

2
(1.3.10)

Íåðàâåíñòâî (1.3.10) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.3.9). Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Íàêîíåö, ïîêàæåì ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Ïóñòü òî÷êà x ∈ X
óñò. L+ è Σ+

x ð. óñò. Ë+Σ+
x . Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.5 ìíî-

æåñòâî ωx ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì êîìïàêòíûì ìèíèìàëüíûì ìíî-
æåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 1.3.1 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íà. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

1.4. Àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ

Òåîðåìà 1.4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x ∈ X áûëà
àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, kτ)}+∞

k=0 ñõîäèëàñü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X
àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, òî åñòü ñóùåñòâóåò τ -ïåðèîäè-
÷åñêàÿ òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.1). Òîãäà

ρ(x(kτ), p(kτ)) = ρ(x(kτ), p). (1.4.1)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.4.1), êîãäà k → +∞, è ó÷èòûâàÿ
(1.2.1), ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {π(x, kτ)}+∞
k=0 ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì p =

lim
k→+∞

π(x, kτ). Çàìåòèì, ÷òî

pτ = ( lim
k→+∞

x(kτ))τ = lim
k→+∞

[x(kτ)]τ = lim
k→+∞

x(k + 1)τ = p.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîêàæåì,
÷òî x óñò. L+. Â ñàìîì äåëå. Ïóñòü {tn} ⊂ T+, òîãäà tk =
mkτ + tk (mk, tk ∈ T+, τ > 0 è tk ∈ [0, τ ]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ è ïóñòü t0 = lim

k→+∞
tk. Òîãäà

lim
k→+∞

xtk = lim
k→+∞

x(mkτ + tk) = lim
k→+∞

[x(mkτ)]tk = pt0.
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Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x íà ìíîæåñòâå H+(x) èíòåãðàëüíàÿ
íåïðåðûâíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàê êàê èìååò ìå-
ñòî ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü è lim

k→+∞
x(kτ) =

p, òî
lim

k→+∞
sup{ρ(x(kτ + t), pt) : t ∈ [0, τ ]}

è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(xt, pt) = ρ(x(kτ + t̃), pt̃) ≤
sup{ρ(x(kτ + t̃), pt̃) | t̃ ∈ [0, τ ]}, (1.4.2)

ãäå t = kτ + t̃ (k = [t], t̃ ∈ [0, τ ]). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.4.2),
êîãäà t → +∞ (k = [t] → +∞, êîãäà t → +∞), ïîëó÷èì ðàâåí-
ñòâî (1.2.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x áûëà àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {x(kτ)}∞k=0 ñõîäèëàñü ïðè êàæäîì τ ∈ T+.

Òåîðåìà 1.4.3. Ïóñòü T = R+ èëè R. Äëÿ òîãî ÷òîáû
òî÷êà x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé â äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå (X,T, π), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {π(x, tn)} ñõîäèëàñü, ãäå tn =

∑n
k=1

1
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äî-
ñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X òàêîâà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xtn}, ãäå tn =

∑n
k=1

1
k , ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì

p = lim
n→+∞xtn è ïîêàæåì, ÷òî

lim
t→+∞ ρ(xt, p) = 0. (1.4.3)

Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.4.3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {t′k} ⊂ T, t′k → +∞, èìååò ìåñòî

lim
k→+∞

ρ(xt′k, p) = 0. (1.4.4)

Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {t′k} îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
tnk

= max{tn | tn ≤ t′k}. (1.4.5)
Îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.4.5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tnk

} îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

tnk
≤ t′k < tnk+1. (1.4.6)
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Èç (1.4.6) ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ t′k − tnk
< tnk+1 − tnk

= 1
nk+1 . Èç ïî-

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî lim
k→+∞

(t′k−tnk
) = 0. Îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî π(x, t′k) = π(π(x, tnk
), t′k − tnk

). Òàê êàê {xtnk
} è

{t′k − tnk
} ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿùåéñÿ ÿâëÿåòñÿ è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xt′k} è, î÷åâèäíî, lim
k→+∞

xt′k = p. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4.4. Åñëè T = Z+ èëè Z, òî åñòü (X,T, π)
ÿâëÿåòñÿ êàñêàäîì, è p ∈ X ÿâëÿåòñÿ m-ïåðèîäè÷åñêîé, òî,
î÷åâèäíî, å¸ òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {p, π(p, 1),
. . . , π(p, (m− 1))}, ñîñòîÿùåå ðîâíî èç m ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Ëåììà 1.4.5. [72] Ïóñòü T = Z+ èëè Z è x ∈ X �
óñò. L+ òî÷êà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî ωx ñîñòîÿëî
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ñóùåñòâîâàëà m-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ∈ X òàêàÿ, ÷òî
ωx = {p, π(p, 1), . . . , π(p,m− 1)}.

Òåîðåìà 1.4.6. Ïóñòü T = Z+ èëè Z. Äëÿ òîãî ÷òîáû
òî÷êà x áûëà àñèìïòîòè÷åñêè m-ïåðèîäè÷åñêîé íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà óñò. L+ è å¸ ω-ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî ωx ñîñòîÿëî ðîâíî èç m ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óò-
âåðæäåíèÿ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé m-ïåðèîäè÷íîñòè è çàìå÷àíèÿ 1.4.4.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òî÷êà x ∈ X óñò. L+ è ωx = {p1, p2,
. . . , pm}, ïðè÷åì pi 6= pj ïðè i 6= j, i, j = 1,m. Òîãäà

lim
n→+∞ ρ(xn, ωx) = 0. (1.4.7)

Èç ðàâåíñòâà (1.4.7) ñëåäóåò, ÷òî
δ(n) = min{ρ(xn, pjn) : 1 ≤ j ≤ m} → 0 (1.4.8)

ïðè n → +∞. Ïóñòü ρ > 0 òàêîâî, ÷òî
ρ(pin, pjn) ≥ 0

ïðè âñåõ n ∈ T è i, j = 1,m, i 6= j. Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè
x íà ìíîæåñòâå H+(x) âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé èíòå-
ãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè. Âûáåðåì äëÿ ÷èñëà ρ

3 ÷èñëî γ(ρ
3) > 0,
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γ(ρ
3) < ρ

3 , èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíî-
ñòè. Òîãäà

ρ(π(x, 1), π(p, 1)) <
ρ

3
(x, p ∈ H+(x)),

êàê òîëüêî ρ(x, p) < γ. Èç (1.4.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ γ(ρ
5) íàéäåòñÿ

n0 òàêîå, ÷òî δ(n) < γ(ρ
5) ïðè âñåõ n ≥ n0. Òîãäà íàéäåòñÿ

j0 ∈ [1,m] ⊂ T òàêîé, ÷òî

ρ(xn0, pj0n0) < γ(
ρ

5
).

Ïîëîæèì
∆ = sup{∆̃ | ρ(xn, pj0n) < γ(

ρ

5
), n ∈ [n0, n0 + ∆̃]}. (1.4.9)

à. Åñëè ∆ = +∞, òî ρ(xn, pj0n) < γ(ρ
5) ïðè âñåõ n ∈ N è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ j 6= j0

ρ(xn, pjn) ≥ ρ(pjn, pj0n)− ρ(xn, pj0n) ≥ ρ− ρ

3
=

2ρ

3
> γ(

ρ

5
).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ρ(xn, pj0n) min

1≤j≤m
ρ(xn, pjn) = δ(n) → 0

ïðè n → +∞. È â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêààíà.
á. Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé ∆ < +∞ íåâîçìîæåí. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ∆ < +∞ è ïîëîæèòü n′0 = n0 + ∆,
òî áóäåì èìåòü

ρ(xn′0, pj0n
′) < γ(

ρ

5
),

ρ(x(n′ + 1), pj0(n
′ + 1)) ≥ γ(

ρ

5
)

è
ρ(x(n′ + 1), pj0(n

′ + 1)) <
ρ

5
.

Òàê êàê δ(n′ + 1) < γ(ρ
5), òî ñóùåñòâóåò pi0 6= pj0 , òàêîå ÷òî

ρ(x(n′ + 1), pi0(n
′ + 1)) ≥ γ(

ρ

5
)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(pj0(n

′ + 1), pi0(n
′ + 1)) ≤ ρ(pj0(n

′ + 1), x(n′ + 1)) +

ρ(x(n′ + 1), pi0(n
′ + 1)) < γ +

ρ

5
<

ρ

3
+

ρ

5
< ρ.
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Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ρ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4.7. Àíàëîã òåîðåìû 1.4.3 äëÿ ïîòîêîâ íå
èìååò ìåñòà.

Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ðàñ-
ñìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ íà åäèíè÷íîì êðóãå
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Öåíòð êðóãà ïóñòü áóäåò òî÷êîé ïî-
êîÿ, ãðàíèöà êðóãà � òðàåêòîðèåé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïå-
ðèîäà τ = 1. Âñå îñòàëüíûå äâèæåíèÿ ïóñòü áóäóò íåîñîáûìè.
Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x íå ð. óñò.
Ë+Σ+

x äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè x êðóãà, îòëè÷íîé îò öåí-
òðà. Îïèñàííàÿ âûøå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì{

dr
dt = (r − 1)2
dϕ
dt = r.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé 1-ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, íî ñàìà òî÷êà x
íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè 1-ïåðèîäè÷åñêîé, òàê êàê Σ+

x íå
ÿâëÿåòñÿ ð. óñò. Ë+Σ+

x (ñì. òåîðåìó 1.3.1).

1.5. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ïóíêòå óêàçûâàåòñÿ îäèí îá-
ùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Óêàçàííûì ñïîñîáîì ïîëó÷àþòñÿ ìíî-
ãèå èçâåñòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [2], [75], [79]).

Ïóñòü (X,T, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X, Y � ïîëíîå
ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è P � åãî êîìïëåêò ïñåâäî-
ìåòðèê. ×åðåç C(X, Y ) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f : X → Y , íàäåëåííîå îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëî-
ãèåé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ñåìåéñòâîì ïñåâäîìåòðèê

dp
K(f, g) = sup

x∈K
p(f(x), g(x)) (p ∈ P, K ∈ K(X)),
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ãäå K(X) � ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X. Îïðå-
äåëèì ïðè êàæäîì τ ∈ T îòîáðàæåíèå στ : C(X,Y ) → C(X,Y )
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: (στf)(x) = f(π(x, τ)) (x ∈ X). Îòìå-
òèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé στ :

à. σ0 = idC(X,Y );
á. στ1 ◦ στ1 = στ1+τ2 ;
â. στ íåïðåðûâíî.
Êàê ïðàâèëî, â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå στf =

f (τ).
Ëåììà 1.5.1. Îòîáðàæåíèå σ : C(X,Y ) × T → C(X,Y ),

îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì σ(f, τ) = στf (f ∈ C(X, Y ), τ ∈ T),
íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C(X, Y ), τ ∈ T è {fν}, {τν}
� ïðîèçâîëüíûå íàïðàâëåííîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê f è τ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà äëÿ K ∈ K(X)

dp
K(σ(fν , τν), σ(f, τ)) = sup

x∈K
p(σ(fν , τν)(x), σ(f, τ)(x)) =

sup
x∈K

p(fν(π(x, τν)), f(π(x, τ)))} ≤
sup
x∈K

p(fν(π(x, τν)), f(π(x, τν))) + sup
x∈K

p(f(π(x, τν)), f(π(x, τ))) ≤
sup

x∈K, s∈Q
p(fν(π(x, s)), f(π(x, s))) + sup

x∈K
p(f(π(x, τν)), f(π(x, τ)))

≤ sup
m∈π(K,Q)

p(fν(m), f(m)) + sup
x∈K

p(f(π(x, τν)), f(π(x, τ, ))) =

dp
π(K,Q)(fν , f) + sup

x∈K
p(f(π(x, τν)), f(π(x, τ))), (1.5.1)

ãäå Q = {τν}. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1.5.1), ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.5.2. (C(X, Y ),T, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (C(X, Y ),T, σ) íàçîâåì äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
C(X,Y ).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà
(C(X, Y ),T, σ), âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.
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Ïðèìåð 1.5.3. Ïîëîæèì X = T è ÷åðåç (X,T, π) îáîçíà-
÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà T, ãäå π(x, t) = x + t. Äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (C(T, Y ),T, σ) íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé Áåáóòîâà [2],[34], [43], [75], [79]. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà Áåáóòîâà ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ îáùèõ
ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íèæå ìû å¸ èñïîëüçóåì äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ ðÿäà ñâîéñòâ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1.5.4. Ïîëîæèì X = T ×W , ãäå W � íåêîòîðîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ÷åðåç (X,T, π) îáîçíà÷èì äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó íà T×W , îïðåäåëåííóþ ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó π((s, w), t) = (s + t, w). Ïðèâåä¸ííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ,
ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü íà C(T × W,Y )
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ (C(T×W,Y ),T, σ).

Ïðèìåð 1.5.5. Ïóñòü W = Cn, Y = Cm è A(T × Cn,Cm)
� ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ C(T × Cn,Cm), ãîëîìîðô-
íûõ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A(T×Cn,Cm) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èíâàðèàíòíûì ìíîæå-
ñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (C(T× Cn,Cm),T, σ) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íà A(T×Cn,Cm) èíäóöèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(A(T× Cn,Cm),T, σ).

2. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
Ôðåøå. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëå-
æàùåå Ì. Ôðåøå [90], à òàêæå íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü B
� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |. Â ïðîñòðàíñòâå C(R, B)
îòêðûòî-êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìåò-
ðèêè Áåáóòîâà

ρ(ϕ,ψ) = sup
L>0

min{max
|t|≤L

|ϕ(t)− ψ(t)|; L−1}.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó Áåáóòîâà (C(R, B),R, σ).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R, B) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
A, åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äâèæåíèå σ(ϕ, ·) â äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå (C(R,B),R, σ), ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé ϕ. Â êà÷å-
ñòâå ñâîéñòâà A ìîæåò áûòü óñò. L+, ð. óñò. Ë+, ïåðèîäè÷íîñòü,
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ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü è
ò. ä.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
lim

t→+∞ ρ(σ(ϕ, t), σ(p, t)) = 0

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
lim

t→+∞ |ϕ(t)− p(t)| = 0,

ãäå ϕ, p ∈ C(R,B).
Èç ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈

C(R, B) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèî-
äè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
p è ω èç C(R, B) òàêèå, ÷òî

à. ϕ(t) = p(t) + ω(t) ïðè âñåõ t ∈ R;
á. lim

t→+∞ |ω(t)| = 0;
â. p ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóð-

ðåíòíà).
Ïðè ýòîì p íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ϕ, à ω � ïîïðàâêîé.
Çàìå÷àíèå 1.5.6. Èç ñëåäñòâèÿ 1.2.4 âûòåêàåò, ÷òî ôó-

íêöèè p è ω, ôèãóðèðóþùèå â óñëîâèÿõ à., á. è â., îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Èç ñêàçàííîãî âûøå è òåîðåì 1.3.1,1.3.8, 1.4.1, 1.4.3 ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.5.7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R, B)
áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðè-
îäè÷åñêîé, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé) íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ áûëà óñò. L+, ìíîæå-
ñòâî Σ+

ϕ ð. óñò. Ë+Σ+
ϕ è ωϕ ñîñòîÿëî èç ïîñòîÿííîé ôóíêöèè

(òðàåêòîðèè τ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, çàìûêàíèÿ òðàåêòî-
ðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè).

Òåîðåìà 1.5.8. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, B). Ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) ϕ óñò. L+ è Σ+

ϕ ð. óñò. Ë+Σ+
ϕ .
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3) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0 òà-
êèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî τ ,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ϕ(t+τ)−ϕ(t)| <
ε ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.

4) Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, tn → +∞, ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tnk

} òàêóþ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tnk

)}, ãäå (ϕ(tnk
)(t) = ϕ(t+tnk

)
ïðè âñåõ t ∈ R), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+.

Òåîðåìà 1.5.9. Ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R,B) àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íà (àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tn)} ñõîäèòñÿ â C(R, B),
ãäå tn = nτ (tn =

∑n
k=1

1
k ).

Ëåììà 1.5.10. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, B). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Ôóíêöèÿ ϕ óñò. L+.
2) Ôóíêöèÿ ϕ êîìïàêòíîçíà÷íà íà R+ (òî åñòü ϕ(R+)

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî) è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà R+.

Ñëåäñòâèå 1.5.11. Âñÿêàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïàêòíîçíà÷íà íà R+ è ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà R+.

Ïóñòü ϕ ∈ C(R,B). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ èìååò ñðåäíåå
çíà÷åíèå M{ϕ} íà R+, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè L → +∞
âûðàæåíèÿ 1

L

∫ L
0 ϕ(t)dt. Òàêèì îáðàçîì,

M{ϕ} = lim
L→+∞

1
L

∫ L

0
ϕ(t)dt. (1.5.2)

Ëåììà 1.5.12. Ïóñòü ω ∈ C(R, B) è lim
t→+∞ |ω(t)| = 0, òî-

ãäà M{ω} = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0, òîãäà ñóùåñòâóåò A > 0
òàêîå, ÷òî |ω(t)| < ε ïðè âñåõ t ≥ A è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
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L > A

| 1
L

∫ L

0
ω(t)dt| = | 1

L

∫ A

0
ω(t)dt +

1
L

∫ L

A
ω(t)dt| ≤

1
L

∫ A

0
|ω(t)|dt +

ε

L
|L−A|. (1.5.3)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.5.3) ê ïðåäåëó, êîãäà L → +∞, ïî-
ëó÷èì

lim
L→+∞

| 1
L

∫ L

0
ω(t)dt| ≤ ε. (1.5.4)

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíî, òî èç íåðàâåíñòâà (1.5.4) ñëåäó-
åò ñóùåñòâîâàíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà R+ ôóíêöèè ω è åãî
ðàâåíñòâî íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.5.13. Ïóñòü ϕ ∈ C(R,B) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òîãäà ϕ èìååò ñðåäíåå çíà÷åíèå íà R+ è
M{ϕ} = M{p}, ãäå p � ãëàâíàÿ ÷àñòü ϕ.

Òåîðåìà 1.5.14. Åñëè äëÿ ëþáîãî k = 1,m ϕk ∈ C(R, Bk)
� àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ ϕ =
(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ C(R,B1)× C(R, B2)× · · · × C(R, Bm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.5.7. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëî-
æèì B = B1 × B2 × · · · × Bm è íîðìó x ∈ B îïðåäåëèì ðà-
âåíñòâîì ‖x‖ =

∑m
k=1 |xk|k, ãäå | · |k � íîðìà íà Bk (k = 1, m),

òîãäà ϕ ∈ C(R, B). Ïóñòü ϕk ∈ C(R,Bk) (k = 1,m) àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è tn → +∞, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü tln òàêàÿ, ÷òî {ϕ(tln )

k } ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà R+ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ̃k (k = 1,m) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(tln ) = (ϕ(tln )

1 , ϕ
(tln )
2 , . . . , ϕ

(tln)
m ) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R+ ê

ôóíêöèè ϕ̃ = (ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃m) ∈ C(R, B).

Ñëåäñòâèå 1.5.15. Ïóñòü ϕk ∈ C(R, B) (k = 1,m) àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òîãäà ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕm ∈
C(R, B) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.14 ôóíêöèÿ ϕ̃ =
(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ C(R, Bm) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà, òî åñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè p̃ = (p1, p2, . . . , pm) ∈
C(R, Bm) è ω̃ = (ω1, ω2, . . . , ωm) ∈ C(R, Bm) òàêèå, ÷òî
(p1, p2, . . . , pm) ∈ C(R,Bm) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, lim

t→+∞(|ω1(t)| +
|ω2(t)| + · · · + |ωm(t)|)
= 0 è ϕ̃ = p̃ + ω̃. Òîãäà ôóíêöèþ ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · · + ϕm

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ϕ = p+ω, ãäå ω = ω1 +ω2 + · · ·+ωm

è p = p1 + p2 + · · · + pm. Ôóíêöèÿ p ïî÷òè ïåðèîäè÷íà â ñè-
ëó ñîâìåñòíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé p1, p2, . . . , pm è
|ω(t)| → 0 ïðè t → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Òåîðåìà 1.5.16. Ïóñòü {ϕk} ⊂ C(R,B) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
è ϕk → ϕ, ïðè k → +∞, ðàâíîìåðíî íà R+, òî åñòü
lim

t→+∞ sup{|ϕk(t) − ϕ(t)| | t ∈ R+} = 0. Òîãäà ϕ òàêæå àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ε > 0 è k(ε) ∈ N òàêîâî, ÷òî

|ϕk(t)− ϕ(t)| < ε

3
(1.5.5)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è k ≥ k(ε). Äëÿ ÷èñëà ε
3 , â ñèëó àñèìïòî-

òè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ϕk(ε), íàéäóòñÿ ÷èñëà
β(ε) ≥ 0 è l(ε) > 0 òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå èç R äëèíû
l(ε) íàéäåòñÿ ÷èñëî τ òàêîå, ÷òî

|ϕk(ε)(t + τ)− ϕk(ε)(t)| <
ε

3
(1.5.6)

ïðè âñåõ t ≥ β(ε) è t + τ ≥ β(ε). Èç íåðàâåíñòâ (1.5.5) è (1.5.6)
ñëåäóåò, ÷òî

|ϕ(t + τ)− ϕ(t)| ≤ |ϕ(t + τ)− ϕk(ε)(t + τ)|+
|ϕk(ε)(t + τ)− ϕk(ε)(t)|+ |ϕk(ε)(t)− ϕ(t)| < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

ïðè âñåõ t ≥ β(ε) è t + τ ≥ β(ε). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.5.17. Ïóñòü {ϕk} ⊂ C(R,B) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è
ðÿä

∑+∞
k=1 ϕk ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+ è S ∈ C(R, B) �

ñóììà ýòîãî ðÿäà. Òîãäà S � àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü AP (R+,B) = {ϕ | ϕ ∈ C(R+, B),
ϕ � àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà} è

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(t) : t ∈ R+}. (1.5.7)

Òåîðåìà 1.5.18. AP (R+, B) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è
ðàâåíñòâîì (1.5.7) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíàÿ íîðìà íà AP (R+, B),
òî åñòü (AP (R+,B), ‖ ‖) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñò-
âîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâà AP (R+, B)
âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1.5.15. Èç ñëåäñòâèÿ 1.5.11 âûòåêàåò,
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.5.7) êîíå÷íà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè ϕ ∈ AP (R+, B). Íàêîíåö ïîêàæåì, ÷òî íîðìà (1.5.7) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïóñòü {ϕk} ⊂ AP (R+, B) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è
â ïðîñòðàíñòâå C(R+, B) (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Áåáóòîâà) è,
ñëåäîâàòåëüíî, {ϕk} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â C(R+,B). Òàêèì
îáðàçîì ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(R+, B) òàêàÿ, ÷òî ϕk → ϕ
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç R+.

Ïóñòü òåïåðü ε > 0. Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè {ϕk} îòíî-
ñèòåëüíî íîðìû (1.5.7) ñóùåñòâóåò ÷èñëî N(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

|ϕm(t)− ϕn(t)| < ε (1.5.8)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è m, n ≥ N(ε). Çàôèêñèðóåì t ∈ R+, n ≥ N(ε)
è ïåðåéäåì â íåðàâåíñòâå (1.5.8) ê ïðåäåëó ïðè m → +∞. Òîãäà
ìû ïîëó÷èì

|ϕ(t)− ϕn(t)| ≤ ε

ïðè âñåõ t ∈ R+ è n ≥ N(ε). Òàêèì îáðàçîì ϕn → ϕ ðàâíîìåðíî
íà R+ è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.16 ôóíêöèÿ ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(R,B) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç C(R, B) ñ íîðìîé

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(t) : t ∈ R}
è ÷åðåç C0(R, B) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé ϕ ∈
C(R, B), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ lim

t→+∞ |ϕ(t)| = 0 è ñíàáæåí-
íîå íîðìîé (1.5.7).

Òåîðåìà 1.5.19. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈
AP (R, B) èìåëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïðî-
èçâîäíóþ ϕ′, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ
1.5.11.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ϕ ∈ AP (R, B) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà è ϕ′ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R+. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn} ⊂ AP (R, B), îïðåäåëåííóþ ðàâåíñò-
âîì

ϕn(t) = n[ϕ(t +
1
n

)− ϕ(t)] = n

∫ 1
n

0
ϕ′(t + τ)dτ. (1.5.9)

Çàìåòèì, ÷òî

|ϕn(t)− ϕ′(t)| = |n
∫ 1

n

0
[ϕ′(t + τ)− ϕ′(t)]dτ | ≤

max
0≤τ≤ 1

n

|ϕ′(t + τ)− ϕ′(t)|, (1.5.10)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕn → ϕ′ ðàâíîìåðíî íà R+, èáî ϕ′ ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà R+. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.16 ϕ′ ∈ AP (R, B).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 1.5.20. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, B) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà, èìååò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ϕ′
è lim

t→+∞ |ϕ(t)| = 0. Òîãäà lim
t→+∞ |ϕ

′(t)| = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ϕn} ⊂ C(R, B) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.5.9). Èç íåðàâåíñòâà (1.5.10)
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ñëåäóåò, ÷òî ϕn → ϕ′ ðàâíîìåðíî íà R+. Êðîìå òîãî, èç ðàâåí-
ñòâà (1.5.9) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞ |ϕn(t)| = 0 (1.5.11)

ïðè âñåõ n ∈ N. Ïóñòü ε > 0, òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî n(ε) ∈ N
òàêîå, ÷òî

|ϕ′(t)− ϕn(t)| < ε

2
ïðè âñåõ t ∈ R+ è n ≥ n(ε). Èç (1.5.11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ n(ε)
íàéäåòñÿ L(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

|ϕn(ε)(t)| <
ε

2
ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Òîãäà

|ϕ′(t)| ≤ |ϕ′(t)− ϕn(ε)(t)|+ |ϕn(ε)(t)| <
ε

2
+

ε

2
= ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 1.5.21. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, B) àñèìïòîòè÷åñêè ïî-

÷òè ïåðèîäè÷íà (ò. å. ϕ = p + ω, ãäå p ∈ P(R,B) è ω ∈
C0(R, B)) è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R+. Òîãäà p è ω íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, p′ ∈ P(R,B), ω′ ∈ C0(R, B)) è ϕ′ =
p′ + ω′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1.5.21, íàðÿäó ñ ôóíê-
öèåé ϕ, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.19, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íîé è å¸ ïðîèçâîäíàÿ ϕ′. Ïóñòü {τn} òàêîâà, ÷òî
τn → +∞ è ϕ(τn) → p. Òàê êàê ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ′(t + τn)} ìîæíî ñ÷èòàòü
ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì p̃(t) = lim

n→+∞ϕ′(t + τn) è çàìåòèì, ÷òî

ϕ(t + τn) = ϕ(τn) +
∫ t

0
ϕ′(τ + τn)dτ. (1.5.12)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (1.5.12), êîãäà n → +∞, ïîëó-
÷èì

p(t) = p(0) +
∫ t

0
p̃(τ)dτ. (1.5.13)

Èç ðàâåíñòâà (1.5.13) ñëåäóåò, ÷òî p íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà è p′ = p̃. Òàê êàê p̃ ∈ ωϕ′ è ϕ′ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
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ïåðèîäè÷íà, òî p′ ∈ P(R,B). Ïîýòîìó ω = ϕ − p ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà R+ âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ω′ = ϕ′ − p′ è
ñîãëàñíî ëåììå 1.5.20 ω′ ∈ C0(R, B). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.5.22. Ïóñòü ϕ ∈ AP (R, B) (ò.å. ϕ = p + ω,
ãäå p ∈ P(R,B) è ω ∈ C0(R,B)) è F (t) =

∫ t
0 ϕ(τ)dτ . Äëÿ òî-

ãî ÷òîáû ôóíêöèÿ F áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàë

∫ +∞
0 ω(τ)dτ

ñõîäèëñÿ, òî åñòü ÷òîáû ñóùåñòâîâàë êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→+∞

∫ t

0
ω(τ)dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ,F ∈ AP (R,B), ãäå F (t) =∫ t
0 ϕ(τ)dτ , è Φ = P + Ω (P ∈ P(R, B) è Ω ∈ C0(R, B)). Òàê
êàê Φ′ = ϕ, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.5.21 P ′ = p, Ω′ = ω è, ñëå-
äîâàòåëüíî, Ω(t) = Ω(0) +

∫ t
0 ω(τ)dτ . Òàê êàê |Ω(t)| → 0 ïðè

t → +∞, òî lim
t→+∞

∫ t
0 ω(τ)dτ = −Ω(0).

Îáðàòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
lim

t→+∞
∫ t
0 ω(τ)dτ = c. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn} → +∞

òàêóþ, ÷òî ϕ(τn) → p, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn,
îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φn(t) =
∫ t

0
ϕ(t + τ)dτ + Φ(τn). (1.5.14)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ êîìïàêòíîçíà÷íà íà R, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Φ(τn)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì

A = lim
n→+∞Φ(τn).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (1.5.14), êîãäà n → +∞, ïî-
ëó÷èì Φ̃(t) =

∫ t
0 p(τ)dτ + A. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî Φn(t) ∈

Φ(R+) ïðè âñåõ t ≥ −τn, òî åñòü ôóíêöèÿ Φn êîìïàêòíîçíà÷-
íà íà [−τn, +∞[ è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ̃ êîìïàêòíîçíà÷íà íà R
(Φ̃(t) ∈ Φ(R+) ïðè âñåõ t ∈ R). Ïîýòîìó P (t) =

∫ t
0 p(τ)dτ =

Φ̃(t) − A êîìïàêòíîçíà÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî [2],[75],[79] ïî÷òè
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ïåðèîäè÷íà. Ôóíêöèÿ Φ(t) =
∫ t
0 ϕ(τ)dτ ïðåäñòàâèìà â âèäå

Φ(t) = P (t) + c + [
∫ t

0
ω(τ)dτ − c].

Òàê êàê lim
t→+∞[

∫ t
0 ω(τ)dτ − c] = 0 è P + c ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî

Φ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Ëåììà 1.5.23. Ïóñòü ϕk ∈ AP (R, Bk) (k = 1,m) è Φ ∈
C(Q,B), ãäå Q = ϕ1(R)× ϕ2(R)× · · · × ϕm(R), òîãäà ôóíêöèÿ
ϕ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

ϕ(t) = Φ(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕm(t)),

àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íîñòè ôóíêöèé ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm ìíîæåñòâî Q+ = ϕ1(R+) ×
ϕ2(R+) × · · · × ϕm(R+) êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
Φ ∈ C(Q,B) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà Q+. Ïóñòü pk � ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ϕk = pk + ωk äëÿ
ωk ∈ C0(R, Bk) (k = 1,m). Òîãäà pk(R) ⊂ ϕk(R+) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, Q̃ = p1(R)× p2(R)× · · · × pm(R) ⊂ Q+ êîìïàêòíî.

Ïóñòü ε > 0, δ(ε) âûáðàíî èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè Φ íà Q+ è L(ε) > 0 òàêîâî, ÷òî

|ϕk(t)− pk(t)| < δ(ε)

ïðè âñåõ t ≥ L(ε) è k = 1,m. Ïîëîæèì p(t) = Φ(p1(t), p2(t), . . . ,
pm(t)) è ω(t) := ϕ(t)− p(t). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ p ∈ C(R, B)
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, èáî ôóíêöèè pk ∈ C(R, Bk) (k = 1,m) ïî÷òè
ïåðèîäè÷íû è Φ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà Q+ ⊃ Q̃ = p1(R)×
p2(R)× · · · × pm(R). Êðîìå òîãî

|ω(t)| = |Φ(ϕ1(t), . . . , ϕm(t))− Φ(p1(t), . . . , pm(t))| < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.5.24. Ïóñòü {ϕk} ⊂ AP (R,B) è ϕ = lim
k→+∞

ϕk â
AP (R, B). Òîãäà M{ϕ} = lim

k→+∞
M(ϕk).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è k(ε) > 0 òàêîâî, ÷òî
|ϕk(t)− ϕ(t)| < ε (1.5.15)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è k ≥ k(ε). Òàê êàê
|M{ϕk} −M{ϕ}| ≤ M{|ϕk(t)− ϕ(t)|},

òî èç (1.5.15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
|M{ϕk} −M{ϕ}| ≤ ε

ïðè âñåõ k ≥ k(ε). Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 1.5.25. Åñëè ϕ ∈ AP (R, B), òî

M{ϕ} = lim
T→+∞

1
T

∫ t+T

t
ϕ(s)ds. (1.5.16)

Ïðè÷åì ïðåäåë (1.5.16) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ AP (R, B), p ∈ P(R, B) è ω ∈
C0(R, B) òàêèå, ÷òî ϕ = p + ω. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M{p} = lim
T→+∞

1
T

∫ t+T

t
p(s)ds (1.5.17)

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà äëÿ ω íàéäåòñÿ L(ε) >
0 òàêîå, ÷òî

|ω(t)| < ε

2
ïðè âñåõ t ≥ L(ε) è, ñëåäîâàòåëüíî,

| 1
T

∫ T

0
ω(s + t)ds| ≤ 1

T

∫ L(ε)

0
|ω(s + t)|ds +

1
T

∫ T

L(ε)
|ω(s + t)|ds ≤ ‖ω‖

T
L(ε) +

ε

2
T − L(ε)

T
(1.5.18)

ïðè âñåõ t ≥ 0, ãäå ‖ω‖ = sup{|ϕ(t)| : t ∈ R+}. Èç (1.5.18)
ñëåäóåò, ÷òî

| 1
T

∫ T

0
ω(s + t)ds| < ε (1.5.19)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è T > 2L(ε)‖ω‖
ε . Ïóñòü ε > 0. Òîãäà äëÿ ω èç

(1.5.17) è (1.5.19) ñëåäóåò (1.5.16). Ëåììà äîêàçàíà.
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1.6. Àñèìïòîòè÷åñêè Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè

1. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå
Lp

loc(R;B; µ). Ïóñòü S ⊆ R, (S, B; µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé
è µ � ìåðà Pàäîíà, B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |.
Ôóíêöèþ f : S → B íàçûâàþò [73] ýòàæíîé, åñëè îíà ïðèíè-
ìàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì
åå íàçûâàþò èçìåðèìîé, åñëè f−1({x}) ∈ B äëÿ ëþáîãî x ∈ B,
è èíòåãðèðóåìîé, åñëè, ñâåðõ òîãî, µ(f−1({x}) < +∞. Òîãäà
îïðåäåëÿþò ∫

fdµ =
∑

x∈B

µ(f−1({x})x. (1.6.1)

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.6.1) êîíå÷íà ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : S → B èçìåðèìà åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ýòàæíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé òàêèõ,
÷òî fn(s) → f(s) ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ.

Ôóíêöèÿ f : S → B íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ýòàæíûõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ôóíêöèÿ ϕn(s) = |fn(s) −
f(s)| èíòåãðèðóåìà è

lim
n→+∞

∫
|fn(s)− f(s)|dµ(s) = 0.

Òîãäà
∫

fndµ ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå B è åãî ïðåäåë íå çà-
âèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}
ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò∫

fdµ èëè
∫

f(s)dµ(s).
Ïóñòü 1 ≤ p ≤ +∞. ×åðåç Lp(S;B, µ) îáîçíà÷àþò ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé (êëàññîâ ôóíêöèé) f : S → B
òàêèõ, ÷òî |f | ∈ Lp(S;R; µ), ãäå |f |(s) = |f(s)|. Ïðîñòðàíñòâî
Lp(S;B; µ) ñíàáæåíî íîðìîé

||f ||Lp = |
∫
|f(s)|pdµ(s)|1/p è ||f ||∞ = supess|f(s)|. (1.6.2)

Ïðîñòðàíñòâî Lp(S;B; µ) ñ íîðìîé (1.6.2) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp
loc(R;B; µ) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f :

R → B òàêèõ, ÷òî fl ∈ Lp([−l, l]; B; µ) ïðè ëþáûõ l > 0, ãäå fl

� ñóæåíèå ôóíêöèè f íà [−l, l].
Ôóíêöèþ f : R → B íàçûâàþò ðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R f(s) =
∑N

i=1 ϕi(s)gi, ãäå gi ∈ B è à ϕi

� ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
(i = 1, 2, . . . , N).

Ëåììà 1.6.1. [73] Èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ.
1) Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : S → B ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì èíòåãðèðóåìà.
2) Â ïðîñòðàíñòâå Lp(R;µ; B) ìíîæåñòâî ýòàæíûõ

ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èëè ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ ðàçëîæèìûõ ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì ïëîòíû.

Â ïðîñòðàíñòâå Lp
loc(R; B; µ) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ïîëó-

íîðì || · ||l,p ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
||f ||l,p = ||fl||Lp([−l,l];B;µ) (l > 0). (1.6.3)

Ñåìåéñòâî ïîëóíîðì (1.6.3) îïðåäåëÿåò ìåòðèçóåìóþ òîïîëî-
ãèþ íà Lp

loc(R; B; µ). Ìåòðèêà, çàäàþùàÿ ýòó òîïîëîãèþ, ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà, íàïðèìåð, ðàâåíñòâîì

dp(ϕ,ψ) =
∞∑

n=1

1
2n

||ϕ− ψ||n,p

1 + ||ϕ− ψ||n,p
.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ : Lp
loc(R;B; µ)×R→ Lp

loc(R;B; µ)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ(f, τ) = f (τ) ïðè ëþáûõ f ∈ Lp

loc(R; B; µ)
è τ ∈ R, ãäå f (τ)(s) = f(s + τ) (s ∈ R).

Ëåììà 1.6.2. (Lp
loc(R; B;µ),R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü
îòîáðàæåíèÿ σ. Ïóñòü fn → f â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R; B;µ) è
tn → t. Ïîêàæåì, ÷òî σ(fn, tn) → σ(f, t), êîãäà n → +∞, ò.å.

[∫

|t|≤l
|fn(tn + s)− f(t + s)|pdµ(s)

]1/p

→ 0,
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êîãäà n → +∞ ïðè êàæäîì l > 0.
Çàìåòèì, ÷òî

[ ∫

|t|≤l

|fn(tn + s)− f(t + s)|pdµ(s)
] 1

p ≤

[ ∫

|t|≤l

|fn(tn + s)− f(tn + s)|pdµ(s)
] 1

p +

[ ∫

|t|≤l

|fn(tn + s)− f(s)|pdµ(s)
] 1

p
. (1.6.4)

Êðîìå òîãî, òàê êàê tn → t, òî ñóùåñòâóåò l0 > 0 òàêîå, ÷òî
|tn| ≤ |t| + l0 è |tn + s| ≤ |tn| + |s| ≤ |t| + l0 + l = L ïðè âñåõ
n = 1, 2, 3, . . . , è, ñëåäîâàòåëüíî,

[ ∫
|t|≤l

|fn(tn + s)− f(tn + s)|pdµ(s)
] 1

p ≤

≤
[ ∫
|t|≤L

|fn(t)− f(t)|pdµ(t)
] 1

p → 0
(1.6.5)

ïðè n → +∞, èáî fn → f â Lp
loc(R; B; µ).

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(1.6.4) âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.6.1. Ïóñòü ε > 0 è g : R → B �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì òàêàÿ, ÷òî

[ ∫

|S|≤l+l0

|g(s)− f(s)|pdµ(s)
] 1

p ≤ ε.

Òîãäà
[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤
[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− g(t + tn)|pdt
] 1

p +

[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p +
[ ∫

|t|≤l

|f(t)− g(t)|pdt
] 1

p ≤
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2
[ ∫

|t|≤l

|f(s)− g(s)|pds
] 1

p +
[ ∫

|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)|pdt
] 1

p ≤

2ε + max
|t|≤l

|g(t + tn)− g(t)| · 2l

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→+∞

[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p ≤ 2ε

(òàê êàê max
|t|≤l

|g(t + tn) − g(t)| → 0, êîãäà n → +∞). Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè ε èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì

lim
n→+∞

[ ∫

|t|≤l

|f(t + tn)− f(t)|pdt
] 1

p = 0 (1.6.6)

Èç (1.6.4) � (1.6.6) è ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ σ.
Ëåììà äîêàçàíà.

2. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
Ñòåïàíîâà. Ïóñòü ϕ ∈ Lp

loc(R;B; µ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ ϕ Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷íà (ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî Ñòåïà-
íîâó [28]), åñëè äâèæåíèå σ(ϕ, ·) ïî÷òè ïåðèîäè÷íî â äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìå (Lp

loc(R; B;µ),R, σ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêàÿ Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü ϕ ∈ Lp
loc(R; B;µ). Ñëåäóþùèå óò-

âåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ϕ Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò l > 0 òàêîå, ÷òî íà

ëþáîì îòðåçêå äëèíû l â R íàéäåòñÿ ÷èñëî τ , äëÿ êî-
òîðîãî

t+1∫

t

|ϕ(s + τ)− ϕ(s)|pds < εp

ïðè âñåõ t ∈ R.
3) ϕ óñò. L è Σϕ ð. óñò. Ë+Σϕ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå

(Lp
loc(R; B; µ),R, σ).
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4) Èç ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ⊂ R ìîæ-
íî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tkn )} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â
ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R; B; µ), ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ ϕ̃ ∈ Lp

loc(R;B; µ) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→+∞ sup

t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s + tkn)− ϕ̃|pds = 0.

Çàìå÷àíèå 1.6.4. Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà B óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ôóíêöèè ϕ ∈ Lp

loc(R; B; µ)
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

sup
t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s)|pds < +∞ è lim
h→0

sup
t∈R

t+1∫

t

|ϕ(s + h)− ϕ(s)|pds = 0.

Òåîðåìà 1.6.5. Ïóñòü ϕ ∈ Lp
loc(R; B; µ). Ñëåäóþùèå óñ-

ëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè Sp-ïî÷òè ïå-

ðèîäè÷åñêîé, ò.å. äâèæåíèå σ(ϕ, ·) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Lp

loc(R;
B; µ),R, σ).

2) Ñóùåñòâóþò Sp-ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ p
è ôóíêöèÿ ω ∈ Lp

loc(R; B;µ) òàêèå, ÷òî p ∈
Lp

loc(R; B; µ), ϕ = p + ω è lim
t+∞

t+1∫
t

|ω(s)|pds = 0.

3) Ôóíêöèÿ ϕ óñò. L+ è Σ+
ϕ ð. óñò. Ë+Σ+

ϕ â äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå (Lp

loc(R;B; µ),R, σ).
4) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà β ≥ 0 è l > 0

òàêèå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû l íàéäåòñÿ ÷èñëî
τ , äëÿ êîòîðîãî

t+1∫

t

|ϕ(τ + s)− ϕ(s)|pds < εp

ïðè âñåõ t ≥ β è t + τ ≥ β.
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5) Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, tn → +∞, ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tkn )} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî
t ∈ R+ â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R; B; µ), ò.å. ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ ϕ̃ ∈ Lp

loc(R; B; µ) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→+∞ sup

t∈R+

t+1∫

t

|ϕ(s + tkn)− ϕ̃(s)|pds = 0.



Ãëàâà 2

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

2.1. Ñðàâíèìîñòü äâèæåíèé ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàå-
ìîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè äâèæå-
íèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî õàðàêòåðó èõ âîçâðàùàåìîñòè â
ïðåäåëå. Ýòî ïîíÿòèå ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé èãðàåò òàêóþ æå ðîëü, êàê è ïî-
íÿòèå ñðàâíèìîñòè ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè óñòîé÷èâûõ
ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé, ââåäåííûõ Á. À. Ùåðáàêîâûì (ñì., íà-
ïðèìåð, [75], [79]).

Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, x ∈ X
è y ∈ Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+∞

x,p ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé {tn} ∈ Mx,p òàêèõ, ÷òî tn → +∞. Ïîëîæèì
L+∞

x (M) = ∪{Lx,p : p ∈ M} è L+∞
x = L+∞

x (X).
Òî÷êó x ∈ X íàçîâ¸ì ñðàâíèìîé ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàå-

ìîñòè ñ y ∈ Y îòíîñèòåëüíî M ⊂ Y èëè, êîðî÷å, ñðàâíèìîé ñ
y îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M , åñëè L+∞

y (M) ⊆ L+∞
x .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(M) = {π(x, t) : x ∈ M, t ∈ T}. Ïóñòü
(Y,S, σ) � ãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Ëåììà 2.1.1. Åñëè L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p , òî L+∞
y,σ(q,t) ⊆ L+∞

x,π(p,t) ïðè
âñåõ t ∈ T ⊆ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t ∈ T è {tn} ∈ L+∞
y,σ(q,t), òîãäà tn →

+∞ è σ(y, tn) → σ(q, t) ïðè n → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, {tn −
t} ⊂ T è {tn − t} ∈ L+∞

y,q . Äåéñòâèòåëüíî, lim
n→+∞σ(y, tn − t) =

σ( lim
n→+∞σ(y, tn),−t) = σ(σ(q, t),−t) = q. Òàêèì îáðàçîì, {tn −

55
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t} ∈ L+∞
x,p ⊆ L+∞

y,p è, ñëåäîâàòåëüíî, {tn − t} ∈ L+∞
x,p . Ïîâòîðÿÿ

ïðèâåä¸ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî {tn} ∈
L+∞

x,π(p,t). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1.2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.1.1, åñëè L+∞
y (M)

⊆ L+∞
x , òî L+∞

y (ΣM ) ⊂ L+∞
x , ãäå ΣM = {π(x, t) : x ∈ M, t ∈

T}.
Ëåììà 2.1.3. Åñëè L+∞

y,q ⊆ L+∞
x , òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L+∞
y,q , òîãäà ytn → q. Ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ ëåììû ñóùåñòâóåò òî÷êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî
xtn → p. Ïîêàæåì, ÷òî L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò {t′n} ∈ Ly,q \ Lx,p, òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà p̄ ∈ ωx (p̄ 6= p)
òàêàÿ, ÷òî {xt′n} ñõîäèòñÿ ê p̄. Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tk} ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

tk =

{
tn, åñëè k = 2n− 1

t′n, åñëè k = 2n.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} ñëåäóåò, ÷òî tk → +∞
è ytk → q. Ïî óñëîâèþ ëåììû L+∞

y,q ⊆ L+∞
x è, ñëåäîâàòåëüíî,

{tk} ∈ L+∞
x , ò.å. {xtk} ñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæ-

íà èìåòü äâå ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè p è p. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå L+∞

y,q ⊆ L+∞
x,p . Äëÿ çàâåð-

øåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà p â
ëåììå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, èáî äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p1

è p2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L+∞
x,p1

∩ L+∞
x,p2

= ∅.
Òåîðåìà 2.1.4. Åñëè òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà M , òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h :
σ(ΣM ,T) → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

h(σ(q, t)) = π(h(q), t) (2.1.1)
ïðè âñåõ q ∈ σ(ΣM ,T) è t ∈ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà M . Ïî ñëåäñòâèþ 2.1.2 L+∞

y (ΣM ) ⊆ L+∞
x . Ïóñòü q ∈

ΣM . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà p ∈
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ωx òàêàÿ, ÷òî L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p . Ïîëîæèì h(p) = q. Òàêèì îáðàçîì
êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h : ΣM → ωx. Èç ëåììû
2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.1). Ïîêàæåì,
÷òî îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî. Ïóñòü {qk} → q (qk, q ∈ ΣM ).
Ïîêàæåì, ÷òî {pk} = {h(qk)} ñõîäèòñÿ ê p = h(q). Äëÿ êàæäîãî
k ∈ N âûáåðåì {t(k)

n } ∈ L+∞
y,qk

, òîãäà pk = h(qk) = lim
n→+∞xt

(k)
n .

Ïóñòü εk ↓ 0. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N âûáåðåì nk ∈ N òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

ρ(xt(k)
nk

, pk) < εk è d(yt(k)
nk

, qk) < εk

îäíîâðåìåííî (î÷åâèäíî, òàêèå nk ñóùåñòâóþò). Ïîëîæèì t′k =
t
(k)
nk è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′k} ïðèíàäëåæèò

L+∞
y,q . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

d(yt′k, q) ≤ d(yt′k, qk) + d(qk, q) < εk + d(qk, q). (2.1.2)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâó (2.1.2), êîãäà k → +∞, ïî-
ëó÷èì {t′k} ∈ L+∞

y,q . Òàê êàê L+∞
y,q ⊆ L+∞

x,p , òî {t′k} ∈ Lx,p. Ïî-
ñêîëüêó

ρ(pk, p) ≤ ρ(pk, xt′k) + ρ(xt′k, p) < εk + ρ(xt′k, p), (2.1.3)
òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.1.3), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî {t′k} ∈ L+∞

x,p ,
ïîëó÷èì pk → p. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òî÷êà x ñðàâíèìà ñ y îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M .
Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé
(ñì., íàïðèìåð, [2], [75],[79]) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. L+∞
y,y ⊆ L+∞

x,x . Êàê ïîêàçàíî â [77],[79], âêëþ÷åíèå L+∞
y,y ⊆

L+∞
x,x èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ny ⊆ Nx. Êàê

áûëî îòìå÷åíî â � 1.2 ãëàâû I, âêëþ÷åíèå Ny ⊆ Nx èìååò ìåñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ñðàâíèìà ïî âîçâðàùàåìîñòè ñ
y.

2. L+∞
y ⊆ L+∞

x è L+∞
y,y ⊆ L+∞

x,x . Ïîëîæèì M+
y = {{tn} :

{tn} ∈ My, tn ∈ T+}. Òî÷êó x íàçîâ¸ì ñèëüíî ñðàâíèìîé (â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ñ y, åñëè L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x è L+∞

y ⊆
L+∞

x . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.1.5. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Òî÷êà x ñèëüíî ñðàâíèìà ñ y.



58 2. ... ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

2) Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : H+(y) →
H+(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.1.1) ïðè âñåõ q ∈
H+(y) è t ∈ T+, è, êðîìå òîãî, h(y) = x.

3) M+
y ⊆ M+

x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.4 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå h : H+(y) → H+(x) ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2). È ïóñòü {tn} ∈
M+

y , òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈ H+(y) òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â
ñèëó óñëîâèÿ

{h(ytn)} = {h(y)tn} = {xtn} → h(q)

è, ñëåäîâàòåëüíî, {tn} ∈ M+
x .

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Î÷åâèäíî, äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà 1) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x . Äîêàçà-

òåëüñòâî ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ïðîâåä¸ì ìåòîäîì îò ïðîòèâ-
íîãî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî âêëþ÷åíèå L+∞

y,y ⊆ L+∞
x,x , íå èìååò

ìåñòî, òî ñóùåñòâóåò {tn} ∈ L+∞
y,y \L+∞

x,x . Òàê êàê L+∞
y,y ⊆ L+∞

y ⊆
L+∞

x , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà p 6= x òàêàÿ, ÷òî {tn} ∈ L+∞
x,p . Ïî-

ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′k} ñëåäóþùèì óñëîâèåì

t′k =

{
tn, ïðè k = 2n− 1

t′n, ïðè k = 2n

ïðè êàæäîì k ∈ N. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî {t′k} ∈ M+
y,y è,

ñëåäîâàòåëüíî, {t′k} ∈ M+
x . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xt′k} ñõîäèòñÿ. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x = p. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p (p 6= x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.1.6. Èç òåîðåìû 2.1.5 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[77], [79] ñëåäóåò, ÷òî ñèëüíàÿ ñðàâíèìîñòü òî÷êè x ñ y ýê-
âèâàëåíòíà èõ ðàâíîìåðíîé ñðàâíèìîñòè, åñëè òî÷êà y óñò.
L+. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ïîíÿòèÿ, âèäèìî, ðàçëè÷íû (õîòÿ
íàì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð íåèçâåñòåí).

3. L+∞
y ⊆ L+∞

x . Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà
x ñðàâíèìà â ïðåäåëå (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ñ òî÷êîé
y.
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2.2. Ñðàâíèìîñòü â ïðåäåëå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé

Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, x ∈ X
è y ∈ Y .

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü òî÷êà y àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà ïî Ïóàññîíó. Äëÿ òîãî ÷òîáû x áûëà ñðàâíèìîé â ïðåäåëå
ñ y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

h(σ(q, t) = π(h(q), t) (2.2.1)
ïðè âñåõ q ∈ ωy, t ∈ T è

lim
n→+∞ ρ(π(x, tn), π(h(q̃), tn)) = 0 (2.2.2)

ïðè êàæäîì q̃ ∈ Py è {tn} ∈ L+∞
y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà x áûëà
ñðàâíèìîé â ïðåäåëå ñ y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.4 ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ (2.2.1). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è ðàâåíñòâî
(2.2.2). Ïóñòü q̃ ∈ Py è {tn} ∈ L+∞

y . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà
q ∈ ωy òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ h èìååì ðàâåíñòâî h(q) = lim

n→+∞xtn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
q = lim

n→+∞ ytn = lim
n→+∞ qtn, òàê êàê q ∈ Py. Ñëåäîâàòåëüíî,

h(q) = h( lim
n→+∞ ytn) = h( lim

n→+∞ qtn) = lim
n→+∞π(h(q), tn). Òàêèì

îáðàçîì, lim
n→+∞xtn = h(q) = lim

n→+∞π(h(q), tn). Îòêóäà è ñëåäóåò
(2.2.2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.2.1) è (2.2.2).
Âîçüì¸ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ∈ L+∞

y , òîãäà
ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈ ωy òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ytn}
ñõîäèòñÿ ê q. Ïóñòü y ∈ Py. Çàìåòèì, ÷òî

h(q) = h( lim
n→+∞ ytn) = h( lim

n→+∞σ(q, tn)) = lim
n→+∞π(h(q), tn)

(2.2.3)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(xtn, h(q)) ≤ ρ(xtn, h(q)tn) + ρ(h(q)tn, h(q)). (2.2.4)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.2.4) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
(2.2.3) è óñëîâèå (2.2.2), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî h(q) = lim

n→+∞xtn,
òî åñòü {tn} ∈ L+∞

x è L+∞
y ⊂ L+∞

x . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Ïóñòü òî÷êà y óñò. L+ è àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x áû-
ëà ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëî îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì (2.2.1) è

lim
t→+∞ ρ(xt, h(q)t) = 0 (2.2.5)

ïðè âñåõ q ∈ Py.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé ñëåäñòâèÿ âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 2.2.1. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà
x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.1 ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : ωy → ωx óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2.2.1) è (2.2.2). Äîïóñòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (2.2.5) íå èìååò
ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóþò q ∈ Py, tn → +∞ è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ(xtn, h(q)tn) ≥ ε0. (2.2.6)
Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè y èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ìîæíî âû-
áðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} ∈ L+∞

y . Ñîãëàñíî òåîðåìå
2.2.1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
n→+∞ ρ(xtkn , h(q)tkn) = 0. (2.2.7)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.2.6) ïî ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {tkn} è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2.2.7), ïîëó÷èì ε0 ≤ 0. Ïî-
ñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå ïî-
íÿòèå ñðàâíèìîñòè â ïðåäåëå èãðàåò òàêóþ æå ðîëü ïðè èçó÷å-
íèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé, êàêóþ
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èãðàåò ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîñòè â ñìûñëå Á.À.Ùåðáàêîâà äëÿ
óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó äâèæåíèé [75], [79].

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè òî÷êà x ñðà-
âíèìà â ïðåäåëå ñ y, òî òî÷êà x òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y. Ñî-
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.2 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
h : ωy → ωx, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.2.1) è (2.2.5). Òàê
êàê y óñò. L+, òî ωy êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
h ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïóñòü q ∈ Py, òîãäà p = h(q) ∈ Px

è ñîãëàñíî òåîðåìå 9 èç [77] òî÷êà p ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà,
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà). Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.3. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòî-
é÷èâûõ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü h : X → Y � ãîìîìîðôèçì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X,T, π) íà (Y,T, σ).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
h(x) = y, (2.3.1)

ãäå y ∈ Y . Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.3.1) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
"ω-ïðåäåëüíûõ"óðàâíåíèé

h(x) = q, (q ∈ ωy). (2.3.2)
Òåîðåìà 2.3.1. Åñëè ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (2.3.1) óñò. L+

è êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (2.3.2) äîïóñêàåò íå áîëåå îä-
íîãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî x ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L+∞
y . Òîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà q ∈ ωy òàêàÿ, ÷òî ytn → q. Â ñèëó óñò. L+ ðåøåíèÿ x,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn} êîìïàêòíà. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíàÿ
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ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtn}, òîãäà ñóùåñòâó-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} ⊆ {tn} òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xtkn} ñõîäèòñÿ ê p. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ãîìî-
ìîðôíîñòè h èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(p) = q. Òàêèì îáðàçîì,
p ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3.2), p ∈ ωx è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âñÿêàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtn} ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3.2). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, óðàâ-
íåíèå (2.3.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn} èìååò ðîâíî îäíó ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xtn} êîìïàêòíà, òî,
â òàêîì ñëó÷àå, îíà ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tn} ∈ L+∞

x è äîêàçàíî âêëþ÷åíèå L+∞
y ⊂ L+∞

x .

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (2.3.1) è y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíà). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
(2.3.2) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî x àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñè-
ìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåí-
òíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåì 2.2.3 è 2.3.1.

Ðåøåíèå x ∈ M (M ⊆ X) óðàâíåíèÿ (2.3.1) íàçîâåì ðàçäå-
ëåííûì â ìíîæåñòâå M , åñëè x � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.3.1) èç M èëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî êà-
êîâî áû íè áûëî ðåøåíèå p ∈ M (p 6= x) óðàâíåíèÿ (2.3.1)
ρ(xt, pt) ≥ r ïðè âñåõ t ∈ T.

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊆ X êîìïàêòíî. Åñ-
ëè êàæäîå ðåøåíèå x ∈ M óðàâíåíèÿ (2.3.1) ðàçäåëåíî â M ,
òî (2.3.1) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. â M ñóùåñòâó-
åò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî {xn} ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3.1). Â
ñèëó êîìïàêòíîñòè M èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {xn} ñõîäèòñÿ. Ïóñòü
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p = lim
n→+∞xn. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè h è çàìêíóòîñòè M

h(p) = y è p ∈ M . Òàêèì îáðàçîì p � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.3.1), íî, î÷åâèäíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåííûì â M , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.4. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y ðåêóððåíòíà, M ⊆ X
� êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî è y ∈ h(M). Åñëè
ðåøåíèÿ èç M êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (2.3.2) ðàçäå-
ëåíû â ìíîæåñòâå M , òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå,
÷òî êàêîâû áû íè áûëè äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ p1 è p2 èç M
ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (2.3.2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρ(p1t, p2t) ≥ r > 0 ïðè âñåõ t ∈ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3 ïðè êàæäîì q ∈ ωy

óðàâíåíèå (2.3.2) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç M . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç n(q) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3.2)
èç M . Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî n(q) íå çàâèñèò îò òî÷êè q ∈ ωy.
Â ñàìîì äåëå, äëÿ òî÷êè q ∈ ωy íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} ∈ L+∞

y òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ytn} ñõîäèòñÿ ê
q. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ⊆ MM , îïðåäåëåí-
íóþ ðàâåíñòâîì ξn(x) = π(x, tn) ïðè âñåõ x ∈ M . Ñîãëàñíî
òåîðåìå Òèõîíîâà [19] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} êîìïàêòíà â
MM . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
{ξn} ñõîäèòñÿ â MM . Ïîëîæèì ξ = lim

n→+∞ ξn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1, x2, . . . , xn(y) ðåøåíèÿ èç M óðàâíåíèÿ (2.3.1) è x̄i = ξ(xi)
ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n(y), ò.å. x̄i = lim

n→+∞xitn. Çàìåòèì, ÷òî â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ãîìîìîðôíîñòè h òî÷êè x̄1, x̄2, . . . , x̄n(y)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.3.2). Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè
x̄i (i = 1, 2, . . . , n(y)) ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ξ(x) = lim

n→+∞ ξn(x)

ïðè âñåõ x ∈ M , à M èíâàðèàíòíî, òî, â ÷àñòíîñòè,

ξ(π(xi, t)) = lim
n→+∞π(π(xi, t), tn) =

lim
n→+∞π(π(xi, tn), t) = π(x̄i, t). (2.3.3)

Ïîëîæèì r = inf{ρ(π(xi, t), π(xj , t)) : i 6= j, t ∈ R}. Òîãäà
ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû r > 0. Òàê êàê ρ(π(xi, t), π(xj , t)) ≥
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r > 0 ïðè âñåõ t ∈ T è i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n(y)), òî âûïîëíåíî è
íåðàâåíñòâî

ρ(π(xi, t + tn), π(xj , t + tn)) ≥ r. (2.3.4)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.3.4) è ó÷èòûâàÿ

(2.3.3), ïîëó÷èì
ρ(π(x̄i, t), π(x̄j , t)) ≥ r (2.3.5)

ïðè âñåõ t ∈ T è i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n(y)). Èç íåðàâåíñòâà (2.3.5)
ñëåäóåò, ÷òî x̄i ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì n(q) ≥ n(y). Èç ðå-
êóððåíòíîñòè y ñëåäóåò, ÷òî y ∈ ωq. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî n(y) ≥ n(q). Ñëåäî-
âàòåëüíî, n(q) = n(y) ïðè ëþáîì q ∈ ωy. Èç íåðàâåíñòâà (2.3.5)
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî r > 0 îáëàäàåò íóæíûìè â ëåììå ñâîéñòâà-
ìè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.5. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ðå-
êóððåíòíà è x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.1). Åñëè ïðè
êàæäîì q ∈ ωy âñå ðåøåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ (2.3.2) ðàçäåëåíû
â ωx, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå p ∈ ωx óðàâíåíèÿ
(2.3.2) òàêîå, ÷òî p ∈ Px.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3 â óñëîâèÿõ íàøåé
ëåììû óðàâíåíèå (2.3.2) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî n ðåøåíèé
èç ωx. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p1, p2, . . . , pn. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞ inf{ρ(xt, pit) : 1 ≤ i ≤ n} = 0. (2.3.6)

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è {tn} →
+∞ òàêèå, ÷òî

ρ(xtk, pitk) ≥ ε0 (2.3.7)
ïðè âñåõ i = 1, n è k = 1, 2, . . . . Â ñèëó óñò. L+ òî÷êè x è
àñèìïòîòè÷åñêîé ðåêóððåíòíîñòè y ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtk},
{pitk} (i = 1, n) è {ytk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëî-
æèì p̄ = lim

k→+∞
xtk, q̄ = lim

k→+∞
ytk è p̄i = lim

k→+∞
pitk. Èç íåðàâåí-

ñòâà (2.3.7) ñëåäóåò, ÷òî p̄ 6= p̄i (i = 1, n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
p̄ ∈ ωx è h(p̄) = q̄, à ïî ëåììå 2.3.4 Xq̄ ∩ ωx = {p̄1, p̄2, . . . , p̄n},
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ãäå Xq̄ = h−1(q̄). Òàêèì îáðàçîì p̄ ∈ {p̄1, p̄2, . . . , p̄n}. Ïîñëåä-
íåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ p̄i 6= p̄ (i = 1, n). Òàêèì îáðàçîì
ðàâåíñòâî (2.3.6) äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî 1 ≤ i0 ≤ n, äëÿ êîòîðîãî
pi0 ∈ Px, ò.å.

lim
t→+∞ ρ(xt, pi0t) = 0.

Äëÿ ÷èñëà ε, 0 < ε < r
3 , (r > 0 � ÷èñëî, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî

ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 2.3.4) íàéäåì L(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
inf{ρ(xt, pit) : 1 ≤ i ≤ n} < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ïóñòü t0 > L(ε), òîãäà ñóùåñòâóåò 1 ≤ i1 ≤ n
òàêîå, ÷òî

ρ(xt0, pi1t0) < ε.

Ïîëîæèì δ(t0) = sup{δ̃(t0) : ρ(xt, pi1t) < ε ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 +
δ̃(t0)]}. Ïîêàæåì, ÷òî δ(t0) = +∞. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà

ρ(xt′0, pi1t
′
0) ≥ ε,

ãäå t′0 = t0 + δ(t0), è ñóùåñòâóåò i2 6= i1 (1 ≤ i2 ≤ n) òàêîå, ÷òî
ρ(xt′0, pi2t

′
0) < ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ρ(xt′0, pi2t

′
0) ≥ ρ(pi2t

′
0, pi1t

′
0)− ρ(pi1t

′
0, xt′0) > r − ε > 2ε. (2.3.8)

Íåðàâåíñòâî (2.3.8) ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ. Òàêèì îáðà-
çîì ìû íàøëè L(ε) > 0 è pi0 ∈ {p1, p2, . . . , pn}, ÷òî

ρ(xt, pi0t) < ε

ïðè âñåõ t ≥ L(ε). Ïîëîæèì p = pi0 è ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà p íå
çàâèñèò îò âûáîðà ε. Â ñàìîì äåëå, åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå,
òî íàéäóòñÿ ÷èñëà ε1 è ε2, p1 è p2 (p1 6= p2), L(ε1) > 0 è L(ε2) >
0, óäîâëåòâîðÿþùèå âûøå ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì
L = max(L(ε1), L(ε2)), òîãäà

ρ(p1t, p2t) ≤ ρ(p1t, xt) + ρ(xt, p2t) ≤ ε1 + ε2 <
2r

3
< r. (2.3.9)

Íåðàâåíñòâî (2.3.9) ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà r (ñì. ëåì-
ìó 2.3.4). Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü òî÷êà y ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íà (àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è x � óñò.
L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.1). Åñëè ïðè êàæäîì q ∈ ωy âñå ðå-
øåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ (2.3.2) ðàçäåëåíû â ωx, òî x àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî (àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.5 ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà p ∈ ωx òàêàÿ, ÷òî p ∈ Px. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû
ìíîæåñòâî ωx ñîñòîèò èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ðåêóððåíòíûõ)
äâèæåíèé. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 [27,
ñòð.111] (ñëó÷àé T = Z ñì. â [14]) è òåîðåìû 14.7 èç [2]. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (2.3.1) Σ+-óñòîé-
÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0 òàêîå, ÷òî
åñëè ρ(xt1, xt2) < δ è

sup{d(y(t + t1), y(t + t2)) : t ∈ T+} < δ (t1, t2 ∈ T+),

òî
sup{ρ(x(t + t1), x(t + t2)) : t ∈ T+} < ε.

Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü òî÷êà y àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà è òî÷êà x óñò. L+. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ Σ+-óñòîé÷è-
âûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3.1), òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.1),
óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì â òåîðåìå óñëîâèÿì, è ε > 0.
Âûáåðåì δ > 0 èç óñëîâèÿ Σ+-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x. Èç òåî-
ðåìû 1.3.8 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè òî÷êè x äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {tn} → +∞ ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tkn} òàêóþ, ÷òî {xtkn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+.

Ïóñòü {tn} → +∞. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíî-
ñèòåëüíî x è y, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xtn} è {ytn} ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñõîäÿùèìèñÿ, ïðè÷åì âòîðóþ � ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+.
Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ ÷èñëî n0 ∈ N òàêîå, ÷òî

sup{d(y(t + tn), y(t + tm)) : t ∈ T+} < δ (2.3.10)
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è
ρ(xtn, xtm) < δ (2.3.11)

ïðè âñåõ m,n ≥ n0. Â ñèëó âûáîðà ÷èñëà δ, èç íåðàâåíñòâ
(2.3.11) è (2.3.10) ñëåäóåò ïðè m,n ≥ n0

sup{ρ(x(t + tn), x(t + tm)) : t ∈ T+} < ε. (2.3.12)

Èç íåðàâåíñòâà (2.3.12) è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X âûòåêàåò,
÷òî {xtn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T+. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.8. Åñëè òî÷êà y ∈ Y τ -ïåðèîäè÷íà, x � óñò.
L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.1) è ìíîæåñòâî M = {π(x, nτ) :
n ∈ N} ð. óñò. Ë+M , òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàñêàä (Xy, π̄), ïîðîæäåí-
íûé ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ π̄ : Xy → Xy,
ãäå Xy = h−1(y) è π̄(z) = π(z, τ) ïðè âñåõ z ∈ Xy. Çàìåòèì,
÷òî òî÷êà x ∈ Xy ÿâëÿåòñÿ óñò. L+ è â äèñêðåòíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄). Êðîìå òîãî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîëî-
æèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ {π(x, nτ) : n ∈ Z+} òî÷êè x ∈ Xy

â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄) ð. óñò. Ë+ îòíîñèòåëüíî ñåáÿ
è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.8 òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðè-
îäè÷íà â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄), ò.å. ñóùåñòâóåò ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêàÿ â (Xy, π̄) òî÷êà p ∈ Xy òàêàÿ, ÷òî

lim
k→+∞

ρ(π(x, kτ), π(p, kτ)) = 0. (2.3.13)

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (2.3.13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(1.2.1). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ {tn} ⊆ T+ (tn →
+∞) è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε0 òàêèå, ÷òî

ρ(xtn, ptn) ≥ ε0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç kn öåëóþ ÷àñòü tn ïðè äåëåíèè íà τ , òî-
ãäà tn = knτ + t̄n, ãäå t̄n ∈ [0, τ [ è, ñëåäîâàòåëüíî, {t̄n} ìîæíî
ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì t̄ = lim

n→+∞ t̄n. Â ñèëó óñò. L+

òî÷êè x è ðàâåíñòâà (2.3.13) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x, knτ)} è
{π(p, knτ)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå
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p̄. Çàìåòèì, ÷òî

ε0 ≤ ρ(π(x, tn), π(p, tn)) = ρ(π(x, knτ + t̄n), π(p, knτ + t̄n)) =
ρ(π(π(x, knτ, t̄n), π(π(p̄, knτ), t̄n) ≤ ρ(π(π(x, knτ), t̄n), π(p̄, t̄))+

ρ(π(p̄, t̄), π(π(p, knτ), t̄n)).
(2.3.14)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (2.3.14) ê ïðåäåëó, êîãäà n → +∞,
ïîëó÷èì ε0 ≤ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0. Òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìå-
òèòü, ÷òî èç ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè p ∈ Xy â äèñêðåòíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Xy, π̄), ñëåäóåò ÷òî îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íà è â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X,T, π). Äåéñòâèòåëüíî, êàê èç-
âåñòíî [2],[34],[43], òî÷êà p ∈ X ïî÷òè ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ⊂ T ìîæ-
íî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkn} òàêóþ, ÷òî {π(x, tkn)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T.

Ïóñòü {tn} ⊂ T � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òî-
ãäà tn = lnτ + t̄n, ãäå ln ∈ N è t̄n ∈ [0, τ [. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{t̄n} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì t̄ = lim

n→+∞ t̄n. Òàê
êàê òî÷êà p ∈ Xy ïî÷òè ïåðèîäè÷íà â (Xy, π̄), òî èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {ln} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {lkn}
òàêóþ, ÷òî

lim
n,m→+∞ sup{ρ(π(p, lknτ+s), π(p, lkmτ+s)) : s ∈ Z} = 0. (2.3.15)

Èç ðàâåíñòâà (2.3.15) è ðàâíîìåðíîé èíòåãðàëüíîé íåïðå-
ðûâíîñòè íà H(p) = {π(p, t) : t ∈ T} ñëåäóåò ðàâåíñòâî

lim
n,m→+∞ sup{ρ(π(p, lknτ+s), π(p, lkmτ+s)) : s ∈ T} = 0. (2.3.16)

Ó÷èòûâàÿ ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà X è ðàâåíñòâî (2.3.16), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(p, lknτ)} ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïî t ∈ T è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(p, tkn)} òàêæå
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ T. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.3.1) ñ àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé y è q̄ =
lim

k→+∞
σ(y, kτ). Åñëè óðàâíåíèå

h(x) = q̄ (2.4.1)
äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî ðåøåíèå x àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {π(x, kτ)}. Òàê, êàê x óñò. L+, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {π(x, kτ)} äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà íå áîëåå
îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ïóñòü x1 è x2 � ëþáûå äâå ïðåäåëüíûå
òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(x, kτ)}. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {ki

n} (i = 1, 2) òàêèå, ÷òî xi = lim
n→+∞π(x, ki

nτ)

(i = 1, 2). Òàê êàê {σ(y, kτ)} → q̄, òî h(x1) = h(x2) = q̄ è
x1, x2 ∈ ωx. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû x1 = x2 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, kτ)} ñõîäèòñÿ è ïî òåîðåìå 1.4.1
òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà.

Ñëåäñòâèå 2.4.2. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (2.3.1) c àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé òî÷êîé y è q̄ =
lim

t→+∞σ(y, t). Åñëè óðàâíåíèå (2.4.1) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíî-
ãî ðåøåíèÿ èç ωx, òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 2.4.1 è ñëåäñòâèÿ 1.4.2.

Òåîðåìà 2.4.3. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.3.1) è ìíîæåñòâî Xy ãîìåîìîðôíî R èëè Z. Åñëè òî÷êà
y ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé, òî ðåøåíèå x àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà y τ -ïåðèîäè÷íà. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Xq = S (S = R
èëè Z) ïðè êàæäîì q ∈ ωy. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.1 äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé τ -ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êè x äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
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{π(x, kτ)} ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(t) = π(x, t + τ) −
π(x, t). Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à. ñóùåñòâóåò t̄ ∈ T òàêîå, ÷òî ϕ(t̄) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
π(x, t̄+τ) = π(x, t̄). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî π(x̄, t+τ) = π(x̄, t) ïðè
âñåõ t ∈ T, ãäå x̄ = π(x, t̄), è, ñëåäîâàòåëüíî, x àñèìïòîòè÷åñêè
τ ïåðèîäè÷íà.

á. ôóíêöèÿ ϕ(t) ñîõðàíÿåò çíàê. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(x, kτ)} áóäåò ìîíîòîííîé,
ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿùåéñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.3.1) ñ àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé y. Åñëè âñå
ðåøåíèÿ èç ωx óðàâíåíèÿ (2.4.1) ðàçäåëåíû â ωx, òî ðåøåíèå x
àñèìïòîòè÷åñêè m0τ -ïåðèîäè÷íî, ãäå m0 � íåêîòîðîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3 óðàâíåíèå (2.4.1)
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé p1, p2, . . . , pn0

èç ωx. Ðàññìîòðèì êàñêàä (X, π̄), ïîðîæäåííûé ïîëîæèòåëü-
íûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ π̄ : X → X, îïðåäåëåííîãî ðà-
âåíñòâîì π̄(x) = π(x, τ). Òàê êàê x � óñò. L+ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.3.1), òî òðàåêòîðèÿ {π̄kx|k ∈ N} = {π(x, kτ)|k ∈ N}
òî÷êè x ∈ X â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X, π̄) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {π(x, kτ)} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.4.1) è
ïðèíàäëåæèò ωx è, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, îíà ñîäåðæèòñÿ â
ìíîæåñòâå {x1, x2, . . . , xn0}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ω̄x òî÷êè x â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X, π̄) ñîñòî-
èò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïóñòü ω̄x = {x̄1, x̄2, . . . , x̄m0}
(m0 ≤ n0). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.6 òî÷êà x àñèìïòîòè-
÷åñêè m0-ïåðèîäè÷íà â ñèñòåìå (X, π̄) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {π(x,m0kτ)} ñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.1
òî÷êà x àñèìïòîòè÷åñêè m0τ -ïåðèîäè÷íà â ñèñòåìå (X,T, π).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.5. Ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òî÷êè

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T = R
èëè Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(X) ìíîæåñòâî âñåõ óñòîé÷èâûõ ïî
Ïóàññîíó òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π), ò.å. P(X) =
{x | x ∈ X, x ∈ ωx ∩ αx}, ãäå αx =

⋂
t≤0

⋃
τ≤t

π(x, τ).

Òî÷êó x ∈ X (äâèæåíèå π(x, ·)) íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè-
÷åñêîé (ãåòåðîêëèíè÷åñêèì), åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè p1, p2 ∈
P(X) òàêèå, ÷òî x ∈ W u(p1) ∩ W s(p2), ãäå W s(p) = {x|x ∈
X, lim

t→+∞ ρ(xt, pt) = 0} è W u(p) = {p ∈ X| lim
t→−∞ ρ(xt, pt) = 0}.

Ïðè ýòîì, åñëè p1 = p2 = p, òî òî÷êó x íàçûâàþò ãîìîêëèíè-
÷åñêîé.

Ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ (ãîìîêëèíè÷åñêóþ) òî÷êó óäîáíî îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì (x; p1, p2) ((x; p)), ãäå p1 è p2 (p1 = p2 = p) �
óñòîé÷èâûå ïî Ïóàññîíó òî÷êè, ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëåíèè
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé (ãîìîêëèíè÷åñêîé) òî÷êè x.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, åñëè
îíà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì
è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, ò.å. äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.4, åñëè òî÷êè p1 è p2, ôèãóðèðóþ-
ùèå â îïðåäåëåíèè ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êè (x; p1, p2), ïî÷òè
ïåðèîäè÷íû, òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè æå îíè
ðåêóððåíòíû, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî
(ñì., íàïðèìåð, [2], ñòð.157).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L±∞x,p = {{tn} | {tn} ∈ Lx,p, tn → ±∞},
L±∞x = ∪{L±∞x,p | p ∈ X}, Lx = {{tn} | |tn| → +∞, {tn} ∈ MX}
è L∞x0

= L+∞
x ∪ L−∞x .

Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, x ∈ X,
y ∈ Y . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ïî
õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì)
íàïðàâëåíèè ñ òî÷êîé y, åñëè L+∞

y ⊆ L+∞
x (L−∞y ⊆ L−∞x ). Åñëè

x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y êàê â ïîëîæèòåëüíîì, òàê è â îòðè-
öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ñêàæåì, ÷òî x ñðàâíèìà â ïðåäåëå
ñ y ïî õàðàêòåðó âîçâðàùàåìîñòè. Íàêîíåö, åñëè Ly ⊆ Lx, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x ñèëüíî ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y.
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Çàìå÷àíèå 2.5.1. Åñëè òî÷êà x ñèëüíî ñðàâíèìà â ïðå-
äåëå ñ òî÷êîé y, òî îíà ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y. Îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü òî÷êà y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó,
òîãäà:

1) Åñëè (y; q1, q2) � ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà è x ñðàâ-
íèìà â ïðåäåëå ñ y, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè p1, p2 ∈
P (X) òàêèå, ÷òî (x; p1, p2 ÿâëÿåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêîé, ïðè÷åì òî÷êà p1 (p2) ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíà ñ
òî÷êîé q1 (q2).

2) Åñëè (y; q) � ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà è x ñèëüíî ñðàâ-
íèìà â ïðåäåëå ñ òî÷êîé y, òî ñóùåñòâóåò p ∈ P(X)
òàêàÿ, ÷òî (x; p) ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé,
ïðè÷åì òî÷êà p ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâàíà ñ q.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü L∞y ⊆ L∞x è y ∈ W u(q1)∩W s(q2).
Òîãäà L±∞y ⊆ L±∞x è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.2 ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

h1 : αy → αx è h2 : ωy → ωx

òàêèå, ÷òî x ∈ W s(p1) ∩ W u(p2), h1(σ(q, t)) = π(h1(q), t) (q ∈
αy, t ∈ T) è h2(σ(q, t)) = π(h2(q), t) (q ∈ ωy, t ∈ T), ãäå pi =
hi(qi)(i = 1, 2).

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè H(y) îòîáðàæåíèÿ h1 è h2 ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíû è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà pi ðàâíîìåðíî ñîãëàñîâà-
íà ñ qi (i = 1, 2).

2. Ïóñòü Ly ⊆ Lx è y ∈ W u(q) ∩W s(q), òîãäà L±∞y ⊆ L±∞x

è ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, ò. å. ñóùåñòâóþò p1, p2 ∈ P(X) òàêèå, ÷òî
x ∈ W u(p1) ∩W s(p2), ïðè÷åì p1, p2 ðàâíîìåðíî ñðàâíèìû ñ q.
Ïîêàæåì,÷òî p1 = p2. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} ∈ Ly, äëÿ êîòîðîé tn → ±∞ ïðè n → ±∞ è σ(q, tn) → q
ïðè n → ±∞.

Çàìåòèì, ÷òî {tn} ∈ Lx ∩ Lp1 ∩ Lp2 , xtn → p1 ïðè n → −∞
è xtn → p2 ïðè n → +∞. Òàê, êàê {tn} ∈ Lx, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xtn} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, p1 = p2.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïóñòü (y; q1, q2) � ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà, åñëè òî÷êè q1 è
q2 ïîñòîÿííû (ïåðèîäè÷íû, ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, ðåêóððåíòíû),
òî òî÷êó y íàçîâåì äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (ïåðè-
îäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé).

Åñëè (y; q) � ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà è q ñòàöèîíàðíà (ïåðè-
îäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà), òî y íàçîâåì ñòàöè-
îíàðíîé (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé)
ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé.

Èç òåîðåìû 2.5.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 2.5.3. Ïóñòü y ∈ Y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó,

òîãäà:
1) Åñëè (y; q1, q2) äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà

(ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà) è x
ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y, òî x òàêæå äâîÿêî àñèìïòî-
òè÷åñêè ñòàöèîíàðíà (ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íà, ðåêóððåíòíà).

2) Åñëè (y; q) � ñòàöèîíàðíàÿ (ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, ðåêóððåíòíàÿ) ãî-
ìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà è x ñèëüíî ñðàâíèìà â ïðåäåëå
ñ y, òî x � ñòàöèîíàðíàÿ (ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, ðåêóððåíòíàÿ) ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà.

Ïóñòü h : X → X � ãîìîìîðôèçì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(X,T, π) â (Y,T, σ). Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

h(x) = y , (2.5.1)
ãäå y ∈ Y . Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.5.1) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
"ïðåäåëüíûõ"óðàâíåíèé

h(x) = q (q ∈ ∆y), (2.5.2)
ãäå ∆y = αy ∪ ωy.

Òåîðåìà 2.5.4. Ïóñòü y ∈ Y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó è
x ∈ X � óñòîé÷èâîå ïî Ëàãðàíæó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.1),
òîãäà:

1) Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a. êàêîâî áû íè áûëî q ∈ ωy óðàâíåíèå (2.5.2) èìååò

íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωx;
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á. êàêîâî áû íè áûëî q ∈ αy óðàâíåíèå (2.5.2) èìååò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç αx,

òî ðåøåíèå x ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ y.
2) Åñëè óðàâíåíèå (2.5.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ

èç ∆x êàêîâî áû íè áûëî q ∈ ∆y, òî ðåøåíèå x ñèëüíî
ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ïî ñóùå-
ñòâó, âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.3.1. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçû-
âàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 2.3.1, ïîýòîìó ìû åãî
çäåñü íå ïðîâîäèì.

Çàìå÷àíèå 2.5.5. Ïóñòü òî÷êà y óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàí-
æó è x � óñòîé÷èâîå ïî Ëàãðàíæó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.1),
òîãäà:

1) Åñëè âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû 2.5.4 è y äâî-
ÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà), òî x òàêæå äâîÿêî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íà, ðåêóððåíòíà).

2) Åñëè âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 2.5.4 è y �
ñòàöèîíàðíàÿ (ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ,
ðåêóððåíòíàÿ) ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà, òî x òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé) ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 2.5.6. Ïóñòü x � óñòîé÷èâîå ïî Ëàãðàíæó ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (2.5.1) è y äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà) è êàêîâî
áû íè áûëî q ∈ ∆y ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.5.2) èç ∆x ðàçäåëå-
íû â ∆x, òîãäà ðåøåíèå x äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî
(m0τ -ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m0, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íî, ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåì 2.3.6 è 2.4.4.
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2.6. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû ñ
êîíâåðãåíöèåé

Ïóñòü (X,T, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X. Ñèñòåìó
(X,T, π) íàçûâàþò [71, ãë.1] ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íåïóñòîé êîìïàêò K ⊆ X òàêîé, ÷òî

lim
t→+∞ ρ(xt,K) = 0 (2.6.1)

ïðè âñåõ x ∈ X. Åñëè ïðè ýòîì ðàâåíñòâî (2.6.1) èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç X, òî ñèñòåìó (X,T, π) íà-
çûâàþò êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî èç ïîòî÷å÷-
íîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T, π) âûòåêàåò åå êîìïàêòíàÿ äèññè-
ïàòèâíñòü [71, ãë.1].

Åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíà, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî J , íàçûâàåìîå öåíòðîì Ëåâèíñîíà (X,T, π), êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì ãëîáàëüíûì àòòðàêòî-
ðîì [83] ñèñòåìû (X,T, π) è J = DΩX [64],[71], ãäå ΩX =
∪{ωx | x ∈ X} è DΩX � ïðîëîíãàöèÿ [83] ìíîæåñòâà ΩX .

Çàìå÷àíèå 2.6.1. 1) Ïóñòü (X,T, π) è (Y,T, σ) � äâå êîì-
ïàêòíî äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è h : X → Y
� ãîìîìîðôèçì (X,T, π) íà (Y,T, σ), òîãäà JY ⊆ h(JX), ãäå
JX (JY ) � öåíòð Ëåâèíñîíà (X,T, π) ((Y,T, σ)).

2) Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 � íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà è (X,T, π) è (Y,T, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíû,
òîãäà h : JX → JY ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè h âçàèì-
íî îäíîçíà÷íî, ò.å. Xy ∩ JX ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè
êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY , ãäå Xy = {x | x ∈ X, h(x) = y}.

Íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X,T, π), (Y,T, σ),
h〉 íàçûâàåì êîíâåðãåíòíîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1. (X,T, π) è (Y,T, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíû.
2. JX ∩Xy ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

÷åðåç xy (ò.å. JX ∩Xy = {xy}), êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY .
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Âñþäó íèæå, â ýòîì è â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ, ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (Y,T, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JY

ìèíèìàëüíî (ò.å. âñÿêàÿ òðàåêòîðèÿ èç JY ïëîòíà â JY ). Ýòî
èìååò ìåñòî, åñëè ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ (àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíàÿ) òî÷êà y0 ∈ Y òàêàÿ, ÷òî
Y = H+(y0) = {y0t | t ∈ T+}. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì JY = ωy0 .

Ëåììà 2.6.2. Ïóñòü (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà,
òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 � êîíâåðãåíòíàÿ íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

2) a) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè ëþáûõ x1, x2 ∈ X òàêèõ,
÷òî h(x1) = h(x2);

b) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî èç
íåðàâåíñòâà ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2) è x1, x2 ∈
JX ñëåäóåò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Óñòàíî-
âèì ñïåðâà ñïðàâåäëèâîñòü a). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî a) íå èìååò
ìåñòà, òî íàéäóòñÿ ε0 > 0, y0 ∈ Y, x1, x2 ∈ Xy0 è tk → +∞ òàêèå,
÷òî

ρ(x1tk, x2tk) ≥ ε. (2.6.2)
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xitk}
(i = 1, 2) è {y0tk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìñÿ. Ïîëîæèì xi =
lim

k→+∞
xitk (i = 1, 2) è y = lim

n→+∞ y0tn. Çàìåòèì, ÷òî y ∈ JY

è xi ∈ JX (i = 1, 2). Êðîìå òîãî, h(x1) = lim
k→+∞

h(x1)tk =

lim
k→+∞

h(x2)tk = h(x2) = lim
k→+∞

y0tk = y è, ñëåäîâàòåëüíî, x1, x2

∈ JX∩Xy. Â ñèëó êîíâåðãåíòíîñòè 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 èìååì
x1 = x2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.6.2). Óòâåðæäåíèå a) äîêàçàíî.

Äîêàæåì òåïåðü b). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò
ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî b) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò ε0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn ↓ 0, {xi

k} (i = 1, 2), è tk → +∞
òàêèå, ÷òî ρ(x1

k, x
2
k) < δk (xi

k ∈ JX , h(x1
k) = h(x2

k)) è

ρ(x1
ktk, x

2
ktk) ≥ ε0. (2.6.3)
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Â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (X,T, π) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xi

k} è {xi
ktk} (i = 1, 2) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ.

Ïîëîæèì x0 = lim
k→+∞

x1
k = lim

k→+∞
x2

k è xi = lim
k→+∞

xi
ktk (i = 1, 2).

Çàìåòèì, ÷òî xi ∈ JX (ñì. [55], [64]). Êðîìå òîãî, h(x1) =
lim

k→+∞
h(x1

k)tk = lim
k→+∞

h(x2
k)tk = h(x2), ò.å. ñóùåñòâóåò y ∈

JY (y = h(x1) = h(x2)) òàêîå, ÷òî x1, x2 ∈ JX ∩ Xy. Â ñèëó
êîíâåðãåíòíîñòè 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 èìååì x1 = x2, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò (2.6.3).

Îáðàòíî. Ïóñòü âûïîëíåíî 2). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
1). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ y0 ∈ JY è
x1, x2 ∈ JX ∩ Xy0 (x1 6= x2). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 [59] òî÷-
êè x1 è x2 ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
ϕ(t) = π(x1t, x2t) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî óñëîâèþ ëåììû ϕ(t) → 0 ïðè t → +∞. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ϕ(t) ≡ 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 2.6.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,Tπ), (Y,T, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Êàêîâ áû íè áûë êîìïàêò K ⊆ X ìíîæåñòâî Σ+
K =

{xt : x ∈ K, t ∈ T+} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
2) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâóåò

δ = δ(ε,K) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2)
è x1, x2 ∈ K) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

3) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ x1, x2 ∈ X (h(x1) =

h(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ î÷åâèä-
íà. Íåîáõîäèìîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî óñëîâèé âûòåêàåò èç ëåì-
ìû 2.6.2.

Îáðàòíî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) � 3) òåîðåìû è x0 ∈
X. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 1) ìíîæåñòâî Σ+

x0
îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-

íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ωx0 6= ∅ êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî. Òàê
êàê h(ωx0) ⊆ ΩY ⊆ JY è JY ìèíèìàëüíî, òî h(ωx0) = JY . Ïîëî-
æèì M = ωx0 , òîãäà My = N ∩Xy (y ∈ JY ) íåïóñòî. Ïîêàæåì
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òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ωx = M .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = ωx∪ωx0 . Òàêæå êàê è â ëåììå 2.6.2 äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî Ny = N ∩Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî y ∈ JY . Òàê êàê h(ωx) = h(ωx0) = h(N) = JY ,
òî ωx ∩ Xy = ωx0 ∩ Xy = N ∩ Xy ïðè âñåõ y ∈ JY è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ωx = ωx0 . Òàêèì îáðàçîì ωx = M ïðè âñåõ x ∈ X è,
ñëåäîâàòåëüíî, (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà.

Ïóñòü òåïåðü K ⊆ X � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ 1) Σ+

K îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, è ñîãëàñíî [55], [54]
Ω(K) 6= ∅ êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è

lim
t→+∞ sup{ρ(xt,Ω(K)) : x ∈ K} = 0,

ãäå
Ω(K) =

⋂

t≥0

⋃

τ≥t

πτK.

Òàêæå êàê è â ëåììå 2.6.2 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (N ∪ Ω(K)) ∩Xy

ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ JY . È
òàê êàê h(Ω((K)) = JY , òî Ω(K) = M . Òàêèì îáðàçîì, ñèñòå-
ìà (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è Ω(K) = M äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà K ⊆ M , è ñëåäîâàòåëüíî, JX = M . Òàê êàê My ñî-
ñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè êàêîâî áû íè áûëî y ∈ JY , òî íåàâ-
òîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,T, π), (TT, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.6.4. Ïóñòü (X,T, π) ëîêàëüíî êîìïàêòííà
(ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò δx > 0 è lx > 0 òà-
êèå, ÷òî πtB(x, δx) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ≥
lx). Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

1) Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî Σ+
x îòíîñèòåëüíî êîì-

ïàêòíî.
2) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâóåò

δ = δ(ε,K) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ (h(x1) = h(x2)
è x1, x2 ∈ K) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

3) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ x1, x2 ∈ X (h(x1) =

h(x2)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 1) î÷åâèäíà, à
íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 2) è 3) ñëåäóåò èç ëåììû 2.6.2. ×òî êà-
ñàåòñÿ äîñòàòî÷íîñòè, òî îíà âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.6.3. Íåîá-
õîäèìî ëèøü îòìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèé 1) � 3) ñëåäóåò ïîòî÷å÷-
íàÿ äèññèïàòèâíîñòü (X,T, π) è â ñèëó ëîêàëüíîé êîìïàêòíî-
ñòè (X,T, π), îíà, ñîãëàñíî [55], ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññèïà-
òèâíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.6.3.

Çàìå÷àíèå 2.6.5. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíî, òî ñèñòåìà (X,T, π) ëîêàëüíî êîìïàêòíà. Î÷åâèäíî,
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà.

Òåîðåìà 2.6.6. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 áûëà êîíâåðãåíòíîé, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Σ+
K îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî êàêîâ áû íè áûë êîì-

ïàêò K ⊆ X;
2) Êàæäàÿ ïîëóòðàåêòîðÿ Σ+

x àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà, ò.å.
à) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è x ∈ X ñóùåñòâóåò δ =

δ(ε, x) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, x) < δ (h(x) = h(x))
âëå÷åò ρ(xt, xt) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+,

á) ñóùåñòâóåò γ(x) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, x) < γ(x)
(h(x) = h(x)) âëå÷åò lim

t→+∞ ρ(xt, xt) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 êîíâåðãåí-
òíà. Óñëîâèå 1) î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ïîëóòðàåê-
òîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå
òàê, òî ñóùåñòâóþò x0 ∈ X, ε0 > 0, xk → x0 (h(xk) = h(x0)) è
tk → +∞ òàêèå, ÷òî

ρ(xktk, x0tk) ≥ ε0 . (2.6.4)

Òàê êàê (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xktk} è {x0tk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì
x = lim

k→+∞
xktk è x = lim

k→+∞
x0tk. Èç íåðàâåíñòâà (2.6.4) ñëåäóåò,

÷òî x 6= x. Çàìåòèì, ÷òî x, x ∈ DΩX = JX . Íå óìàëÿÿ îáùíî-
ñòè ðàññóæäåíèé, {y0tk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì
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y = lim
k→+∞

y0tk, òîãäà h(x) = lim
k→+∞

h(xk)tk = lim
k→+∞

y0tk = y

è h(x) = lim
k→+∞

h(x0)tk = lim
k→+∞

y0tk = y. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
x, x ∈ JX ∩ Xy (y ∈ JY ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó êîíâåð-
ãåíòíîñòè 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 ìíîæåñòâî JX ∩ Xy ñîäåðæèò
íå áîëåå îäíîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, x = x. Ïîñëåäíåå ïðî-
òèâîðå÷èò (2.6.4) è òåì ñàìûì àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
êàæäîé ïîëóòðàåêòîðèè Σ+

x äîêàçàíà. ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ á),
òî îíî âûòåêàåò èç ëåììû 2.6.2.

Îáðàòíî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî, åñëè x ∈ Xy (y =
h(x)), òî

lim
t→+∞ ρ(xt, xt) = 0 (2.6.5)

ïðè âñåõ x ∈ Xy. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Gy ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ Xy, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî
(2.6.5). Â ñèëó íàøåãî äîïóùåíèÿ Gy 6= Xy. Îòìåòèì, ÷òî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû Gy îòêðûòî â Xy. Ïîëîæèì Γy = ∂Gy è
ïóñòü x ∈ Γy. Òîãäà B(x, γ(x)) ∩ Gy 6= ∅ è B(x, γ(x)) ∩ (Xy \
Gy) 6= ∅. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâìåñòíî
âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò è, ñëåäîâàòåëüíî, Γy = ∅ äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòà K ⊆ X
è ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, K) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) <
δ (h(x1) = h(x2) è x1, x2 ∈ K) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ
t ∈ T+. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîìïàêò K0 ⊆
X, ε0 > 0, δn ↓ 0, {xi

k} ⊆ K0 (i = 1, 2, h(x1
k) = h(x2

k)) è tk → +∞
òàêèå, ÷òî

ρ(x1
k, x

2
k) < δk ρ(x1

ktk, x
2
ktk) ≥ ε0 . (2.6.6)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi
k} (i = 1, 2)

ñ÷èòàåì ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì x = lim
k→+∞

x1
k = lim

k→+∞
x2

k ∈
K0. Òàê êàê ïîëóòðàåêòîðèÿ Σ+

x àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà,
òî äëÿ ε0

3 è x ñóùåñòâóåò δ( ε0
3 , x) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x, x) <

δ( ε0
3 , x) (h(x) = h(x)) âëå÷åò ρ(xt, xt) < ε

3 ïðè âñåõ t ∈ T+. Â âè-
äó òîãî, ÷òî xi

k → x (i = 1, 2), ïðè k → +∞, ñóùåñòâóåò k ∈ N
òàêîå, ÷òî ρ(xi

k, x) < δ( ε0
3 , x) ïðè âñåõ k ≥ k è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ρ(xi
kt, xt) < ε0

3 ïðè âñåõ t ∈ T+. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
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ïîëó÷àåì
ρ(x1

kt, x
2
kt) ≤

2ε0

3
< ε0 (2.6.7)

ïðè âñåõ t ∈ T+ è k ≥ k. Òàê êàê íåðàâåíñòâî (2.6.6) ïðîòèâîðå-
÷èò íåðàâåíñòâó (2.6.7), òî íóæíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Òå-
ïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6.6 äîñòàòî÷íî
ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2.6.3.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.6.7. Ïóñòü òî÷êà y0 ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè

ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà), ïðè-
÷åì Y = H+(y0) è íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà. Òîãäà:

1) Öåíòð Ëåâèíñîíà JX äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T, π)
ãîìåîìîðôåí ωy0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç òî÷êè ïî-
êîÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äâèæåíèé, ðåêóððåíòíûõ äâèæåíèé).

2) Âñå òî÷êè x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàð-
íû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíû) è
ωx = JX ïðè âñåõ x ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, W s(X) ∩
JX 6= ∅.

3) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è êîìïàêòà K ⊆ X ñóùåñòâó-
åò δ = δ(ε,K) > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ âëå÷åò
ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+ è âñåõ x1, x2 ∈K, äëÿ
êîòîðûõ h(x1) = h(x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà (Y,T, σ), î÷åâèäíî, êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX = ωy0

è, åñëè 〈(X,T, π), (Y,T, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà, òî JX è JY = ωy0

ãîìåîìîðôíû è, ñëåäîâàòåëüíî, JX � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç òî÷êè ïîêîÿ (τ -ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ðåêóððåíòíûõ äâèæåíèé).

Òàê êàê ωx ⊆ JX äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî â ñèëó ìèíèìàëü-
íîñòè JX ωx = JX . Òàê, êàê JX ∩ Xy ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé
òî÷êè ïðè ëþáîì y ∈ JY = ωy0 è ωh(X) = ωy0 , òî ñîãëàñíî
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òåîðåìå 2.3.1 òî÷êà x ñðàâíèìà â ïðåäåëå ñ y = h(x). Òàê
êàê âñÿêàÿ òî÷êà y ∈ H+(y0) = Y àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà), òî èç ñëåäñòâèÿ 2.3.2
âûòåêàåò, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è òî÷êà x.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.6.3.

2.7. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè êîíâåðãåíòíîñòè

Ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàþò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì îò-
íîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà h : X → Y (p.y.h), åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ρ(x1, x2) < δ âëå÷åò
ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+ è âñåõ x1, x2 ∈ M , äëÿ êîòî-
ðûõ h(x1) = h(x2). Åñëè X p.y.h, òî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
(X,T, π) íàçûâàþò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî ãîìî-
ìîðôèçìà h.

Ëåììà 2.7.1. Ïóñòü ãîìîìîðôèçì h : X → Y óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå γ : Y → X, ò.å.
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : Y → X,
äëÿ êîòîðîãî h ◦ γ = IdY .

2) lim
t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0 ïðè âñåõ x1, x2 ∈ X (h(x1) =

h(x2)).
Òîãäà:

1) Åñëè (Y,T, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, òî (X,T, π)
ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà, ïðè÷åì ΩX è ΩY ãîìåîìî-
ðôíû.

2) Åñëè (Y,T, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è ëþáîé êîì-
ïàêò K ⊆ X ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî h,
òî (X,T, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà, ïðè÷åì JX è
JY ãîìåîìîðôíû è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈(X,T, π), (Y,T, σ),
h〉
êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Y,T, σ) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà.
Òîãäà ΩY = ∪{ωy|y ∈ Y } � íåïóñòîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå
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ìíîæåñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, M = γ(ΩY ) ⊆ ΩX òàêæå íåïó-
ñòî, êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî. Äëÿ x ∈ X è y = h(x) èìååì
lim

t→+∞ ρ(xt, γ(y)t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Σ+
x îòíîñèòåëüíî êîì-

ïàêòíî. Êðîìå òîãî, ωX ⊆ ωγ(Y ) ⊆ γ(ΩY ) = M . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ΩX ⊆ M . Òàêèì îáðàçîì, (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâ-
íà è γ(ΩY ) = ΩX . Òàê êàê γ : ΩY → ΩX ðàçäåëÿåò òî÷êè è ΩY

êîìïàêòíî, òî ΩY è ΩX ãîìåîìîðôíû.
Ïóñòü (Y,T, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà. Òîãäà, ñîãëàñíî

ñêàçàííîìó âûøå, (X,T, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà. Ïîëîæèì
M = γ(JY ) è ïîêàæåì, ÷òî M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Äîïó-
ñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, xk → x0 ∈ M è
tk → +∞ òàêèå, ÷òî

ρ(xktk,M) ≥ ε0 . (2.7.1)
Çàìåòèì, ÷òî h(xk) = yk → y0 = h(x0) ∈ h(M) = h ◦ γ(JY ) =
JY è â ñèëó êîìïàêòíîé äèññèïàòèâíîñòè (Y,T, σ) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {yktk} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì y =
lim

k→+∞
yktk. ßñíî, ÷òî y ∈ JY è γ(y) = lim

k→+∞
γ(h(xk))tk. Òàê

êàê γ : JY → γ(JY ) = M ðàçäåëÿåò òî÷êà è h ◦ γ = IdY , òî
γ : JY → M åñòü ãîìåîìîðôèçì, ïðè÷åì γ ◦ h(x) = x ïðè âñåõ
x ∈ M è, ñëåäîâàòåëüíî, γ(h(xk)) ⇒ γ(h(x0)) = x0 ∈ M . Èç
ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→+∞

ρ(xk, γ ◦ h(xk)) = 0 . (2.7.2)

Ïóñòü ε > 0 è δ = δ(ε) > 0 � ÷èñëî èç óñëîâèÿ ðàâíîìåð-
íîé óñòîé÷èâîñòè êîìïàêòà K = {xk} ∪ γ ◦ h{xk} îòíîñèòåëü-
íî ãîìîìîðôèçìà h. Èç (2.7.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k èìååò ìåñòî ρ(xk, γ ◦ h(xk)) < δ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(xkt, (γ ◦ h)(xk)t) < ε ïðè âñåõ t ∈ T+. Â ÷àñòíîñòè,

ρ(xktk, γ ◦ h(xk)tk) < ε (2.7.3)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Èç (2.7.3) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε ñëåäóåò, ÷òî lim

k→+∞
xktk = lim

k→+∞
γ ◦ h(xk)tk = γ(y) ∈ M . Ïî-

ñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò (2.7.1). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî M îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Èòàê, (X,T, π) ïîòî÷å÷íî
äèññèïàòèâíà, ΩX ⊆ M , M íåïóñòî, êîìïàêòíî, èíâàðèàíòíî è
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îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Ñîãëàñíî ëåììå 7 èç [64] (X,T, π) êîì-
ïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX ⊆ M . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.6.2 è çàìå÷àíèå
2.6.1.

Ïóñòü (Y,S, σ) � ãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (X, S+,
π) � ïîëóãðóïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è h : X → Y � ãîìî-
ìîðôèçì (X, S+, π) â (Y, S, σ). Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ äè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉 è îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γ(Y,X) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ãîìîìîðôèçìà
h. Ðàâåíñòâîì

d(γ1, γ2) = sup
y∈Y

ρ(γ1(y), γ2(y)) (2.7.4)

îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíàÿ ìåòðèêà íà Γ(Y,X).
Ïîëîæèì X

⊗
X = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ X,h(x1) = h(x2)} è

ïóñòü V : X
⊗

X → R+ � îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

à) a(ρ(x1, x2)) ≤ V (x1, x2) ≤ b(ρ(x1, x2)) ïðè âñåõ (x1, x2) ∈
X

⊗
X, ãäå a, b ∈ K è Ima = Imb (K = {a|a : R+ → R+, a

íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò è a(0) = 0}).
á) V (x1, x2) = V (x2, x1) ïðè âñåõ (x1, x2) ∈ X

⊗
X.

â) V (x1, x2) ≤ V (x1, x3) + X(x3, x2) ïðè âñåõ x1, x2, x3 ∈ X
òàêèõ, ÷òî h(x1) = h(x2) = h(x3).

Èç óñëîâèé à) � â) ñëåäóåò, ÷òî V íà êàæäîì ñëîå Xy =
h−1(y) çàäàåò ìåòðèêó, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ ρ. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.7.2. [56] Ïóñòü V : X
⊗

X → R+ óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì à) � â). Òîãäà ðàâåíñòâîì

p(γ1, γ2) = sup
y∈Y

V (γ1(y), γ2(y))

îïðåäåëÿåòñÿ íà Γ(Y,X) ïîëíàÿ ìåòðèêà, òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíàÿ (2.7.4).

Ëåììà 2.7.3. Ïóñòü 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉 � íåàâòîíîì-
íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) Γ(Y, X) 6= ∅.
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2) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V : X
⊗

X → R+, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì à) � â) è

ã) V (x1t, x2t) ≤ Ne−γtV (x1, x2) (∀(x1, x2) ∈
X

⊗
X, t ∈ S+), ãäå N, γ > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå èíâàðèàíòíîå íåïðåðûâ-
íîå ñå÷åíèå h, ò.å. ñóùåñòâóåò γ ∈ Γ(Y, X) òàêîå, ÷òî πt◦γ =
γ ◦ σt ïðè âñåõ t ∈ T+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç St : Γ(Y, X) → Γ(Y,X)
îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (Stγ)(y) = πtγ(σ−ty)
ïðè âñåõ t ∈ S+, γ ∈ Γ(Y, X) è y ∈ Y . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
{St}t≥0 � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà îòíîñèòåëüíî êîìïîçè-
öèè. Çàìåòèì, ÷òî

p(Stγ1, S
tγ2) = max

y∈Y
V (πtγ1(σ−ty), πtγ2(σ−ty)) ≤

Ne−γt max
y∈Y

V (γ1(σ−ty), γ2(σ−ty)) ≤ Ne−γtp(γ1, γ2). (2.7.5)

Èç íåðàâåíñòâà (2.7.5) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ St ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ t ∈ S+ ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿìè. Îòñþäà, â ñèëó
êîììóòàòèâíîñòè {St}t≥0, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáùåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè γ ïîëóãðóïïû {St}t≥0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûì ñå÷åíèåì h, ò.å. πt ◦ γ = γ ◦ σt ïðè âñåõ t ∈ S+.

Òåîðåìà 2.7.4. Ïóñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà 〈(X, S+, π), (Y, S, σ), h〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) Γ(Y, X) 6= ∅.
2) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V : X

⊗
X → R+, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì à) � ã).
Òîãäà (X, S+, π) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX è JY ãîìåî-

ìîðôíû, ñëåäîâàòåëüíî, 〈(X, S+, π), (Y,S, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x1, x2 ∈ X (h(x1) =
h(x2)

a(ρ(x1t, x2t)) ≤ V (x1t, x2t) ≤
Ne−γtV (x1, x2) ≤ Ne−γtb(ρ(x1, x2)),
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ïîýòîìó lim
t→+∞ a(ρ(x1t, x2t)) = 0 è lim

t→+∞ ρ(x1t, x2t) = 0. Ïóñòü
ε > 0 è δ(ε) = b−1(N−1a(ε)). Ïîñêîëüêó ρ(x1, x2) < δ(ε) (h(x1)
= h(x2)) âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ∈ S+, òî ñèñòåìà
(X, S+, π) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî h. Òåïåðü äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà
ëåììû 2.7.1 è 2.7.3.

Çàìå÷àíèå 2.7.5. Ëåììà 2.7.2 è òåîðåìà 2.7.4 èìåþò ìå-
ñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà Y íåêîìïàêòíî. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç
Γ(Y,X) íóæíî îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îãðà-
íè÷åííûõ ñå÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 2.7.6. Ïóñòü y0 ∈ Y àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöè-
îíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) è Y = H(y0).
Åñëè äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 〈(X, S+, π), (Y,S, σ), h〉 âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.7.4, òî îíà êîíâåðãåíòíà è êðîìå òî-
ãî:

1) Öåíòð Ëåâèíñîíà JX äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, S+,
π) ãîìåîìîðôåí ωy0 è ñîñòîèò èç òî÷êè ïîêîÿ (τ -
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé, ðåêóððåíòíûõ äâèæåíèé).

2) Âñå òî÷êè x ∈ X àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàð-
íû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíò-
íû).

3) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
ρ(x1, x2) < δ âëå÷åò ρ(x1t, x2t) < ε ïðè âñåõ t ∈ S+

è x2, x2 ∈ X, äëÿ êîòîðûõ h(x1) = h(x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåì 2.7.4, 2.6.6 è çàìå÷àíèÿ 2.7.5.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî êîíâåðãåíòíûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè äèñ-
ñèïàòèâíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Åñëè íåàâòîíîìíàÿ
ñèñòåìà 〈(X,T+, π), (Y,T, σ), h〉 êîíâåðãåíòíà è JX(JY ) � öåíòð
Ëåâèíñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,T+, π)((Y,T, σ)), òî, JX

è JY ãîìåîìîðôíû. Îòñþäà âèäíî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, öåíòð
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Ëåâèíñîíà êîíâåðãåíòíîé ñèñòåìû ïîääàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîë-
íîìó îïèñàíèþ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæ-
íûì.



Ãëàâà 3

Àñèìïòîòè÷åñêèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

3.1. Íåêîòîðûå íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Ïðèìåð 3.1.1. Ïóñòü En � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå èëè êî-
ìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |. Ðàññìîòðèì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

du

dt
= f(t, u), (3.1.1)

ãäå f ∈ C(R×En, En). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.1) ðàññìîòðèì
è åãî H-êëàññ [2],[4],[11],[27], [75],[79]

dv

dt
= g(t, v), (3.1.2)

ãäå g ∈ H(f) = {f, τ : τ ∈ R} è f, τ(t, u) = f(t + τ, u). Â
ýòîì ïðèìåðå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿð-
íà, ò.å. äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ (3.1.2) âûïîëíåíî óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè
ðåøåíèé íà R+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, v, g) ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.1.2), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó v ∈ En ïðè t = 0. Òîãäà
ϕ : R+×H(f) → En è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [2],[100],[101]):

1) ϕ(0, v, g) = v (∀v ∈ En è g ∈ H(f);
2) ϕ(t, ϕ(τ, v, g), gτ ) = ϕ(t + τ, v, g) (∀v ∈ En, g ∈ H(f) è

t, τ ∈ R+);
3) ϕ : R+ ×En ×H(f) → En íåïðåðûâíî.

88
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = H(f) è (Y,R+, σ) äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó (ïîëóãðóïïîâóþ) ñäâèãîâ íà Y , èíäèöèðîâàííóþ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ (C(R×En, En),R, σ). Ïîëîæèì X =
En×Y è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X×R+ → X, ïî ñëåäóþùå-
ìó ïðàâèëó: π((v, g), τ) = (ϕ(τ, v, g), gτ ) (ò.å. π = (ϕ, σ)). Òîãäà
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (X,R+, π) åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà
X, à h = pr2 : X → Y � ãîìîìîðôèçì (X,R+, π) íà (Y,R, σ) è,
ñëåäîâàòåëüíî

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
åñòü íåàâòîíîìíàÿ äè-

íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (3.1.1).
Çàìå÷àíèå 3.1.2. Ìû áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü ñëó-

÷àé Y = H+(f) = {f (τ)|τ ∈ R+}, ïîëóãðóïïîâóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó (H+(f),R+, σ) è ïîëóãðóïïîâóþ íåàâòîíîìíóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó

〈
(X,R+, π), (H+(f),R+, σ, h

〉
.

Ïðèìåð 3.1.3. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(3.1.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ C(R ×W,En), ãäå W � íåêîòîðîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç En. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = C(R×W,En)
è (Y,R, σ) � äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . ×åðåç X îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (ϕ, f) èç C(R+,W )×C(R×W,En)
òàêèõ, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.1). Î÷åâèäíî,
X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
ñäâèãîâ (C(R+, En) × C(R × W,En),R+, π), ãäå π((ϕ, f), τ) =
(ϕ(τ), f (τ)). Èç îáùèõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñëåäóåò çàìêíóòîñòü X â C(R+, En) × C(R ×W,En) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íà X èíäóöèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ
(X,R+, π). Îòîáðàæåíèå h = pr2 : X → Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, π) íà (Y,R, σ) è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà.
Ïðèìåð 3.1.4. Ïóñòü ϕ ∈ C(R+, En) � ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (3.1.1), Q = ϕ(R+), fQ = f
∣∣∣
R×Q

è H(fQ) = σ(fQ,R), ãäå
σ(fQ, ·) � äâèæåíèå, ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé fQ â äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå ñäâèãîâ (C(R×Q,En),R, σ). Ïîëîæèì Y = H(fQ)
è X = H+(ϕ, fQ), ãäå H+(ϕ, fQ) � çàìûêàíèå ïîëîæèòåëü-
íîé ïîëóòðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, ïîðîæäåííîãî ïàðîé (ϕ, fQ), â
ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (C(R+, En),R+, σ)
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è (C(R × Q,En),R, σ). Òîãäà îòîáðàæåíèå h = pr2 : X →
Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, π)
íà (Y,R, σ), ãäå (Y,R, σ) ((X,R+, π)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà íà Y (X), èíäóöèðîâàííàÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (C(R ×
Q,En,R, σ) ((C(R+, En),R+, σ)× (C(R×Q,En),R, σ)). Òàêèì
îáðàçîì

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìîé.
Ïðèìåð 3.1.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp

loc(R×W,En) ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé f : R ×W → En, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäó-
þùèì äâóì óñëîâèÿì (óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè):

a) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ R ôóíêöèÿ f íåïðåðûâ-
íà ïî x ∈ W ;

á) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà Q ⊆ W ñóùå-
ñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ mQ ∈ Lp

loc(R,R) òàêàÿ, ÷òî
|f(t, x)| ≤ mQ(t)

ïðè âñåõ t ∈ R è x ∈ Q.
Â ïðîñòðàíñòâå Lp

loc(R×W,En) îïðåäåëèì òîïîëîãèþ ñ ïî-
ìîùüþ ñåìåéñòâà ïîëóíîðì, çàäàâàåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü l > 0 è Q � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò èç W . Ïîëîæèì

||f ||p[−l,l]×Q =
∫

|t|≤l

max
x∈Q

|f(t, x)|pdt.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ : Lp
loc(R × W,En) × R → Lp

loc(R ×
W,En) ðàâåíñòâîì σ(f, τ) = f (τ). Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðè-
ìåð, [102]), ÷òî òðîéêà (Lp

loc(R × W,En),R, σ) ÿâëÿåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3.1.6. Ïóñòü Q � êîìïàêò èç En, S1, S2, . . . ,

Sm, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ â
R, äëÿ êîòîðîé

∞⋃
m=1

Sm = R è ϕm ∈ C(R, Q) (m ∈ N). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Äëÿ êàæäîãî m ∈ N â Lp
loc(Sm × En, En) ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ fm, ÷òî ñóæåíèå íà Sm ôóíêöèè ϕm åñòü
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ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= fm(t, x) (3.1.3)

2) Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà S ⊆ R è ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò
òàêîå n0 ∈ N, ÷òî S ⊆ Sm è

∫

(S)

max
x∈Q

|fm(t, x)− f(t, x)|dt < ε

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m ≥ n0.
Òîãäà:

1) Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ = {ϕn : n ∈ N} êîìïàêòíî â
C(R, Q).

2) Ïðåäåë âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} åñòü Q-êîìïàêòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.1), îïðåäåëåííîå íà âñåé ïðÿìîé R.

3) Åñëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t0 ∈ R òàêîâî, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn(t0)} òî÷åê ïðîñòðàíñòâà En

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ Q, à ϕ � åäèí-
ñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(t0) = x0, òî ϕ åñòü Q-
êîìïàêòíîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ïðÿìîé R,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn} ñõîäèòñÿ ê ϕ â ïðîñòðàí-
ñòâå C(R, Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îá-
îáùåíèåì ëåììû 3.1.5 èç [75] è äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå
÷òî è óïîìÿíóòàÿ ëåììà, ïîýòîìó ìû åå äîêàçàòåëüñòâî îïó-
ñòèì.

Ïîëîæèì Y = Lp
loc(R ×W,En) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . ×åðåç X îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ ïàð (ϕ, f) ∈ C(R+, En)×Lp

loc(R×W,En) òàêèõ, ÷òî
ϕ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1). Èç îáùèõ ñâîéñòâ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò ÷òî X çàìêíóòî è èíâàðèàíòíî
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â C(R+, En) × Lp
loc(R × W,En) è, ñëåäîâàòåëüíî, íà X èíäó-

öèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ (X,R+, π). Îòîáðàæå-
íèå h = pr2 : X → Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (X,R+, π) íà (Y,R, σ) è, ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìîé.

Ïðèìåð 3.1.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç CH(R × Cn,Cn) ìíîæå-
ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ïî t ∈ R è ãîëîìîðôíûõ ïî z ∈ Cn

ôóíêöèé f : R × Cn → Cn, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç R×Cn. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(3.1.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ CH(R×Cn,Cn) è åãî H-êëàññ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, z, g) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.2), ïðîõîäÿùåå
÷åðåç òî÷êó z ïðè t = 0 è îïðåäåëåííîå íà R+. Îòìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ ϕ : R+ × Cn × H(f) → Cn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1) � 3) èç ïðèìåðà 3.1.1 è, êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì t ∈ R+

è g ∈ H(f) îòîáðàæåíèå U(t, g) = ϕ(t, ·, g) : Cn → Cn ãîëî-
ìîðôíî [20]. Ïîëîæèì Y = H(f) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . Ïóñòü X = Cn × Y è
(X,R+, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X, ãäå π = (ϕ, σ). Íàêî-
íåö, åñëè h = pr2 : X → Y , òî

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ

íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Èç îòìå÷åííîãî âûøå
ñâîéñòâà ãîëîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèé U(t, g) : Cn → Cn âû-
òåêàåò, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè y ∈ Y è t ∈ R+ îòîáðàæåíèå
πt : Xy → Xσ(y,t) (Xy = h−1(y)) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì.

3.2. Ñîãëàñîâàííûå â ïðåäåëå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ñâîéñòâà âîçâðàùàåìî-
ñòè â ïðåäåëå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.

Õîðîøî èçâåñòíî [75], ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó (ïåðèîäè-
÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé) ïî âðåìåíè ôóíê-
öèåé, òî ñðåäè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, ñîãëàñîâàííîå ïî
âîçâðàùàåìîñòè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ.
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Òàêèì îáðàçîì íàáëþäàåòñÿ âåñüìà îáùàÿ è ãëóáîêàÿ çà-
âèñèìîñòü, â ñèëó êîòîðîé õàðàêòåð âîçâðàùàåìîñòè ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîãëàñîâàí ñ âîçâðàùàåìîñòüþ
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëîãè÷-
íàÿ çàâèñèìîñòü âîçâðàùàåìîñòè â ïðåäåëå ïðàâîé ÷àñòè ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå
êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó.

Ïóñòü f ∈ C(R × W,En) è Q � êîìïàêò èç W . Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (τ -
ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà, óñòîé÷èâà ïî
Ïóàññîíó) ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, åñëè äâè-
æåíèå σ(fQ, ·), ïîðîæä¸ííîå ôóíêöèåé fQ = f

∣∣∣
R×Q

â äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìå ñäâèãîâ (C(R×Q,En),R, σ), ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ïîñòîÿííûì (τ -ïåðèîäè÷åñêèì, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì,
ðåêóððåíòíûì, óñòîé÷èâûì ïî Ïóàññîíó).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ∈ C(R×W,En) àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
ñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà, óñòîé-
÷èâà ïî Ïóàññîíó), ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x íà
êîìïàêòàõ èç W , åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q ⊆ W ôóíêöèÿ
fQ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íà, ðåêóððåíòíà, óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî
ïî x ∈ Q, ò.å. åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè P,R ∈ C(R ×W,En)
òàêèå, ÷òî f(t, x) = P (t, x)+R(t, x) ïðè âñåõ (t, x) ∈ R×W . Ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ P ïîñòîÿííà (τ -ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà,
ðåêóððåíòíà, óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x íà êîìïàêòàõ èç W è lim

t→+∞ |R(t, x)| = 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà
êîìïàêòàõ èç W .

Ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (3.1.1) íàçîâåì ñîãëàñîâàííûì â ïðå-
äåëå, åñëè îíî ñðàâíèìî â ïðåäåëå (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè) ñ ôóíêöèåé fQ = f

∣∣∣
R×Q

, ãäå Q = ϕ(R+), ò.å. äâè-
æåíèå σ(ϕ, ·), ïîðîæä¸ííîå ôóíêöèåé ϕ â äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìå (C(R+, En),R+, σ), ñðàâíèìî â ïðåäåëå ñ äâèæåíèåì
σ(fQ, ·), ïîðîæä¸ííûì ôóíêöèåé fQ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(C(R×Q,En),R, σ).
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Ôóíêöèþ ϕ ∈ C(R, En) íàçîâ¸ì îãðàíè÷åííîé íà S ⊆ R,
åñëè ìíîæåñòâî ϕ(S) ⊂ En îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ñîãëàñîâàí-
íîå â ïðåäåëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) è Q = ϕ(R+). Òîãäà:

1) Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (3.1.1) àñèìïòîòè÷å-
ñêè ðåêóððåíòíà ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî.

2) Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

3) Åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâ-
íîìåðíî ïî x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî.

4) Åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà ïî t ∈ R ðàâíî-
ìåðíî ïî x ∈ Q, òî ðåøåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
ñòîÿííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óò-
âåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé, ëåììû
3.1.1 èç [75] è òåîðåìû 2.2.3, ïðèìåíåííîé ê íåàâòîíîìíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìå èç ïðèìåðà 3.1.4.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.1.1) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî "ω-ïðå-
äåëüíûõ"óðàâíåíèé

dv

dt
= g(t, v), (g ∈ ωf ), (3.2.1)

ãäå f ∈ C(R×W,En) è ωf � ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè
f â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R×W,En),R, σ).

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.1) è fQ = f

∣∣∣
R×Q

óñò. L+, ãäå Q = ϕ(R+). Åñëè
êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.2.1) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê fQ óñò. L+, òî ñîãëàñíî ëåììå
3.1.6 èç [75] ðåøåíèå ϕ óñò. L+. Ïóñòü

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
� íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå



3.2. Ñîãëàñîâàííûå â ïðåäåëå ðåøåíèÿ 95

3.1.4. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

h(ψ, fQ) = fQ. (3.2.2)

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.2.2) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

h(ψ, gQ) = gQ (gQ ∈ ωfQ
). (3.2.3)

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (ϕ, fQ) ∈ X óñò. L+.
Êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.2.3), ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðå-
ìû, èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ). Èç òåîðåìû 2.3.1
ñëåäóåò, ÷òî L+∞

fQ
⊆ L+∞

(ϕ,fQ). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî L+∞

(ϕ,fQ) = L+∞
ϕ ∩L+∞

fQ
è, ñëåäî-

âàòåëüíî, L+∞
fQ

⊆ L+∞
ϕ . òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Ñîãëàñíî ëåììå 3.4.2 èç [75] ôóíêöèÿ
fQ óñò. L+ (L) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

1) fQ îãðàíè÷åíà íà R+ × Q (R × Q), ò. å. ñóùåñòâóåò
M > 0 òàêîå, ÷òî |f(t, x)| ≤ M ïðè âñåõ (t, x) ∈ R+×Q
((t, x) ∈ R×Q).

2) Ôóíêöèÿ fQ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R+×Q (R×Q).

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ òåîðåìà î ñîãëàñîâàííîñòè â ïðåäåëå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1) â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé 3.2.1 äà¸ò
ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íûõ (àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíûõ) ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (3.1.1).

Íàïðèìåð, èç òåîðåìû 3.2.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.2.4. Ïóñòü f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà
(àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíî-
ìåðíî ïî x ∈ Q = ϕ(R+) è ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.1). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.2.1) äî-
ïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).
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Ñëåäñòâèå 3.2.5. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) è f ∈ C(R × W,R) (W ⊆ R) àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëü-
íî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ gQ èç ωfQ

(fQ = f
∣∣
R×Q

) ñòðîãî ìîíîòîííà ïî x ðàâíîìåðíî ïî t, òî
ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ðåêóððåíòíîñòè f è
ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè gQ ∈ ωfQ

ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ
èç ωfQ

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ïî x ∈ Q ðàâ-
íîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ R. Ñîãëàñíî [76] êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (3.2.3) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ è
ïî òåîðåìå 3.2.2 ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Ñëåäñòâèå 3.2.6. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) è f ∈ C(R × W,R) àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q. Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
gQ ∈ ωfQ

ñòðîãî ìîíîòîííà ïî x ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñè-
òåëüíî t ∈ R, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè-
÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñè-
ìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî
ñëåäñòâèå 3.2.6 óñèëèâàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [91].

3.3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [En] ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ n × n-
ìàòðèö A ñ íîðìîé ||A||, C(R, [En]) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ìàòðèö-ôóíêöèé A : R → [En] ñ òîïîëîãèåé ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç R è Cb(S, En) � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ϕ :
S→ En (S = R,R+ èëè R−) ñ íîðìîé ||ϕ|| = sup{|ϕ(t)| : t ∈ S}.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x, (3.3.1)



3.3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 97

ãäå A ∈ C(R, [En]). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.3.1) ðàññìîòðèì
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy

dt
= A(t)y + f(t), (3.3.2)

ãäå f ∈ C(S, En), è ñåìåéñòâî "ω-ïðåäåëüíûõ"óðàâíåíèé
dz

dt
= B(t)z (B ∈ ωA). (3.3.3)

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.3.2), ìàòðèöà A ∈ C(R, [En]) è ôóíêöèÿ f
óñò. L+. Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.3.3) íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî ϕ ñîãëàñîâàíî
â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.3.2) ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

dv

dt
= B(t)v + g ((b, g) ∈ ω(A,f)). (3.3.4)

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.3.4) íå èìååò áî-
ëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò (B, g) ∈ ω(A,f) è ψ1, ψ2 ∈ ωϕ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (3.3.4). Çàìåòèì, ÷òî ψ = ψ1−ψ2 6≡ 0 åñòü îãðàíè÷åí-
íîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.3). Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 3.2.2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Ñëåäñòâèå 3.3.2. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.3.2), ìàòðèöà A è ôóíêöèÿ f ñîâìåñòíî
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíû). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.3.3) íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî ϕ àñèìïòî-
òè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïò-
îòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Â ñëó÷àå, êîãäà A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû
ñëåäñòâèå 3.3.2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè èçâåñòíîé òåîðåìû Ôàâàðà [11].
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Ãîâîðÿò [8], ÷òî óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî (óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè) íà S ⊆ R, åñëè
ñóùåñòâóþò ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ P (A) è
Q(A) è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà N, γ > 0 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

||U(t, A)P (A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t, τ ∈ S, t ≥ τ)
(3.3.5)

è
||U(t, A)Q(A)U−1(τ, A)|| ≤ Ne−ν(t−τ) (t, τ ∈ S, t ≤ τ),

(3.3.6)
ãäå U(t, A) � ìàòðèöà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.3.1).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3.3.3. [53] Åñëè óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïðåáîëè÷íî íà

R+, òî êàæäîå óðàâíåíèå (3.3.3) ãèïåðáîëè÷íî íà R.
Ñëåäñòâèå 3.3.4. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî

íà R+ è B ∈ ωA. Òîãäà óðàâíåíèå (3.3.3) íå èìååò íåíóëåâûõ
îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.

Òåîðåìà 3.3.5. Ïóñòü A è f óñò. L+. Åñëè óðàâíåíèå
(3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî

1) Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.3.2) èìååò ïî êðàéíåì ìå-
ðå îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ϕ. Ýòî ðåøåíèå
äà¸òñÿ ôîðìóëîé

ϕ(t) =

+∞∫

0

G(t, τ)f(τ)dτ, (3.3.7)

ãäå G(t, τ) � ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà [8] äëÿ (3.3.1).
2) Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.2)

ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò
èç [8]. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî ëåììå 3.3.3 è ñëåä-
ñòâèþ 3.3.4 êàæäîå óðàâíåíèå (3.3.3) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.1 êàæäîå
îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.1) ñîãëàñîâàíî â
ïðåäåëå.
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 3.3.1 è 3.3.5 äàþò äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñîãëàñîâàíîñòè â ïðåäåëå îãðàíè÷åííûõ íà R+ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (3.3.2). Îäíàêî, ìåæäó ýòèìè òåîðåìàìè åñòü ñóùå-
ñòâåííàÿ ðàçíèöà (íà ïåðâûé âçãëÿä). Ïåðâàÿ èç òåîðåì óòâåð-
æäàåò, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå, òî
îíî ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå. Ïðè÷¸ì àïðèîðè íåèçâåñòíî áóäåò
ëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.3.1 ñóùåñòâîâàòü ïî êðàéíåì ìåðå îä-
íî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå. Âòîðàÿ æå òåîðåìà óòâåðæäà-
åò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ â íåé óñëîâèé, âñåãäà
íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå, à
â îñòàëüíîì èõ çàêëþ÷åíèÿ ñîâïàäàþò. Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì
âûøå âîçíèêàåò âîïðîñ. Áóäåò ëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.3.1 ñó-
ùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ó óðàâ-
íåíèÿ (3.3.2) ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äà¸ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.6. [53] Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) óñò. L+. Äëÿ
òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (3.3.1) áûëî ãèïåðáîëè÷åñêèì íà R+,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåé-
ñòâà (3.3.3) íå èìåëî íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðå-
øåíèé.

Íèæå ìû èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Òåîðåìà 3.3.7. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+.
2) Êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(R, En) óðàâíåíèå (3.3.2) èìååò
ïî êðàéíåì ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà
R+ è f ∈ C(R, En) � ïðîèçâîëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.5 óðàâíåíèå (3.3.1)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ñîãëàñîâàííîå
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â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ. Èç ñëåäñòâèÿ 3.3.2 âûòåêàåò àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü ϕ. Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ 1)
âûòåêàåò óñëîâèå 2). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è îáðàòíîå. Òàê
êàê ìàòðèöà A àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî ñóùå-
ñòâóþò (åäèíñòâåííàÿ) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ∈ ωA

è ìàòðèöà R ∈ C(R, [En]) òàêèå, ÷òî
1. A(t) = P (t) + R(t) ïðè âñåõ t ∈ R.
2. lim

t→+∞ ||R(t)|| = 0.
Ïóñòü g ∈ C(R, En) � ïðîèçâîëüíàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ óðàâíåíèå
dy

dt
= A(t)y + g(t)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå ϕ. Â ñèëó ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ìàòðèöû P
è ôóíêöèè g è àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ϕ ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} → +∞ òàêàÿ, ÷òî {Atk} →
P, gtk → g è ϕtk → q, ãäå q ∈ ωϕ � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ. Çàìåòèì, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

dz

dt
= P (t)z + g(t). (3.3.8)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ g, óðàâíåíèå (3.3.8) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáî-
òû [22] ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

du

dt
= P (t)u

ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ñîãëàñíî ëåììå 3.3.3 êàæäîå óðàâíåíèå ñå-
ìåéñòâà (3.3.3) ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ïî òåîðåìå 3.3.6 óðàâíåíèå
(3.3.2) ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

M(A) = lim
L→+∞

1
L

L∫

o

A(s)ds.

Òåîðåìà 3.3.8. Ïóñòü A àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà. Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû M(A) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé
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îñüþ, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì ε,
|ε| ≤ ε0, óðàâíåíèå

dx

dt
= εA(t)x + f(t) (3.3.9)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
dy

dt
= εB(t)y (B ∈ ωA). (3.3.10)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.5.13 M(A) = M(P ), ãäå P � ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ìàòðèöà èç ωA òàêàÿ, ÷òî lim

t→+∞ ||A(t) − P (t)|| = 0.
Èç ðåçóëüòàòîâ [22] (ñì. ñòð. 258) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà
ε0 > 0 òàêîãî, ÷òî ïðè êàæäîì ε, 0 < |ε| ≤ ε0, óðàâíåíèå

dz

dt
= εP (t)z

ãèïåðáîëè÷íî íà R. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3.3.3 êàæäîå óðàâ-
íåíèå ñåìåéñòâà (3.3.10) ãèïåðáîëè÷íî íà R. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå èç óðàâíåíèé (3.3.10) ïðè 0 < |ε| ≤ ε0 íå èìååò íåòðè-
âèàëüíîå îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ïî òåîðåìå 3.3.6 óðàâ-
íåíèå

dx

dt
= εA(t)x

ãèïåðáîëè÷íî íà R+ è èç òåîðåìû 3.3.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 <
|ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå (3.3.9) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå êàêîâà áû íè áûëà
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f . Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé a ∈ C(R,R)

dx

dt
= a(t)x. (3.3.11)
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Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.3.11) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå

dy

dt
= a(t)y + f(t), (3.3.12)

ãäå f ∈ C(R,R).

Òåîðåìà 3.3.9. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (3.3.12) èìåëî
ïî êðàéíåì ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå ϕ ïðè ëþáîé àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû M(a) 6= 0 (M(a)
� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (3.3.12) ïðè ëþ-
áîé àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå ϕ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.7 óðàâíåíèå (3.3.11) ãèïåðáîëè÷íî
íà R+. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3.11)
îãðàíè÷åíû ïðè t ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà N è ν òàêèå, ÷òî

|ϕ(t, a, x)| ≤ Ne−νt|x| (3.3.13)

ïðè âñåõ t ≥ 0. Òàê êàê

ϕ(t, a, x) = x exp(
∫ t

0
a(s)ds),

òî
1
t

ln |ϕ(t, a, x)| = ln |x|
t

+
1
t

∫ t

0
a(s)ds (3.3.14)

(x 6= 0). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (3.3.14), êîãäà t → +∞, ó÷è-
òûâàÿ (3.3.13), ïîëó÷èì M(a) 6= 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3.11) íåîãðàíè÷åíû
ïðè t ≥ 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(a) 6= 0. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî M(a) = M(b) êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ b ∈ ωa. Ïóñòü b
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ωa. Òàê êàê M(b) 6= 0 è

M(b) = lim
t→+∞

1
t

ln |ϕ(t, b, x)|
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ïðè âñåõ x 6= 0, òî, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå
dz

dt
= b(t)z

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.6 óðàâíåíèå (3.3.11) ãèïåðáîëè÷íî íà R+.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ
íà òåîðåìó 3.3.7

Òåîðåìà 3.3.9 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îäíîé òåîðåìû Ìàññåðà
(ñì., íàïðèìåð, [22] ñòð. 43) íà ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè.

3.4. Êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå âûÿñíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñó-
ùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííîãî â ïðåäåëå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü ïî ëèíåéíûì ÷ëåíàì ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü L � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{tk} → +∞ è r > 0. Îáîçíà÷èì Cr(L) = {ϕ : ϕ ∈
Cb(R+, En), L ⊆ L+∞

ϕ è ||ϕ|| ≤ r}.
Ëåììà 3.4.1. Cr(L) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Cb(R+, En).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìó-
ëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü çàìêíóòîñòü
Cr(L) â Cb(R+, En). Ïóñòü {ϕk} ⊆ Cr(L) è ϕ = lim

k→+∞
ϕk. Âîçü-

ìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è {tk} ∈ L. Òàê êàê ϕk → ϕ â ìåòðèêå
Cb(R+, En), òî ||ϕ|| ≤ r. Ïîêàæåì, ÷òî {tk} ∈ L+∞

y . Äëÿ ε > 0
íàéäåòñÿ k0 = k0(ε), äëÿ êîòîðîãî

||ϕ− ϕk|| < ε

4
ïðè âñåõ k ≥ k0. Òàê êàê
|ϕ(t + tl)− ϕ(t + tr)| ≤ |ϕ(t + tl)− ϕk0(t + tl)|+ |ϕk0(t + tl)−
ϕk0(t + tr)|+ |ϕk0(t + tr)− ϕ(t + tr)| ≤
2||ϕ− ϕk0 ||+ |ϕk0(t + tl)− ϕk0(t + tr)|,



104 3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ...

òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l è m áóäåì èìåòü
ρ(ϕ(tl), ϕ(tm)) < ε,

ãäå ρ � ìåòðèêà, çàäàþùàÿ îòêðûòî-êîìïàêòíóþ òîïîëîãèþ â
C(R+, En) (íàïðèìåð,

ρ(ϕ,ψ) = sup
l>0
{min{max

0≤t≤l
|ϕ(t)− ψ(t)|, l−1}}).

Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà C(R+, En) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tk)} ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞

ϕ .
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.2. Ïóñòü ϕ ∈ C(R+, En), F ∈ C(R×En, En) è
L ⊆ L+∞

ϕ ∩ L+∞
FQ

, ãäå Q = ϕ(R+) è FQ = F |R×Q. Åñëè FQ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîí-
ñòàíòîé L > 0, òî L ⊆ L+∞

g , ãäå g(t) = F (t, ϕ(t)) ïðè âñåõ
t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn} ∈ L. Çàìåòèì, ÷òî
|g(t + tl)− g(t + tr)| = |F (t + tl, ϕ(t + tl))−
F (t + tr, ϕ(t + tr))| ≤ |F (t + tl, ϕ(t + tl))−
F (t + tl, ϕ(t + tr))|+ |F (t + tl, ϕ(t + tr))−
F (t + tr, ϕ(t + tr))| ≤ L|ϕ(t + tl)− ϕ(t + tr))|+
max
x∈Q

|F (t + tl, x)− F (t + tr, x)|.
(3.4.1)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (3.4.1) êîãäà l, r → +∞,
ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gtk} â ïðî-
ñòðàíñòâå C(R+, En). Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà C(R+, En)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(tk)} ñõîäèòñÿ, ò.å. {tk} ∈ L+∞

g . Ëåììà
äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x + f(t) + F (t, x), (3.4.2)

ãäå A ∈ C(R, [En]), f ∈ C(R+, En) è F ∈ C(R×W,En).
Ïóñòü E+ � ìíîæåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê x ∈ En ðåøå-

íèé èç Cb(R+, En) óðàâíåíèÿ (3.3.1). Òîãäà E+ áóäåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà En. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P+ ïðîåêòîð,
ïðîåêòèðóþùèé En íà E+.
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Ëåììà 3.4.3. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) óñò. L+. Åñëè óðàâ-
íåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî êàêîâà áû íè áûëà óñò.
L+ ôóíêöèÿ f ∈ C(R+, En) óðàâíåíèå (3.3.2) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ+ ∈ Cb(R+, En),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕ+(0) = 0. Êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 (íå çàâèñÿùàÿ îò f) òàêàÿ, ÷òî
||ϕ+|| ≤ M ||f ||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 6.3 èç [47] è òåîðåìû
3.3.5.

Ïóñòü ϕ+ � ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.3.2), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 3.4.3.
Ïîëîæèì Q = ϕ+(R+) è ÷åðåç Qr îáîçíà÷èì øàðîâóþ îêðåñò-
íîñòü ìíîæåñòâà Q ⊂ En ðàäèóñà r > 0.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), f ∈ C(R+, En) è
F ∈ C(R+ ×W,En). Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A, f è FQr óñò. L+;
2) Óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
3) |F (x, t)| ≤ rM−1 ïðè âñåõ x ∈ Qr è t ∈ R+ (M � êîí-

ñòàíòà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ãàðàíòèðóåòñÿ ëåì-
ìîé 3.4.3);

4) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr ñ êîí-
ñòàíòîé Ëèïøèöà L < M−1,

òî óðàâíåíèå (3.4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈
C(R+, Qr), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕ(0) = 0 è îíî ñî-
ãëàñîâàííî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óðàâíåíèè (3.4.2) ñîâåðøèì çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ x(t) = y(t) + ϕ+(t). Òîãäà äëÿ y(t) ïîëó÷èì äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dt
= A(t)y + F (t, y + ϕ+(t)).

Ïóñòü L = L+∞(A, f, FQr), ãäå FQr = F |R×Qr . Îïðåäåëèì
îïåðàòîð

Φ : Cr(L) → Cr(L)
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ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ϕ ∈ Cr(L), òî L ⊆ L+∞
ϕ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞
ϕ+ϕ+

. Ñîãëàñíî ëåììå 3.4.2 L ⊆ L+∞
g , ãäå

g(t) = F (t, ϕ(t) + ϕ+(t)). Ïî ëåììå 3.4.3 óðàâíåíèå
dz

dt
= A(t)z + F (t, ϕ(t) + ϕ+(t))

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ ∈ Cb(R+, En), êîòîðîå ñîãëàñî-
âàííî â ïðåäåëå (è, ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞

ψ ) è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ P+(ψ+(0)) = 0. Êðîìå òîãî, îíî ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

||ψ|| ≤ M ||g|| = M sup
t≥0

|F (t, ϕ(t) + ϕ0(t))| ≤
M sup

t≥0
max
x∈Qr

|F (t, x)| ≤ MrM−1 = r.

Òàêèì îáðàçîì, ψ ∈ Cr(L). Ïîëîæèì Φ(ϕ) = ψ. Èç âû-
øå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî Φ êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ïîêàæåì,
÷òî îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Â ñàìîì äåëå. Ëåãêî çà-
ìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ = ψ1 − ψ2 = Φ(ϕ1) − Φ(ϕ2) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

du

dt
= A(t)u + F (t, ϕ1(t) + ϕ+(t))− F (t, ϕ2(t) + ϕ+(t))

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P+ψ(0) = 0 è ñîãëàñíî ëåììå 3.4.3 ïîä-
÷èíÿåòñÿ îöåíêå

||Φ(ϕ1)− Φ(ϕ2)|| ≤
M sup

t≥0
|F (t, ϕ1(t) + ϕ+(t))− F (t, ϕ2(t) + ϕ+(t))| ≤

ML||ϕ1 − ϕ2|| = α||ϕ1 − ϕ2||.
Òàê êàê α = ML < MM−1 = 1, òî Φ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ Cr(L)
òàêàÿ, ÷òî Φ(ϕ) = ϕ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ϕ = ϕ + ϕ+ è çàìåòèòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì ðåøåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4.5. Ïóñòü A, f óñò. L+ è âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) Óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
2) FQr = F |R×Qr óñò. L+;
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3) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àð-
ãóìåíòó ñ êîíñòàíòîé L > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì
|ε| ≤ |ε0| óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x + f(t) + εF (t, x) (3.4.3)

èìååò åäèíñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕε ∈
C(R+, Qr), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕε(0) = 0. Êðîìå òî-
ãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕε} ñõîäèòñÿ ê ϕ+ ïðè ε → 0 ðàâíî-
ìåðíî ïî t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñò. L+ ôóíêöèè FQr ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà N > 0, ÷òî |F (t, x)| ≤ N ïðè âñåõ t ∈ R+ è
x ∈ Qr. Ïîëîæèì ε0 = min((LM)−1, (NM)−1). Òîãäà

|εF (t, x)| ≤ |ε||F (t, x)| ≤ ε0N < r(NM)−1N < rM−1

ïðè âñåõ t ∈ R+ è x ∈ Qr. Î÷åâèäíî, êîíñòàíòà Ëèïøè-
öà äëÿ ôóíêöèè εF ìåíüøå ÷åì M−1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4.4
ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå (3.4.3) èìååò åäèíñòâåííîå ñî-
ãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
P+ϕε(0) = 0.

Îöåíèì ðàçíîñòü ϕε(t)− ϕ+(t) = ψε(t). Î÷åâèäíî,
dψε(t)

dt
= A(t)ψε(t) + εF (t, ψε(t) + ϕ+(t))

è ñîãëàñíî ëåììå 3.4.3
||ψε|| ≤ M sup

t≥0
|εF (t, ψε(t) + ϕ+(t))| ≤

M |ε| sup
t≥0

max
x∈Qr

|F (t, x)| ≤ M |ε|N = |ε|(MN). (3.4.4)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (3.4.4) ê ïðåäåëó, êîãäà ε → 0, ïî-
ëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.6. Ïóñòü A è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòî-
ÿííû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íû). Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) F àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -
ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà) ïî
t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Qr;
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2) Óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+;
3) F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ Qr,

òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì |ε| ≤ ε0

óðàâíåíèå (3.4.3) èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
ñòîÿííîå (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîå, àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå) ðåøåíèå ϕε ∈ C(R+, Qr), óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ P+ϕε(0) = 0. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕε} ñõîäèòñÿ ê ϕ+ ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+

Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå îáîáùàåò òåîðåìó Áèðþê
(ñì., íàïðèìåð, [11]).

3.5. Ïðèíöèï óñðåäíåíèÿ íà ïîëóîñè äëÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= εf(t, x) (3.5.1)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ C(R+×En, En), ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ En ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ïî t íà R+ ôóíêöèè f , è ïîëîæèì

f0(x) = lim
L→+∞

1
L

L+t∫

t

f(z, x)dz. (3.5.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñðåäíåííîå óðàâíåíèå
dx

dt
= εf0(x)

èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x0(t) ≡ x0, è ïóñòü âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Ó1) Ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà R+×Br(x0) (Br(x0) = {x| |x−
x0| ≤ r}) è ïðåäåë (3.5.2) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
t ∈ R+ è x ∈ Br(x0).

Ó2) Ñóùåñòâóþò f ′x(t, x) è f ′0(x), îãðàíè÷åííûå íà R+ ×
Br(x0) è Br(x0) ñîîòâåòñòâåííî.
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Ó3) Âåêòîð-ôóíêöèè f(t, x), f0(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðî-
èçâîäíûå ïî x ∈ Br(x0) è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x è t èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f ′0(x) = lim
L→+∞

1
L

L+t∫

t

f ′x(τ, x)dτ.

Ó4) Ñïåêòð îïåðàòîðà A = f ′0(x0) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé
îñüþ.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ Br(x0)

f0(x + h)− f0(x) = f ′0(x)h + R(x, h), (3.5.3)
ãäå |R(x, h)| = o(|h|) äëÿ ëþáûõ x, x + h ∈ Br(x0). Ïîëîæèì
A = f ′0(x0) è B(h) = R(x0, h), òîãäà èç (3.5.3) ïîëó÷èì

f0(x + h) = Ah + B(h). (3.5.4)
Ìîæíî ïîêàçàòü [8], ÷òî

|B(h1)−B(h2)| ≤ C(σ)|h1 − h2|
ïðè âñåõ |h1|, |h2| ≤ σ è C(σ) → 0 ïðè σ → 0.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.5.1) ñ ïîìîùüþ (3.5.4) è çàìåíû
h = x− x0. Òîãäà ïîëó÷èì

dh

dt
= εAh + ε(f(t, x0 + h)− [f0(x0 + h)−B(h)])

èëè, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå g(t, h) = f(t, x0+h)−(f0(x0+h)−B(h)),
ïîëó÷èì

dh

dt
= εAh + εg(t, h). (3.5.5)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè V (t, h) = f(t, x0 + h) −
f0(x0 + h) è v(t, h; ε), ãäå

v(t, h; ε) =

+∞∫

0

V (s + t, h)e−εsds. (3.5.6)

Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé â óðàâíåíèè (3.5.5) ïî ôîð-
ìóëå

h = z − εv(t, z; ε). (3.5.7)
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Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå (3.5.7)
îáðàòèìî ([8]). Ñ ïîìîùüþ çàìåíû (3.5.7) óðàâíåíèå (3.5.5)
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

dz

dτ
= Az + F (τ, z; ε) (3.5.8)

(τ = εt). Êàê è â [8], ïîêàçûâàåì, ÷òî
|F (τ, z; ε)−B(z)| = O(ε) (3.5.9)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è, êðîìå òîãî, F óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà

|F (τ, z1; ε)− F (τ, z2; ε)| ≤ µ(σ)|z1 − z2| (3.5.10)
ïðè âñåõ |z1|, |z2| ≤ σ (µ(σ) → 0 ïðè σ → 0).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8] ñëåäóåò, ÷òî
lim
ε↓0

εv(t, z; ε) = 0 è lim
ε↓0

εv′z(t, z; ε) = 0. (3.5.11)

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (3.5.8) òåîðåìó 3.4.4 (èç ñêàçàííî-
ãî âûøå ÿñíî, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4.4 äëÿ óðàâíåíèÿ
(3.5.8) âûïîëíåíû), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r0 > 0
è ε0 > 0, óðàâíåíèå (3.5.8) áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå
z(τ), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |z(τ)| ≤ r0 ïðè âñåõ τ ∈ R+.
Åñëè âåðíóòüñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.5.7) ñ
ó÷åòîì (3.5.11) ê óðàâíåíèþ (3.5.1), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C(R × En, En) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ó1) � Ó4) è f0(x0) = 0. Åñëè ñïåêòð
îïåðàòîðà A = f ′0(x0) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì r0 > 0 ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî 0 < ε < ε0 óðàâíåíèå (3.5.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøå-
íèå xε(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

sup
t∈R+

|xε(t)− x0| ≤ r0. (3.5.12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3.5.1
óñëîâèé, ôóíêöèÿ f(t, x) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé f ′x(t, x)
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû ïî t ∈ R+ ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Br(x0).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè v(t, z; ε) ñëåäóåò, ÷òî îíà ñàìà è
åå ïðîèçâîäíàÿ v′z(t, z; ε) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû ïî
t ∈ R+ ðàâíîìåðíî ïî z ∈ Br0(0). Òàê, êàê

F (τ, z; ε) = (I − εv′z)
−1[f0(x0 + z) + f(

τ

ε
, x0 + z −

εv) + εv − f(
τ

ε
, x0 + z)]−Az, (3.5.13)

òî F òàêæå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî
τ ∈ R ðàâíîìåðíî ïî z ∈ Br0(0). Èç ñêàçàííîãî âûøå è ñëåä-
ñòâèÿ 3.4.6 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.5.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5.1
è, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(t, x) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé
f ′x(t, x) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû ïî t ∈ R ðàâíî-
ìåðíî ïî x ∈ Br(x0). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r0 > 0 ñó-
ùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε < ε0 óðàâíåíèå
(3.5.1) èìååò õîòÿ áû îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå xε(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3.5.12).

3.6. Íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå, êðîìå òåîðåì, âûòåêàþùèõ èç îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ, ìû ïðèâåä¸ì íåêîòîðûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèõ (àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíûõ) ðåøåíèé, êîòîðûå
íå âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ñîãëàñîâàííûõ ðå-
øåíèÿõ.

Ïóñòü ϕ ∈ Cb(R, En) è M ⊂ Cb(R, En). Ñëåäóÿ [11, c.432],
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ðàçäåëåíà â M , åñëè M ñîñòîèò
èç îäíîé ôóíêöèè ϕ ëèáî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ψ ∈ M , îòëè÷íîé îò ϕ, âûïîëíåíî ïðè
âñåõ t ∈ R íåðàâåíñòâî

|ψ(t)− ϕ(t)| ≥ r.

Òåîðåìà 3.6.1. Ïóñòü ϕ ∈ C(R+, En) � îãðàíè÷åííîå íà
R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî
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ïî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè âñå ðåøåíèÿ èç ωϕ êàæäîãî óðàâíå-
íèÿ ñåìåéñòâà (3.2.1) ðàçäåëåíû â ωϕ, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k0, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíò-
íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q, òî fQ = f

∣∣
R×Q

óñò.
L+. Ïî ëåììå 3.1.1 [75] ðåøåíèå ϕ óñò. L+. Ðàññìîòðèì íåàâ-
òîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
, ïî-

ñòðîåííóþ â ïðèìåðå 3.1.4. Â óñëîâèÿõ íàøåé òåîðåìû òî÷êà
(ϕ, fQ) ∈ X óñò. L+. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ) êàæ-
äîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà (3.2.3) ðàçäåëåíû â ω(ϕ,fQ). Â ñàìîì
äåëå. Ïóñòü gQ ∈ ωfQ

è (ψ0, gQ) ∈ ω(ϕ,fQ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (3.2.3). Î÷åâèäíî, ψ0 ∈ ωϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (3.2.1) (gQ = g

∣∣
R×Q

). Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû
ñóùåñòâóåò ÷èñëî r = r(gQ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðå-
øåíèÿ ψ ∈ ωϕ óðàâíåíèÿ (3.2.1), îòëè÷íîãî îò ψ0, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (3.6).

Ïóñòü òåïåðü (ψ, gQ) ∈ ω(ϕ,fQ) � ïðîèçâîëüíîå, îòëè÷íîå îò
(ψ0, gQ), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.1). Òîãäà, î÷åâèäíî, ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó òî÷êàìè (ψ0, gQ) è (ψ, gQ) íå ìåíüøå r. Òàêèì îá-
ðàçîì, âñå ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ) êàæäîãî óðàâíåíèÿ (3.2.3) ðàçäå-
ëåíû â ω(ϕ,fQ). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.3.6 è 2.4.4 ðåøåíèå (ϕ, fQ)
óðàâíåíèÿ (3.2.2) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè
τk0-ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k0, àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî). Èç ñêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè-
÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k0, àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëñÿ ðàíåå,
â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [107], [89]. Â ýòèõ ðàáîòàõ äëÿ ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîé ïðàâîé ÷àñòè f è ïðèìåðíî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ,
÷òî è â òåîðåìå 3.6.1, äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íîñòü ðåøåíèÿ ϕ.
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Ñëåäóÿ [86], ðåøåíèå ϕ ∈ C(R+, En) óðàâíåíèÿ (3.1.1) íà-
çîâ¸ì Σ+-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¸òñÿ δ òàêîå,
÷òî äëÿ t1, t2 ∈ R+ è Q = ϕ(R+) èç íåðàâåíñòâ

ρ(ϕ(t1), ϕ(t2))δ è sup
t≥0

max
x∈Q

|f(t + t1, x)− f(t + t2, x)| < δ

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup
t≥0

ρ(ϕ(t+t1), ϕ(t+t2)) < ε

Òåîðåìà 3.6.2. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.1) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî
t ∈ R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+). Åñëè ϕ Σ+-
óñòîé÷èâî, òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà
ïî t ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Q = ϕ(R+), òî (ϕ, fQ)
� óñò. L+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.2). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èç
Σ+-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ϕ óðàâíåíèÿ (3.1.1) âûòåêàåò Σ+

óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (ϕ, fQ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.7 ðåøåíèå
(ϕ, fQ) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðå-
øåíèå ϕ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Â ðàáîòå [19] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå
3.6.2, ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïî
t ïðàâîé ÷àñòè.

Òåîðåìà 3.6.3. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.1.1), f àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q = ϕ(R+) è gQ(t, x) = lim

k→+∞
fQ(kτ + t, x).

Åñëè óðàâíåíèå
dy

dt
= gQ(t, y)

äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ðåøåíèå ϕ àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (ϕ, fQ) ÿâëÿåòñÿ óñò.
L+ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2.2) è óðàâíåíèå

h(ψ, gQ) = gQ

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ω(ϕ,fQ), ãäå h � ãîìîìîð-
ôèçì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç ïðèìåðà 3.1.4. Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 2.4.1 ðåøåíèå (ϕ, fQ) óðàâíåíèÿ (3.2.2) àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (3.1.1)
àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
x′′ = f(t, x), (3.6.1)

ãäå f ∈ C(R × En, En), è ïðèâåäåì ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ
ñîãëàñîâàííûõ â ïðåäåëå åãî ðåøåíèé.

Òåîðåìà 3.6.4. Ïóñòü f ∈ C(R×En, En) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî x ∈ En è ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî

1) |f(t, x)| ≤ A(r) < +∞ ïðè âñåõ (t, x) ∈ R+ × B[0, r] è
0 ≤ r ≤ r0;

2) f àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ïóàññîíó ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ B[0, r0];

3) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà m è M(r) òàêèå,
÷òî ïðè âñåõ (t, x) ∈ R+ × B(0, r), 0 ≤ r ≤ r0, mI ≤
f ′x(t, x) ≤ M(r)I (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èç [En]) è
ìàòðèöà f ′x(t, x) ñàìîñïðÿæåíà.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r, 0 ≤ r ≤ r0, óðàâíåíèå (3.6.1)
èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå ϕ òàêîå,
÷òî L+∞

f̂
⊆ L+∞

ϕ , ãäå f̂ � ñóæåíèå ôóíêöèè f íà R×B(0, r).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6.4 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëå-
ììó.

Ëåììà 3.6.5. Ïóñòü M > 0 è f ∈ Cb(R+, En). Ôîðìóëîé

ϕ(t) = − 1
2
√

M

{
e
√

Mt

+∞∫

t

e−
√

Mτf(τ)dτ +e−
√

Mτ

t∫

0

e
√

Mτf(τ)dτ
}

(3.6.2)
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îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
x′′ = Mx + f(t) (3.6.3)

è ýòî ðåøåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

||ϕ|| ≤ 1
M
||f ||, (3.6.4)

ãäå ||f || = sup{|f(t)| : t ∈ R+}. Åñëè, êðîìå òîãî, f àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ïóàññîíó, òî ϕ ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåë¸í-
íàÿ ðàâåíñòâîì (3.6.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.3) è
ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå (3.6.4), ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.3.5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6.4. Ïóñòü 0 ≤ r ≤ r0. Ïîëîæèì
L = L+∞

f̂
, Br(L) = {ϕ|ϕ ∈ Cb(R+, En), ||ϕ|| ≤ r è L ⊆ L+∞

ϕ }) è
îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ èç Br(L) â Br(L) ðàâåíñòâîì

(Φϕ)(t) = − 1
2
√

M

{ +∞∫

t

e
√

M(t−τ)F (τ, ϕ(τ))dτ +

t∫

0

e−
√

M(t−τ)F (τ, ϕ(τ))dτ
}

,

ãäå F (t, x) = f(t, x)−Mx. Ïóñòü ϕ ∈ Br(L). Ðàññìîòðèì äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d2x

dt2
= Mx + f(t, ϕ(t))−Mϕ(t). (3.6.5)

Çàìåòèì, ÷òî F ′
x(t, x) = f ′x(t, x) −MI, è â ñèëó ñàìîñïðÿæ¸í-

íîñòè f ′x(t, x) èìååì
||F ′

x(t, x)|| = sup
|ξ|=1

|(F ′
x(t, x)ξ, ξ)| = sup

|ξ|=1
|(f ′x(t, x)ξ, ξ)−M | =

= sup
|ξ|=1

|M − (f ′x(t, x)ξ, ξ)| ≤ M(r)−m

(3.6.6)
ïðè âñåõ t ∈ R+ è x ∈ B[0, r]. Èç íåðàâåíñòâà (3.6.6) ñëåäóåò,
÷òî

|F (t, x1)− F (t, x2)| ≤ (M −m)|x1 − x2| (3.6.7)
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ïðè âñåõ t ∈ R+ è x1, x2 ∈ B[0, r].
Ïî ëåììå 3.4.2 L ⊂ L+∞

g , ãäå g(t) = F (t, ϕ(t)). Ñîãëàñíî
ëåììå 3.6.5 óðàâíåíèå (3.6.5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ ∈
Cb(R+, En) òàêîå, ÷òî L+∞

g ⊆ L+∞
ψ è, ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ L+∞

ψ .
Ïî òîé æå ëåììå

||ψ|| ≤ 1
M
||g|| = 1

M
sup
t≥0

|F (t, ϕ(t))| ≤
1
M

sup
t≥0

|F (t, ϕ(t))− F (t, 0)|+ 1
M

sup
t≥0

|F (t, 0)| ≤
1
M

(M −m)||ϕ||+ A(0)
M

≤ M −m

M
r +

A(0)
M

.

(3.6.8)

Èç íåðàâåíñòâà (3.6.8) ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ Br(L), åñëè mr ≥
A(0). Ïîëîæèì Φϕ = ψ. Èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
ΦBr(L) ⊆ Br(L). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 3.4.1 Br(L) ÿâëÿ-
åòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà CB(R+, En). Ïîêàæåì, ÷òî Φ : Br(L) → Br(L) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Ïóñòü ϕ1, ϕ2 ∈ Br(L) è
ψi = Φϕi (i = 1, 2), òîãäà ψ = ψ1 − ψ2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

d2x

dt2
= Mx + F (t, ϕ1(t))− F (t, ϕ2(t))

è ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå
||ψ|| = ||ψ1 − ψ2|| ≤ M−1 sup

t≥0
|F (t, ϕ1(t))− F (t, ϕ2(t))| ≤

M −m

M
||ϕ1 − ϕ2||,

ò.å.
||Φϕ1 − Φϕ2|| ≤ α||ϕ1 − ϕ2||

ïðè âñåõ ϕ1, ϕ2 ∈ Br(L), ãäå α = M−1(M − m) < 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòî-
ðà Φ, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.6.6. Ïóñòü A ∈ Cb(R+, [En]) � ñàìîñïðÿ-
æåííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ. Åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+

mI ≤ A(t) ≤ MI,
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òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cb(R+, En) óðàâíåíèå
x′′ = A(t)x + f(t)

äîïóñêàåò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R+ ñîãëàñîâàííîå â
ïðåäåëå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.6.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
3.6.4 è ôóíêöèÿ f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷å-
ñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ B(0, r0).
Òîãäà óðàâíåíèå (3.6.1) èìååò õîòÿ áû îäíî àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííîå (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷åñêîå, àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíîå)
ðåøåíèå.

3.7. Äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ

Ïóñòü ϕ ∈ C(R, En) è (C(R, En),R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñäâèãîâ íà C(R, En). Ôóíêöèþ ϕ íàçîâ¸ì äâîÿêî
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (ïåðèîäè÷åñêîé, ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé, ðåêóððåíòíîé), åñëè äâèæåíèå σ(ϕ, ·), ïîðîæäåííîå
ôóíêöèåé ϕ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R, En),R, σ), ÿâëÿåò-
ñÿ äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííûì (ïåðèîäè÷åñêèì, ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèì, ðåêóððåíòíûì), ò.å. åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòî-
ÿííûå (ïåðèîäè÷åñêèå, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå, ðåêóððåíòíûå)
ôóíêöèè p1, p2 ∈ C(R, En) òàêèå, ÷òî

ϕ(t) =

{
p1(t) + r1(t), t ∈ R−,

p2(t) + r2(t), t ∈ R+,
(3.7.1)

ãäå r1, r2 ∈ C(R, En) è lim
t→−∞ |r1(t)| = lim

t→+∞ |r2(t)| = 0. Ïðè ýòîì
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (ϕ; p1, p2).

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) = arctgt.

Òåîðåìà 3.7.1. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) è f ∈ C(R, En)
óñò. L è ϕ ∈ C(R, En) � îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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(3.3.2). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
dy

dt
= B(t)y, (B ∈ ∆A), (3.7.2)

ãäå ∆A = ωA ∪ αA, íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R
ðåøåíèé, òî ðåøåíèå ϕ ñèëüíî ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå, ò.å.
L(A,f) ⊆ Lϕ, ãäå Lϕ =

{{tn} : lim
n→±∞ |tn| = +∞ è {ϕ(tn)} ñõî-

äèòñÿ }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ èç òåîðåìû 2.5.4, åñëè å¸ ïðèìåíèòü ê íåàâòîíîìíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìå èç ïðèìåðà 3.1.4 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 3.3.1).

Ñëåäñòâèå 3.7.2. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) è f ∈ C(R, En)
� äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (ñîâìåñòíî ïåðèîäè÷-
íû, ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû) è ϕ � îãðà-
íè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.2). Åñëè êàæäîå óðàâ-
íåíèå ñåìåéñòâà (3.7.2) íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà
R ðåøåíèé, òî ðåøåíèå ϕ äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî
(ïåðèîäè÷íî, ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, ðåêóððåíòíî).

Ôóíêöèþ ϕ ∈ C(R, En) íàçîâ¸ì ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷å-
ñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðåêóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷åñêîé, åñ-
ëè äâèæåíèå σ(ϕ, ·) â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (C(R, En),R, σ)
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðå-
êóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷åñêèì, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ (ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, ðåêóððåíòíàÿ) ôóíêöèÿ
p ∈ C(R, En) òàêàÿ, ÷òî

ϕ(t) = p(t) + ω(t) (t ∈ R),

ãäå ω ∈ C(R, En) è lim
|t|→+∞

|ω(t)| = 0. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå (ϕ; p).

Ïóñòü (ϕi; pi) (i = 1, 2) � ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðåêóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷åñêèå ôóíêöèè èç
C(R, Eni) (i = 1, 2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (ϕ1; p1) è (ϕ2; p2) ñîâ-
ìåñòíî ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðå-
êóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷íû, åñëè ôóíêöèè p1 ∈ C(R, En1) è
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p2 ∈ C(R, En2) ñòàöèîíàðíû (ñîâìåñòíî ïåðèîäè÷íû, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íû, ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû).

Ñëåäñòâèå 3.7.3. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) è f ∈ C(R, En)
ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè,
ðåêóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷íû è ϕ � îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.3.2). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.7.2) íå
èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî ðåøåíèå ϕ
ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðåêóððåíò-
íî) ãîìîêëèíè÷íî.

Ñëåäñòâèÿ 3.7.2 è 3.7.3 âûòåêàþò èç òåîðåì 3.7.1 è 2.5.2.
Çàìå÷àíèå 3.7.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.7.1 è ñëåäñòâèé

3.7.2 è 3.7.3, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâî-
âàíèå õîòÿ áû îäíîãî îãðàíè÷åííîãî íà R ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.3.2). Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

dx

dt
= (arctgt)x + f(t).

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò [33]: ïóñòü A ∈ C(R, [En]) óñò. L è êàæäîå óðàâíåíèå
ñåìåéñòâà (3.7.2) íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøå-
íèé è f ∈ Cb(R,En). Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (3.3.2) èìåëî
õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

+∞∫

−∞

〈
f(t), ψ(t)

〉
dt = 0 (3.7.3)

äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî íà R ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ
dy

dt
= −A∗(t)y, (3.7.4)

ãäå A∗(t) � ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ è A(t) è
〈
,
〉
� ñêàëÿðíîå

óìíîæåíèå â En.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 = {x ∈ En : sup{ϕ(t, x, A)| : t ∈ R} <

+∞}, ãäå ϕ(t, x, A) = U(t, A)x, è P0 � ïðîåêòîð, îòîáðàæàþùèé
En íà E0.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [53]), ÷òî óðàâíåíèå (3.3.1) íà-
çûâàþò ñëàáî ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cb(R,
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En) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ϕ ∈ Cb(R, En). Èìååò
ìåñòî

Ëåììà 3.7.5. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]). Åñëè A îãðàíè÷åíà
íà R è óðàâíåíèå (3.3.1) ñëàáî ðåãóëÿðíî, òî äëÿ ëþáîãî f ∈
Cb(R, En) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ0 ∈ Cb(R, En)
óðàâíåíèÿ (3.3.2) óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) P0ϕ0(0) = 0.
2) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K (êîíñòàí-

òà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (3.3.1)), íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò f , òàêàÿ ÷òî ||ϕ0|| ≤ K||f ||.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è ëåììà 6.3 èç [47, ñ.515].

Òåîðåìà 3.7.6. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [En])
óñò. L è óðàâíåíèå (3.3.1) ñëàáî ðåãóëÿðíî, òîãäà

1) Êàêîâà áû íè áûëà îãðàíè÷åííàÿ íà R ôóíêöèÿ f óðàâ-
íåíèå (3.3.2) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R
ðåøåíèå.

2) Åñëè f ∈ C(R, En) óñò. L, òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå
íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.2) ñèëüíî ñîãëàñîâàíî â
ïðåäåëå.

3) Åñëè f ∈ C(R, En) óñò. L, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ñèëüíî ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå ϕ0 óðàâ-
íåíèÿ (3.3.2) òàêîå, ÷òî P0ϕ0(0) = 0 è ||ϕ0|| ≤ K||f ||,
ãäå K � êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ
(3.3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèä-
íî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), f ∈
C(R, En) óñò. L è óðàâíåíèå (3.3.1) ñëàáî ðåãóëÿðíî. Òîãäà îíî
ãèïåðáîëè÷íî íà R+ è R− è, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4.1 èç [53],
êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà (3.7.2) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7.1 êàæäîå
îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå ñèëüíî ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç âòîðîãî óòâåð-
æäåíèÿ è ëåììû 3.7.5. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.7.7. [2],[105] Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) óñò. L.
Òîãäà

1) Åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ ωA óðàâíåíèå (3.3.3) íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî äëÿ
ëþáîãî B ∈ ωA ns

A = ns
B, ãäå ns

A = dimEs
A è Es

A =
{x|x ∈ En, |ϕ(t, x, A)| → 0 ïðè t → +∞}.

2) Åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ αA óðàâíåíèå (3.3.3) íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé, òî äëÿ
ëþáîãî B ∈ αA nu

A = nu
B, ãäå nu

A = dimEu
A è Eu

A =
{|x ∈ En, |ϕ(t, x,A)| → 0 ïðè t → −∞}.

Òåîðåìà 3.7.8. [22],[53] Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà è ñïåêòð ìàòðèöû

A = lim
1

2T

T∫

0

A(t)dt

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε óðàâíåíèå

dx

dt
= εA(t)x (3.7.5)

ãèïåðáîëè÷íî íà R. Êðîìå òîãî, ns
ε = ns è nu

ε = nu ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε, ãäå ns

ε = ns
εA, nu

ε = nu
εA, us = ns

Ā
è nu = nu

Ā
.

Òåîðåìà 3.7.9. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) äâîÿêî àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è ñïåêòðû ìàòðèö

A± = lim
T→±∞

1
T

T∫

0

A(t)dt

íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε:

1) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B ∈ ∆A = ωA ∪ αA óðàâíåíèå
dy

dt
= εB(t)y

íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.
2) ns

ε = n+ (n+ = ns
Ā+

) è nu
ε = n− (n− = nu

Ā−
).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, òî ñóùåñòâóþò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû P+,
P− ∈ C(R, [En]) òàêèå, ÷òî

A(t) = P±(t) + R±(t)

ïðè âñåõ t ∈ R± è lim
t→±∞ ||R±(t)|| = 0.

Èç òåîðåìû 3.7.8 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε óðàâ-
íåíèå

z′ = εP±(t)z (3.7.6)
ãèïåðáîëè÷íî íà R è nα

εP± = nα
Ā±

= nα± (α = s, u). Òàê êàê
ωεA = ωεP+ è αεA = αεP− , òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
âûòåêàåò èç ãèïåðáîëè÷íîñòè íà R óðàâíåíèé (3.7.6).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7.7 ns
εA = ns

εP+
è nu

εA = nu
εP− . Òàê êàê

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååì nα
εP± = nα± (α = s, u), òî ïðè

òåõ æå ε ns
εA = ns

+ è nu
εA = nu−. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.7.10. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) äâîÿêî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è ñïåêòðû ìàòðèö A+ è A− íå
ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, òîãäà:

1) Åñëè n+ + n− ≥ n, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâ-
íåíèå (3.7.5) ñëàáî ðåãóëÿðíî.

2) Åñëè n+ + n− = n, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâ-
íåíèå (3.7.5) ãèïåðáîëè÷íî íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 3.7.9, à òàêæå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [53] (ñì.
çàäà÷è 32 è 35 íà ñòð. 107, à òàêæå òåîðåìó 4.4.4).

Çàìå÷àíèå 3.7.11. n+ = ns
Ā+

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A+, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå âå-
ùåñòâåííûå ÷àñòè, è n− = nu

Ā−
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë ìàòðèöû A− ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè
÷àñòÿìè.

Òåîðåìà 3.7.12. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) è f ∈ C(R, En)
äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû è ñïåêòðû ìàò-
ðèö A+ è A− íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, òîãäà:



3.7. Äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ... 123

1) Åñëè n++n− ≥ n, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε óðàâíå-
íèå (3.3.9) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðå-
øåíèå è âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.3.9) äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

2) Åñëè A è f ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî (ïåðèî-
äè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëèíè÷åñêèìè, òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâíåíèå (3.3.9) èìååò
åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêè) ãîìîêëèíè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.7.10,
òåîðåìû 3.7.6 è ñëåäñòâèé 3.7.2 è 3.7.3.

Òåîðåìà 3.7.13. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ A ∈ C(R, [En])
îãðàíè÷åíà íà R, óðàâíåíèå (3.3.1) ñëàáî ðåãóëÿðíî è ôóíê-
öèÿ F ∈ C(R × En, En) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
|F (t, x)| ≤ c(|x|) ïðè âñåõ t ∈ R è x ∈ En, ãäå c : R+ → R+ �
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè {r > 0 : Kc(r) ≤ r} 6= 0, ãäå K �
êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (3.3.1), òî óðàâíå-
íèå

dx

dt
= A(t)x + F (t, x) (3.7.7)

èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (3.3.3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Cb(R, En) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ ∈ Cb(R, En) òà-
êîå, ÷òî

P0ψ(0) = 0 è ||ψ|| ≤ K||f ||, (3.7.8)
ãäå K � êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè äëÿ (3.3.1). Ïóñòü ϕ ∈
Cb(R, En). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dt
= A(t)y + F (t, ϕ(t)). (3.7.9)

Òàê êàê |F (t, ϕ(t))| ≤ c(|ϕ(t)|) ≤ c(||ϕ||), òî ôóíêöèÿ f(t) =
F (t, ϕ(t)) îãðàíè÷åíà íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.7.9)
èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå Ψϕ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì (3.7.8) è, â ÷àñòíîñòè,

||Ψϕ|| ≤ K||f || = K sup
t∈R

|F (t, ϕ(t))| ≤ Kc(||ϕ||).
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ : Cb(R, En) → Cb(R, En) ïî ñëåäóþùå-
ìó ïðàâèëó: (Φϕ)(t) = Ψϕ(t) (ϕ ∈ Cb(R, En) è t ∈ R). Ïî-
êàæåì, ÷òî åñëè r0 > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Kc(r0) ≤ r0,
òî øàð B[0, r0] = {ϕ ∈ Cb(R, En) : ||ϕ|| ≤ r0} ïåðåõîäèò â
ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè Φ. Äåéñòâèòåëüíî, ||Φϕ|| ≤ Kc(||ϕ||) ≤
Kc(r0) ≤ r0. Ðàññìîòðèì òåïåðü Cb(R, En) êàê ïîäìíîæåñòâî,
âëîæåííîå â C(R, En). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëþáîé øàð
B[0, r] ⊂ Cb(R, En) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, îãðàíè÷åííûì è çà-
ìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì C(R, En).

Îòîáðàæåíèå Φ : B[0, r0] → B[0, r0] íåïðåðûâíî â òîïîëî-
ãèè C(R, En). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {ϕk} ⊆ Br0 è ϕk → ϕ â
C(R, En). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Φϕk)(t) = Ψϕk

(t)
(t ∈ R). Çàìåòèì, ÷òî fk(t) = F (t, ϕk(t)) → f(t) = F (t, ϕ(t)) â
òîïîëîãèè C(R, En). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî íàé-
äóòñÿ ε0 > 0 è L0 > 0 òàêèå, ÷òî

max
|t|≤L0

|F (t, ϕk(t))− F (t, ϕ(t))| ≥ ε0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò {tk} ⊂ [−L0, L0] òàêàÿ, ÷òî
|F (tk, ϕk(tk))− F (tk, ϕ(tk))| ≥ ε0. (3.7.10)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} îãðàíè÷åíà, òî å¸ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü t0 = lim

k→+∞
tk. Ïîñêîëüêó |ϕk(tk) −

ϕ(t0)| ≤ |ϕk(tk)− ϕ(tk)|+ |ϕ(tk)− ϕ(t0)| ≤ max
|t|≤L0

|ϕk(t)− ϕ(t)|+
|ϕ(tk) − ϕ(t0)|, òî â ïðåäåëå ïîëó÷èì ϕk(tk) → ϕ(t0). Â òà-
êîì ñëó÷àå èç íåðàâåíñòâà (3.7.10) ñëåäóåò, ÷òî ε0 ≤ 0. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Òàêèì îáðàçîì, fk → f â C(R, En)
è, êðîìå òîãî, ||fk|| = sup

t∈R
|F (t, ϕk(t))| ≤ c(||ϕk||) ≤ c(r0), ò.å.

|fk(t)| ≤ c(r0) (t ∈ R) è, ñëåäîâàòåëüíî, |f(t) ≤ c(r0) (t ∈ R). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, Φϕk ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

du

dt
= A(t)u + fk(t).

Êðîìå òîãî, ôóíêöèè Φϕk è èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíû íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φϕk} êîì-
ïàêòíà â C(R, En). Òàê êàê fk → f â C(R, En), òî êàæäàÿ
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ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φϕk} ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.2), óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèÿì (3.7.8). Íî â ñèëó ëåììû 3.7.5 óðàâíåíèå (3.3.2) èìååò
ðîâíî îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (3.7.8). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Φϕk} ñõîäèòñÿ â C(R, En) è íåïðåðûâíîñòü Φ óñòàíîâëåíà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ : B[0, r0] → B[0, r0]
âïîëíå íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè C(R, En). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî

(Φϕ)′(t) = A(t)(Φϕ)(t) + F (t, ϕ(t))
è, ñëåäîâàòåëüíî,

|(Φϕ)′(t)| ≤ a|(Φϕ)(t)|+ |F (t, ϕ(t))| ≤ ar0 + r0 (t ∈ R),

ãäå a = sup{||A(t)|| : t ∈ R}. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(B[0, r0])
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â òîïîëîãèè C(R, En). Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Òèõîíîâà-Øàóäåðà îòîáðàæåíèå Φ èìååò ïî êðàéíåì ìåðå
íåïîäâèæíóþ òî÷êó ϕ ∈ B[0, r0]. Î÷åâèäíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.7.7). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.7.14. Ïóñòü A ∈ C(R, En) è F ∈ C(R×En, En)
óñò. L è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Óðàâíåíèå (3.3.1) ñëàáî ðåãóëÿðíî.
2) |F (t, x)| ≤ c(|x|) (t ∈ R, x ∈ En) è {r > 0 : Kc(r) ≤

r} 6= ∅, ãäå c : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à K
� êîíñòàíòà ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (3.3.1).

3) Ñóæåíèå F0 ôóíêöèè F íà R × B[0, r0] óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîí-
ñòàíòîé Ëèïøèöà L < K−1, ãäå r0 � íåêîòîðîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
Kc(r0) ≤ r0.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.7.7) èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå
íà R ñèëüíî ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ≡ L(A,F0) è Cr0(L) = {ϕ : ϕ ∈
Cb(R, En), ||ϕ|| ≤ r0 è L ⊂ L+∞

ϕ }. Òàêæå êàê è â ëåììå 3.4.1
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Cr0(L) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
Cb(R, En). Îïåðàòîð Φ : Cb(R, En) → Cb(R, En), îïðåäåëåí-
íûé òàêæå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.7.7, ïåðåâîäèò
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Cr0(L) â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ ∈ Cr0(L), òî òàêæå êàê è
â ëåììå 3.4.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) = F (t, ϕ(t)) (t ∈
R) òàêæå ïðèíàäëåæèò Cr0(L). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7.6 Φϕ �
åäèíñòâåííîå íà R, ñèëüíî ñîãëàñîâàííîå â ïðåäåëå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.3.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (3.7.5). Ïîñêîëü-
êó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ϕ1, ϕ2 ∈ Cr0(L)

(Φϕ1−Φϕ2)′(t) = A(t)[(Φϕ1−Φϕ2)(t)]+F (t, ϕ1(t)−F (t, ϕ2(t)),

òî
||Φϕ1 −Φϕ2|| ≤ K sup

t∈R
|F (t, ϕ1(t))− F (t, ϕ2(t))| ≤ KL||ϕ1 − ϕ2||.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî Φ : Cr0(L) → Cr0(L)
ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ïîýòîìó îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó, êîòîðàÿ, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, è ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íî ñîãëàñîâàííûì â ïðåäåëå ðåøåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôóíêöèÿ f ∈ C(R × En, En) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîé) ïî ïåðåìåííîé t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x íà êîì-
ïàêòàõ èç En, åñëè äâèæåíèå σ(t, f) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(C(R×En, En),R, σ) ïîðîæäàåìîå ôóíêöèåé f ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòîè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì (äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêèì).

Ïóòü Q êîìïàêò èç En. Ôóíêöèþ f ∈ C(R × Q, En) íà-
çîâåì àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî ïåðåìåííîé
t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q (äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè äâèæåíèå σ(t, f) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(C(R×Q,En),R, σ), ïîðîæäàåìîå ôóíêöèåé f ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòîè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì (äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêèì).

Ñëåäñòâèå 3.7.15. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.7.8 ôóíê-
öèè A ∈ C(R, [En]) è E0 = F

∣∣
R×B[0,r0]

äâîÿêî àñèìïòîòè-
÷åñêè ïîñòîÿííû (ñîâìåñòíî ïåðèîäè÷íû, ïî÷òè ïåðèîäè÷íû,
ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû), òî óðàâíåíèå (3.7.7) äîïóñêàåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîå (ïåðè-
îäè÷åñêîå, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå, ðåêóððåíòíîå) ðåøåíèå.
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Ñëåäñòâèå 3.7.16. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.7.8 ôóíê-
öèè A ∈ C(R, [En]) è F0 = F

∣∣
R×Br0(0)

ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî
(ïåðèîäè÷íî, ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, ðåêóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷íû,
òî óðàâíåíèå (3.7.7) äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñòàöè-
îíàðíî (ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè, ðåêóððåíòíî) ãî-
ìîêëèíè÷åñêîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3.7.17. Ïóñòü ϕ ∈ C(R, En) � îãðàíè÷åííîå íà R
ðåøåíèå (3.1.1) è ôóíêöèÿ f ∈ C(R×En, En) äâîÿêî àñèìïòî-
òè÷åñêè ïîñòîÿííà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Q = ϕ(R)
(ïåðèîäè÷íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà) è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) Êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ ωfQ
âñå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (3.1.2) èç ωϕ ðàçäåëåíû â ωϕ.
2) Êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ g ∈ αfQ

âñå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.1.2) èç αϕ ðàçäåëåíû â αϕ.

Òîãäà ðåøåíèå ϕ äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (ïå-
ðèîäè÷íî, ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç
òåîðåìû 3.6.1.

Òåîðåìà 3.7.18. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 1) � 4) ïî t ∈ R è x ∈ B[x0, ρ]. Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû
A = f ′0(x0) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ è f ñòàöèîíàðíî
(τ -ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëèíè÷íî ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Bρ(x0) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé f ′x, òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ0 > 0 ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî 0 < ε < ε0 óðàâíåíèå (3.5.1) èìååò åäèíñòâåííîå
ñòàöèîíàðíî (τ -ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëè-
íè÷åñêîå ðåøåíèå xε(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

sup
t∈R

|xε(t)− x0| ≤ ρ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (3.5.6) ñëåäóåò, ÷òî íàðÿ-
äó ñ ôóíêöèåé v(t, h) = f(t, x0 + h) − f0(x0 + h) ñòàöèîíàð-
íî (τ -ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëèíè÷åñêîé ïî
t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî z ∈ B[0, ρ0] áóäåò è ôóíêöèÿ v(t, h, ε). Èç
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ðàâåíñòâà (3.5.13) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ ðà-
âåíñòâîì (3.5.13), òàêæå áóäåò ñòàöèîíàðíî (τ -ïåðèîäè÷åñêè,
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëèíè÷åñêîé ïî τ ∈ R ðàâíîìåðíî
ïî z ∈ B[0, ρ0]. Èç (3.5.9) è (3.5.10) ñëåäóåò, ÷òî ê óðàâíå-
íèþ (3.5.8) ïðèìåíèìû òåîðåìà 3.7.14 è ñëåäñòâèå 3.7.16. Òà-
êèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.5.8) èìååò õîòÿ áû îäíî ñòàöèîíàðíî
(τ -ïåðèîäè÷åñêè, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè) ãîìîêëèíè÷åñêîå ðåøå-
íèå zε(t), ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â øàðå B[0, ρ0]. Ëåãêî çàìå-
òèòü, ÷òî óñëîâèå (3.5.10) ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü òàêîãî
ðåøåíèÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî èñêîìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.1) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

xε(t) = x0 + zε(t)− εv(t, zε(t), ε).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.8. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ñ êîíâåðãåíöèåé

Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû � 2.6 è � 2.7 ê íåàâòîíîìíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìå, ïîñòðîåííîé â ïðèìåðå 3.1.1 ïî óðàâíåíèþ
(3.1.1), ïîëó÷èì ðÿä êðèòåðèåâ è ïðèçíàêîâ êîíâåðãåíòíîñòè
óðàâíåíèÿ (3.1.1).

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.1.1) ñ ðåãó-
ëÿðíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ C(R × En, En). Óðàâíåíèå (3.1.1)
íàçîâ¸ì êîíâåðãåíòíûì, åñëè ïîðîæäàåìàÿ åþ íåàâòîíîìíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ñì. ïðèìåð 3.1.1 è çàìå÷àíèå 3.1.2) êîí-
âåðãåíòíà. Óòî÷íèì ýòî îïðåäåëåíèå.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
f ∈ C(R×En, En) óðàâíåíèÿ (3.1.1) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî
x íà êîìïàêòàõ èç En.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå îïðåäåëåíèåì óðàâíå-
íèå (3.1.1) êîíâåðãåíòíî, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R òàêîå, ÷òî
lim

t→+∞ |ϕ(t, u, g)| < R
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ïðè âñåõ u ∈ En è g ∈ H+(f).
2) Êàêîâî áû íè áûëî g ∈ ωf óðàâíåíèå (3.1.2) èìååò

ðîâíî îäíî ñòàöèîíàðíîå (τ -ïåðèîäè÷åñêîå, ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîå, ðåêóððåíòíîå) ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå êîíâåðãåíòíîñòè
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîãî â ëèòåðàòóðå (ñì., íà-
ïðèìåð, [11]). Îáû÷íî ïîä êîíâåðãåíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ (3.1.1)
ïîíèìàþò íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî íà R ðàâíî-
ìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî â öåëîì ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (3.1.1). Ïðè ýòîì ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîì ðåæèìîì óðàâíåíèÿ (3.1.1).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [80], [100],[101] ñëåäóåò, ÷òî åñëè
óðàâíåíèå (3.1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíâåðãåíòíîñòè â ñìûñ-
ëå [11, ãë.4], òî è êàæäîå óðàâíåíèå (3.1.2) îáëàäàåò ýòèì ñâîé-
ñòâîì äëÿ ëþáîãî g ∈ H+(f) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåìàÿ
óðàâíåíèåì (3.1.1) íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (ñì. çàìå÷àíèå 3.1.2)
êîíâåðãåíòíà. Â òî æå âðåìÿ ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû íåêîí-
âåðãåíòíûõ â ñìûñëå [11, ãë.4] óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîðîæäà-
þò êîíâåðãåíòíûå íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Äåëî
çäåñü â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.1) ìîæåò èìåòü "ïðåäåëüíûé
ðåæèì", êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.1). Îä-
íàêî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (3.1.1) íå çàâèñèò îò t
(τ -ïåðèîäè÷íà ïî t, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t, ðåêóððåíòíà ïî t),
òî äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå ñîâïàäåò ñ îáùåïðèíÿòûì îïðåäå-
ëåíèåì (ýòî âûòåêàåò èç ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 3.8.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.1) áûëî
êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäó-
þùèõ óñëîâèé:

1) Êàêîâî áû íè áûëî g ∈ H+(f) êàæäîå ðåøåíèå
ϕ(t, u, g) (u ∈ En) óðàâíåíèÿ (3.1.2) îãðàíè÷åíî íà R+.

2) lim
t→+∞ |ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)| = 0 ïðè âñåõ g ∈ H+(f) è
u1, u2 ∈ En.

3) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è r > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, r) >
0 òàêîå, ÷òî |u1 − u2| < δ âëå÷¸ò |ϕ(t, u1, g) −
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ϕ(t, u2, g)| < ε ïðè âñåõ t ∈ T+, g ∈ H+(f) è u1, u2 ∈
En, òàêèõ ÷òî |u1|, |u2| ≤ r.

Òåîðåìà 3.8.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.1) áûëî
êîíâåðãåíòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäó-
þùèõ óñëîâèé:

1) Êàêîâî áû íè áûëî g ∈ H+(f) êàæäîå ðåøåíèå
ϕ(t, u, g) (u ∈ En) óðàâíåíèÿ (3.1.2) îãðàíè÷åíî íà R+.

2) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ g ∈ H+(f) è u ∈ En ðåøåíèå
ϕ(t, u, g) óðàâíåíèÿ (3.1.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî, ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

à) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, u, g) > 0
òàêîå, ÷òî |v−u| < δ âëå÷¸ò |ϕ(t, v, g)−ϕ(t, u, g)| < ε
ïðè âñåõ t ∈ R+;

á) ñóùåñòâóåò γ = γ(u, g) > 0 òàêîå, ÷òî |v−u| <
γ âëå÷¸ò lim

t→+∞ |ϕ(t, v, g)− ϕ(t, u, g)| = 0.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç òåîðåì 2.6.3
è 2.6.6.

Çàìå÷àíèå 3.8.3. 1) Â ñëó÷àå ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f
òåîðåìà 3.8.1 îáîáùàåò è óòî÷íÿåò êðèòåðèé ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîé êîíâåðãåíöèè Â.È. Çóáîâà [16].

2) Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè f òåîðåìà 3.8.2 ñîâïàäàåò ñ
òåîðåìîé Í.Í. Êðàñîâñêîãî � Â.À. Ïëèññà [40].

Òåîðåìà 3.8.4. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]), f ∈ C(R, En) è
F ∈ C(R × En, En) ñîâìåñòíî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíû) è ôóíêöèÿ F óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà. Òîãäà åñëè íóëåâîå ðåøåíèå (3.3.1) ðàâíîìåðíî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, òî óðàâíåíèå (3.3.4) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

H+(A, f, F ) = {(A(τ), f (τ), F (τ))|τ ∈ R+}.
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Ïóñòü u ∈ En, (B, g, G) ∈ H+(A, f, F ) è τ ∈ R+. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ϕ(·, u, B, g, G) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

du

dt
= B(t)u + g(t) + G(t, u), (3.8.1)

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó u ïðè t = 0.
Ïîëîæèì Y = H+(A, f, F ) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äè-

íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y . Ïóñòü X = En × Y . Îïðå-
äåëèì íà X äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâè-
ëó: πτ (u,B, g,G) = (ϕ(τ, u, B, g,G);B(τ), g(τ), G(τ )). Â óñëîâèÿõ
òåîðåìû H+(A, f, F ) êîìïàêòíî è òðîéêà

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ),

h
〉
, ãäå h = pr2 : X → Y , åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.7.4. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé Γ(H(A, f, F ), En ×H(A, f, F )) èçî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âñåõ îòîáðàæåíèé χ : H(A, f, F ) → En,
òî îíî íåïóñòî. Îïðåäåëèì íà X

⊗
X ñêàëÿðíóþ íåîòðèöà-

òåëüíóþ ôóíêöèþ V ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

V ((u1, B, g, G), (u2, B, g,G)) =

+∞∫

0

|U(t, B)(u1 − u2)|dτ

äëÿ ëþáûõ (B, g, G) ∈ H(A, f, F ), u1 è u2 ∈ En (U(t, B) � îïå-
ðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (3.3.3). Òàêæå, êàê è â ðàáîòå [57] (ñì.
òàêæå [71, ãë.5]), ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì à) � ã) ëåììû 2.7.3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå èíâàðèàíòíîå îãðàíè÷åííîå ñå÷åíèå ãîìîìîðôèç-
ìà h.

Òàêæå, êàê è â òåîðåìå 2.7.4, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

lim
t→+∞ |ϕ(t, u1, B, g, G)− ϕ(t, u2, B, g,G)| = 0

ïðè âñåõ u1, u2 ∈ En è (B, g, G) ∈ H+(A, f, F ). Òåïåðü äëÿ çà-
âåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåì-
ìó 2.7.1 ê íåàâòîíîìíîé ñèñòåìå

〈
(X,R+, π), (Y +,R+, σ), h

〉
, ãäå

Y + = H+(A, f, F ). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.8.5. Ïóñòü f ∈ C(R × En, En) àñèìïòîòè-
÷åñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà)
ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç En. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî

Re
〈
(u− v), f(t, u)− f(t, v)

〉 ≤ −α|u− v|2 (3.8.2)
ïðè âñåõ u, v ∈ En è t ∈ R, òî óðàâíåíèå (3.1.1) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = H(f), X = En × Y è〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
� íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

èç ïðèìåðà 3.1.1. Îïðåäåëèì íà X
⊗

X ôóíêöèþ V ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó:

V ((u, g), (v, g)) = |u− v|.
Ôóíêöèÿ V , î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì à) � â) ëåììû
2.7.3. Ïîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ ã) ýòîé ëåì-
ìû. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ H(f) èç íåðàâåí-
ñòâà (3.8.2) ñëåäóåò

Re〈(u− v), g(t, u)− g(t, v)〉 ≤ −α|u− v|2 (3.8.3)
ïðè âñåõ u, v ∈ En è t ∈ R. Ïîëîæèì ϕ(t) = |ϕ(t, u, g) −
ϕ(t, v, g)|2, òîãäà èç (3.8.3) ïîëó÷èì dϕ

dt ≤ −2αϕ(t) è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

|ϕ(t, u, g)− ϕ(t, v, g)| ≤ e−αt|u− v| (3.8.4)
ïðè âñåõ t ∈ R+, u, v ∈ En è g ∈ H(f). Òåì ñàìûì ôóíê-
öèÿ V óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ ã) ëåììû 2.7.3 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå γ ∈
Γ(H(f)), En × H(f)) ãîìîìîðôèçìà h. Êðîìå òîãî, èç (3.8.3)
ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞ |ϕ(t, u, g)− ϕ(t, v, g)| = 0 (3.8.5)

ïðè âñåõ g ∈ H(f) è u, v ∈ En. Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû, òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, äî-
ñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 2.7.1 ê íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå

〈
(X,R+, π), (Y +,R+, σ), h

〉
, ãäå Y + = H+(f). Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 3.8.6. Òåîðåìà 3.8.4 îñòà¸òñÿ â ñèëå, åñëè
óñëîâèå (3.8.2) çàìåíèòü ñëåäóþùèì:

Re
〈
W (u− v), f(t, u)− f(t, v)

〉 ≤ −α|u− v|2
ïðè âñåõ t ∈ R è u, v ∈ En, ãäå W � íåêîòîðàÿ ñàìîñîïðÿæåí-
íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû íàäî èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî íåðàâåíñòâà (3.8.4) ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|ϕ(t, u, g)− ϕ(t, v, g)| ≤ Ne−αt|u− v|w,

ïðè âñåõ t ∈ R+ è u, v ∈ En, ãäå |u|w =
√〈

Wu, u
〉
è N � íåêîòî-

ðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ìàòðèöû
W .

Ñëåäñòâèå 3.8.7. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1) f ∈ C(R×En, En) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèì-

ïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç En;

2) f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ∈ En;
3) Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ(t, x) ìàòðèöû

f
′∗
x (t, x)Q + Qf ′x(t, x)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Λ(t, x) ≤ −α < 0, (t ∈
R, x ∈ En), ãäå α > 0 è Q � íåêîòîðàÿ ñàìîñîïðÿæåí-
íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.1.1) êîíâåðãåíòíî è, â ÷àñòíîñòè, âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèì-
ïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 3.8.5 è çàìå÷àíèÿ 3.8.6. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 3.8.7, ñîãëàñíî òåîðåìå 1
èç [97], ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

|ϕ(t, u, g)− ϕ(t, v, g)|Q ≤ Ne−νt|u− v|Q
ïðè âñåõ t ∈ R è u, v ∈ En.
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Â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f ñëåä-
ñòâèå 3.8.7 óñèëèâàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [81].

Çàìå÷àíèå 3.8.8. à) Òåîðåìà 3.8.5 èìååò ìåñòî è â òîì
ñëó÷àå, åñëè â (3.8.5) ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó W çàìåíèòü ñàìî-
ñîïðÿæåííîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé W ∈ C(R, [En]), óäîâëåòâî-
ðÿþùåé íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì
òåì, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â òåîðåìå 2 èç [56]

á) Òåîðåìà 3.8.5 èìååò ìåñòî è äëÿ óðàâíåíèé â ïðîèç-
âîëüíîì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâå.



Ãëàâà 4

Îáîáùåííûå è ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4.1. Îãðàíè÷åííûå íà R+ îáîáùåííûå ôóíêöèè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m = 2, 3, . . . ÷åðåç Dm
L1(R+) îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ : R+ → En, îáëàäàþùèõ m− 1 îáû÷-
íûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì m − 1 ïðîèçâîäíàÿ Dm−1ϕ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà, Djϕ ∈ L1(R+) äëÿ 0 ≤ j ≤ m. ×åðåç
D∞

L1
(R+) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ ôóíêöèé, âñå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò L1(R+).
Â Dm

L1
(R+), m < +∞, ââåäåì íîðìó

||ϕ||m = max
0≤j≤m

+∞∫

0

|Dj(t)|dt

è â D∞
L1

(R+) ââåäåì ëîêàëüíî âûïóêëóþ òîïîëîãèþ, îïðåäåëÿ-
åìóþ ñåìåéñòâîì íîðì || · ||m, m = 0, 1, 2 . . . .

Åñëè ϕ ∈ Dm
L1(R+), òî

ϕ(t) =

+∞∫

t

Djϕ(s)ds + c, (4.1.1)

ãäå c ∈ En. Èç ðàâåíñòâà (4.1.1) ñëåäóåò, ÷òî lim
t→+∞ϕ(t) = c,

è òàê êàê ϕ ñóììèðóåìà, òî c = 0 è lim
t→+∞ϕ(t) = 0. Åñëè ϕ ∈

Dm+1
L1 (R+), òî ôóíêöèè Djϕ(t), j = 0, 1, . . . ,m, ñòðåìÿòñÿ ê

135
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íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè è

Djϕ(t) =

+∞∫

t

Dj+1ϕ(s)ds (j = 1, m).

Òàêèì îáðàçîì,
sup
t∈R+

|Djϕ(t)| ≤ ||ϕ||m+1, (j = 1,m). (4.1.2)

Ëåììà 4.1.1. Ïðîñòðàíñòâî Dm
L1(R+) (0 ≤ m < +∞) áà-

íàõîâî, à D∞
L1(R+) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ m = 0 ïðîñòðàíñòâî D0
L1(R+) =

L1(R+) è îíî áàíàõîâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ m ≤ q ïðî-
ñòðàíñòâà Dm

L1(R+) ïîëíû, òî Dq+1
L1 (R+) òàêæå ïîëíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü {ϕn} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â
Dq+1

L1 (R+). Òîãäà {ϕn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â
Dq

L1(R+), è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò òàêîå
ϕ ∈ Dq

L1(R+), ÷òî ϕn → ϕ â Dq
L1(R+).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé {Dqϕn}. Òàê êàê â ñèëó (4.1.2)

sup
t∈R+

|Dqϕn(t)−Dqϕm(t)| ≤ ||ϕn − ϕm||q+1,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Dqϕn} ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà R+ ê
íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîèçâîäíûõ {Dq+1ϕn} ñõîäèòñÿ â L1(R+). Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ψ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, {Dqϕn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ψ
íà R+ è {Dq+1ϕn} ñõîäèòñÿ â L1(R+) ê Dψ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ϕn → ϕ â Dq

L1(R+), òî Dqϕn → Dqϕ â L1(R+) è ψ = Dqϕ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ Dq+1

L1 (R+) è ϕn → ϕ â Dq+1
L1 (R+).

Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå D∞
L1(R+) îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì íîðì, òî îíî ìåòðèçóåìî. Ïîêàæåì, ÷òî
îíî ïîëíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {ϕn} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Êîøè â D∞

L1(R+). Òîãäà {ϕn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Dm

L1(R+) (m <
+∞) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ξm ∈ Dm

L1(R+) òàêîå, ÷òî
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lim
n→+∞ϕn = ξm â Dm

L1(R+). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ξ0 = ξ1 = . . . ,
çíà÷èò, ξ0 ∈ Dm

L1(R+) è ϕn → ξ0 â D∞
L1(R+). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü Q � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî â R. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç D(Q) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé ϕ : Q → En ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ñõîäèìîñòü â D(Q)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk}
ñõîäèòñÿ ê ϕ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ Q, ÷òî íî-
ñèòåëè suppϕk âñåõ ôóíêöèé ϕk ñîäåðæàòñÿ â K è ïðè êàæäîì
m

max
x∈K

|Dmϕk(x)−Dmϕ(x)| → 0,

êîãäà k → +∞. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D(Q) ñ ââåäåííîé âû-
øå ñõîäèìîñòüþ ïðåâðàùàåòñÿ â ëîêàëüíî âûïóêëîå âåêòîðíîå
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [5], [32], [42]. ×åðåçD′(Q) îáîçíà-
÷èì ñîïðÿæåííîå ê D(Q) ïðîñòðàíñòâî ñ ñèëüíîé òîïîëîãèåé.

Ïóñòü m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. ×åðåç Dm(Q) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ : Q → En ñ m íåïðå-
ðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Åñëè Q �
êîìïàêò, òî ðàâåíñòâîì

||ϕ||m = max
1≤j≤m

sup
x∈Q

|Djϕ(x)|

îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà íà Dm(Q) è îíî ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì
ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè Q � êîìïàêò, òî â D(Q) ââåäåì ëîêàëü-
íî âûïóêëóþ òîïîëîãèþ, îïðåäåëÿåìóþ ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì
|| · ||m.

Ïóñòü òåïåðü Q1 ⊂ Q2 � êîìïàêòû â Q (Q íå îáÿçà-
òåëüíî êîìïàêòíî). Òîãäà Dm(Q1) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
ïðîñòðàíñòâà Dm(Q2) è, ñëåäîâàòåëüíî, â Dm(Q) ìîæíî ââå-
ñòè òîïîëîãèþ ñòðîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîäïðîñòðàíñòâ
Dm(Q1).

Ïðîñòðàíñòâî D(Q) ñîäåðæèòñÿ â Dm(Q). Òîïîëîãèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà D(Q) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêîé, ÷åì èíäóöèðîâàííàÿ èç
Dm(Q). Ïîäïðîñòðàíñòâî D(Q) ïëîòíî â Dm(Q).

Ïóñòü Q =]0, +∞[ è Q = R+ = [0, +∞[. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Cm(Q) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé ϕ : Q → En, îáëàäàþùèõ
íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
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Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé ϕ èç Cm(Q), äëÿ êîòîðûõ âñå ïðî-
èçâîäíûå Dmϕ äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà Q, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Cm(Q). Íîðìó â Cm(Q) (m < +∞) ââåäåì ïî
ôîðìóëå

||ϕ||Cm(Q) = max
0≤j≤m

sup
t∈Q

|Djϕ(t)|.

Ïîëîæèì C(Q) = C0(Q) è C(Q) = C0(Q).
Ñîâîêóïíîñòü ôèíèòíûõ â Q ôóíêöèé êëàññà Cm(Q) îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Cm
0 (Q) (C0(Q) = C0

0 (Q)). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ôóíêöèé êëàññà Cm(Q), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå Q
âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm

0 (Q) (C0(Q) = C0
0 (Q)).

Çàìåòèì, ÷òî D(Q) = C∞
0 (Q) è ïðîñòðàíñòâî D(Q) ïëîòíî

â Dm
L1(R+) (0 ≤ m ≤ +∞).
Ïðîñòðàíñòâî β′m(R+), ñîïðÿæåííîå ê Dm

L1(R+) (0 ≤ m <
+∞), åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

||f ||′m = sup
ϕ∈Dm

L1 (R+), ||ϕ||≤1
|〈f, ϕ〉|.

Ñóæåíèå âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ β′m(R+) íà Dm+1
L1 (R+)

ïðèíàäëåæèò β′m+1(R+) è f âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñóæå-
íèåì, èáî C∞

0 (R+) ïëîòíî â Dm
L1(R+). Îïåðàòîð ñóæåíèÿ óñòà-

íàâëèâàåò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó β′m(R+) è íåêî-
òîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â β′m+1(R+), òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü β′m(R+) ⊂ β′m+1(R+). Äëÿ f ∈ β′m(R+) ñëåäóåò, ÷òî
||f ||′m+1 ≤ ||f ||′m è, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãèÿ â β′m(R+) òîíü-
øå, ÷åì èíäóöèðîâàííàÿ èç β′m+1(R+). Îïåðàòîð ñóæåíèÿ
óñòàíàâëèâàåò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó β′m(R+)
(0 ≤ m < +∞) è íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â β′∞(R+), òàê
÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü β′m(R+) ⊂ β′∞(R+). Òîïîëîãèÿ â β′m(R+)
òîíüøå, ÷åì èíäóöèðîâàííàÿ èç β′∞(R+).

Ïóñòü f ∈ β′∞(R+). Íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U
â D∞L1(R+), ÷òî |〈f, ϕ〉| ≤ 1 äëÿ ϕ ∈ U . Òîãäà ñóùåñòâóåò
öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî p è òàêîå b > 0, ÷òî {ϕ|ϕ ∈
D∞L1(R+), ||ϕ||p ≤ b} ⊂ U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f íåïðåðûâ-
íà íà D∞L1(R+), íàäåëåííîì òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç
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Dp
L1(R+). Òàê êàê D∞L1(R+) ïëîòíî â Dp

L1(R+), òî f ∈ β′p(R+).
Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1.2. β′∞(R+) = ∪0≤m<+∞β′m(R+).
Èç ïëîòíîñòè D(R+) â Dm

L1(R+) ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå íà
Dm(R+) íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ β′m(R+) îïðåäåëÿåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå â D′m(R+), ïðè÷åì f âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì ñóæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî β′m(R+) ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
D′m(R+) ðàñïðåäåëåíèé ïîðÿäêà ≤ m. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà
β′∞(R+) íàçîâåì îãðàíè÷åííûìè íà R+ ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îò-
ìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó β′0(R+) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ïðî-
ñòðàíñòâó D0

L1(R+) = L1(R+), òî β′0(R+) = L∞(R+). Èç ëåììû
4.1.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íà R+ ðàñïðåäåëåíèå
èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ
β′m(R+). Äëÿ α ∈ βm(R+), ϕ ∈ Dm

L1(R+) (0 ≤ m < +∞) èìååò
ìåñòî âêëþ÷åíèå αϕ ∈ Dm

L1(R+) è ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå (α, ϕ) → αϕ ïðîèçâåäåíèÿ βm(R+) × Dm

L1(R+) â Dm
L1(R+)

íåïðåðûâíî. Ïðîèçâåäåíèå αf ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ β′m(R+) íà
ôóíêöèþ α ∈ βm(R+) ìîæíî îïðåäåëèòü îáû÷íûì îáðàçîì:

〈αf, ϕ〉 = 〈f, αϕ〉, (ϕ ∈ Dm
L1(R+)).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè èç βm(R+) ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòîðàìè â β′m(R+). Äëÿ m < +∞ áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
(α, f) → αf èç βm(R+)× β′m(R+) â β′m(R+) íåïðåðûâíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü fn → f , ò.å. 〈fn, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 äëÿ ëþáîãî
ϕ ∈ Dm

L1(R+) è αn → α â βm(R+). Òîãäà
|〈αnfn, ϕ〉 − 〈αf, ϕ〉| = |〈αnfn − αnf, ϕ〉+

〈αnf − αf, ϕ〉| ≤ |〈fn − f, αnϕ〉|+ |〈f, (αn − α)ϕ〉| ≤
||αnϕ||m||fn − f ||′m + ||f ||′m||(αn − α)ϕ||m

è, ñëåäîâàòåëüíî, αnfn → αf . Äëÿ m = ∞ ýòî áèëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âî âñÿêîì ñëó÷àå ðàçäåëüíî íåïðåðûâíûì.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå â β′m(R+) îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì â
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé îáðàçîì è èìååò îáû÷íûå ñâîéñòâà. Åñ-
ëè f ∈ β′m(R+), òî Df ∈ β′m+1(R+), èáî îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé èç β′m(R+) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì
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ê îïåðàòîðó −D : Dm+1
L1 (R+) → Dm

L1(R+). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
α ∈ β′m+1(R+) è f ∈ β′m(R+) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

D(αf) = (Dα)f + α(Df).

Ïóñòü h ∈ R+. Ñäâèã Q + h îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ R+

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Äëÿ ϕ ∈ Dm
L1(Q) ïîëîæèì (τhϕ)(t) = ϕ(t+

h) òàê, ÷òî τhϕ ∈ Dm
L1(Q + h). Îïåðàòîð ñäâèãà ôóíêöèé íà h

τh : Dm
L1(Q) → Dm

L1(Q + h)

åñòü èçîìîðôèçì. Îïåðàòîð ñäâèãà ðàñïðåäåëåíèé íà h (îáî-
çíà÷èì åãî òàêæå ÷åðåç τh) îïðåäåëèì êàê îïåðàòîð èç β′m(Q)
â β′m(Q+h) ðàâåíñòâîì 〈τhf, ϕ〉 = 〈f, τhϕ〉 ïðè âñåõ f ∈ β′m(Q)
è ϕ ∈ Dm

L1(Q).

4.2. Îáîáùåííûå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèå ôóíêöèè

Ôóíêöèþ ϕ ∈ βm(R+) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîé, åñëè {τhϕ|h ∈ R+} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â
βm(R+). Ïðîñòðàíñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé èç ∈ βm(R+) îáîçíà÷èì ÷åðåç βm

app(R+) è ïóñòü
β∞app(R+) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå f ∈ β′∞(R+) àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, åñëè ñäâèãè {τhf |h ∈ R+} îáðà-
çóþò îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â β′∞(R+). Ïóñòü
β′mapp(R+) � ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé f ∈ β′m(R+), ñäâè-
ãè êîòîðûõ {τhf |h ∈ R+} îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî â β′m(R+). Òîãäà β′mapp(R+) ⊂ β′m+1

app (R+) è
β′mapp(R+) ⊂ β′∞app(R+) (0 ≤ m < +∞).

Ëåììà 4.2.1. Ïîäïðîñòðàíñòâî β′mapp(R+) (0 ≤ m < +∞)
çàìêíóòî â β′m(R+).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè fn ∈ β′mapp(R+) è fn → f â β′m(R+),
òî

||τhf − τhfn||′m = sup
ϕ∈Dm

L1 (R+), ||ϕ||m≤1
|〈[τhf − τhfn], ϕ〉| =

sup
ϕ∈Dm

L1
(R+), ||ϕ||m≤1

|〈[fn − f ], τhϕ〉| ≤

sup
ϕ∈Dm

L1
(R+), ||ϕ||m≤1

|〈[f − fn], ϕ〉| = ||f − fn||′m.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0,
ìíîæåñòâî ñäâèãîâ {τhf |h ∈ R+} îáëàäàåò îòíîñèòåëüíî êîì-
ïàêòíîé ε-ñåòüþ è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ β′mapp(R+). Ëåììà äîêà-
çàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∗ ïðîñòðàíñòâî ìåð ñ êîìïàêòíûì íî-
ñèòåëåì; V 1 � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì; V m (m = 2, 3, . . . ) � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé α ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, îáëàäàþùèõ m−2 îáû÷-
íûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì Dm−2α àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à
Dm−1α åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè; V ∞ = D(R+).
Åñëè α ∈ V m+1, òî Dα ∈ V m.

Ëåììà 4.2.2. [12],[46]. Ïóñòü m, q � öåëûå ÷èñëà, 0 ≤
m, q < +∞ è α ∈ V m+q. Òîãäà α ∗ f ∈ βq(R+) äëÿ ëþáîãî
f ∈ β′m(R+) (∗ � ñâåðòêà) è îïåðàòîð f → α ∗ f èç β′m(R+)
â βq(R+) íåïðåðûâåí. Åñëè α ∈ D(R+), òî α ∗ f ∈ β∞(R+)
äëÿ ëþáîãî f ∈ β′∞(R+) è îïåðàòîð f → α ∗ f èç β′∞(R+) â
β∞(R+) íåïðåðûâåí.

Ïóñòü α ∈ D(R+). Èç ëåììû 4.2.2 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð
ñâåðòêè f → α ∗ f èç β′∞(R+) â β∞(R+) íåïðåðûâåí. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ f ∈ β′∞app(R+) ñäâèãè

{τh(α ∗ f)|h ≥ 0} = {α ∗ {τhf}|h ∈ R+} (4.2.1)

îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â β∞(R+), òî
åñòü α ∗ f ∈ β∞app(R+).

Òàê êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D : β′m(R+) → β′m+1(R+)
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ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâåí è ïåðåñòàíîâî÷åí ñî ñäâèãàìè, òî
åñòü ïðîèçâîäíàÿ âñÿêîãî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ñëåäñòâèå 4.2.3. Åñëè α ∈ βm
app(R+) è f ∈ β′mapp(R+), òî

αf ∈ β′mapp(R+).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (α, f) → αf èç βm(R+) × β′m(R+) â
β′m(R+) íåïðåðûâíî äëÿ m < +∞.

Ëåììà 4.2.4. [46], [12] Ïóñòü q ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî è f ∈
D′(R+). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f ∈ β′m(R+) (0 ≤ m < +∞).
2) α ∗ f ∈ βq(R+) äëÿ ëþáîãî α ∈ V m+q.
3) Ñóùåñòâóþò òàêèå ξ ∈ β0(R+) è η ∈ β∞(R+), ÷òî

f = Dmξ + η.
Ëåììà 4.2.5. Ïóñòü q > 0 � öåëîå ÷èñëî è f ∈ D′(R+).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) f ∈ β′mapp(R+) (0 ≤ m < +∞).
2) α ∗ f ∈ βq

app(R+) äëÿ ëþáîãî α ∈ V m+q.
3) Ñóùåñòâóþò òàêèå ξ ∈ β0

app(R+) è η ∈ β∞app(R+), ÷òî
f = Dmξ + η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ β′mapp(R+) è α ∈ V m+q, òî ïî
ëåììå 4.2.2 α∗f ∈ βq(R+). Îïåðàòîð ñâåðòêè f → α∗f , äåéñòâó-
þùèé èç β′m(R+) â βq(R+), íåïðåðûâåí è èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî (4.2.1), ïîýòîìó α ∗ f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
Òàêèì îáðàçîì èç 1) ñëåäóåò 2).

Ïóñòü èìååò ìåñòî 2). Â ñèëó ëåììû 4.2.5 ëþáîå ðàñïðåäå-
ëåíèå f ∈ D′(R+) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f = Dmξ + η, (4.2.2)
ãäå ξ ∈ β0(R+) è η ∈ β∞(R+) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

ξ = Dq(αm+q ∗ ξ) è η = ξm+q ∗ f. (4.2.3)
Èç (4.2.2) è (4.2.3) ñëåäóåò, ÷òî

f = Dm+q(αm+q ∗ ξ) + ξm+q ∗ f.
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Òàê êàê αm+q ∈ V m+q, òî αm+q ∗ f ∈ βq
app(R+), à, çíà÷èò,

ôóíêöèÿ ξ ∈ β0
app(R+) èáî ψ = αm+q ∗ f ∈ βq

app(R+). Òîãäà ξ =
Dqψ ∈ β0

app(R+). Èç òîãî, ÷òî ξm+qD(R+) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
η = ξm+q ∗ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåöèðóåìà. Òàê êàê Djξm+q ∈
V m+q äëÿ ëþáîãî öåëîãî j, òî ôóíêöèÿ Djh = (Djξm+q) ∗ ξ
ïðèíàäëåæèò βq

app(R+) è, ñëåäîâàòåëüíî, η ∈ β∞app(R+). Òàêèì
îáðàçîì èç 2) ñëåäóåò 3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè 3) → 1) äîñòàòî÷íî çà-
ìåòèòü, ÷òî ξ ∈ β0

app(R+) âëå÷åò Dmξ ∈ β′mapp(R+), èáî îïå-
ðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dm ðàñïðåäåëåíèé èç β′0(R+) =
β0(R+) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ (−1)mDm : Dm

L1(R+) → D0
L1(R+). Ëåììà äîêàçàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå f ÿâëÿåòñÿ 0-àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè f ∈ β′0app(R+) è r-àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì äëÿ 1 ≤ r < +∞, åñëè f ∈
β′rapp(R+) è f 6∈ β′r−1

app (R+).
Ëåììà 4.2.6. Äëÿ r ≥ 1 ïðîèçâîäíàÿ r-àñèìïòîòè÷åñêè

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (r + 1)-àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r ≥ 1 è f � r-àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà Df ∈ β′r+1

app (R+).
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî Df /∈ β′rapp(R+). Ïóñòü Df ∈ β′rapp(R+),
òîãäà

f = Dr−1(αr ∗Dξ) + ξ ∗ f.

Åñëè áû Df ∈ β′rapp(R+), òî òîãäà ìû èìåëè áû αr ∗ (Dξ) ∈
β′rapp(R+) è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ β′r−1

app (R+), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó f . Ëåììà äîêàçàíà.

4.3. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîá-
ùåííûìè âîçìóùåíèÿìè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x (4.3.1)
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è íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (4.3.1) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x + f(t). (4.3.2)

Ïóñòü òåïåðü A(t) = (αij(t))n
i,j=1 òàêîâà, ÷òî αij ∈ βm

app(R+)
è f ∈ β

′m+1
app (R+).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü {fk} ⊂ L∞(R+) è fk → f â L∞loc (ò.å.
êàêîâî áû íè áûëî l > 0 esssupt∈[0,l]|fk(t) − f(t)| → 0 ïðè k →
+∞, Ak → A ðàâíîìåðíî íà îòðåçêàõ èç R+ è xk → x. Òîãäà
ϕ(t, xk, Ak, fk) → ϕ(t, x,A, f) ðàâíîìåðíî íà îòðåçêàõ èç R+,
ãäå ϕ(t, x, A, f) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.2), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
òî÷êó x ïðè t = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà

ϕ(t, xk, Ak, fk) = U(t, Ak)xk +

t∫

0

U(t, Ak)U−1(τ, Ak)fk(τ)dτ

ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå ïîä çíàê èíòåãðàëà è ñâîéñòâ îïåðàòîðà Êîøè (ñì.,
íàïðèìåð, [53]).

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (4.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà
R+, αij ∈ β0

app(R+) è f ∈ β′0app(R+). Òîãäà óðàâíåíèå (4.3.2)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå ψ. Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

ψ(t) =
∫ +∞

0
GA(t, τ)f(τ)dτ, (4.3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (4.3.3) äàåò îãðàíè÷åííîå íà
R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.2).

Ïóñòü hk → +∞, {A(hk)} → B è {f (hk)} → g. Òàê êàê ψ
îãðàíè÷åíà íà R+, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψ(hk)} îãðàíè÷å-
íà. Ïóñòü hkm → +∞ òàêîâà, ÷òî {ψ(hkm)} ñõîäèòñÿ è x0 =



4.3. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ... 145

lim
m→+∞ψ(hkm), òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3.1.1 [75] {ψ(t+hkm)} ñõî-
äèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ∗, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî ñîîáðà-
çèòü, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.4).
Òàê êàê óðàâíåíèå (4.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî óðàâíåíèå
(3.3.3), ñîãëàñíî ëåììå 3.3.3, ãèïåðáîëè÷íî íà R, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, óðàâíåíèå (3.3.4) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà
R ðåøåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψ(t+hk)}
ñõîäèòñÿ ê ψ∗ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç R+. Ïîêàæåì, ÷òî

sup{|ψ(t + hk)− ψ∗(t)| : t ∈ R+} → 0 (4.3.4)
ïðè k → +∞. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ε0 > 0 è {τk} ⊂ R+ òàêèå, ÷òî

|ψ(τk + hk)− ψ∗(τk)| ≥ ε0. (4.3.5)
Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {g(τk)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ â L∞loc(R+). Ïóñòü
g = lim

k→+∞
g(τk), òîãäà f (τk+hk) → g â L∞loc(R+). Íå óìàëÿÿ îáù-

íîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ψ∗(τk)} òàêæå ñõî-
äèòñÿ â L∞loc(R+) è {B(τk)} ñõîäèòñÿ â C(R, [En]). Ïîëîæèì
ψ = lim

k→+∞
ψ∗(τk) è B = lim

k→+∞
Bτk

. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ψ

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ

dy

dt
= B(t)y + g(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, çàìå÷àåì, ÷òî
{ψ(τk+hk)} òàêæå ñõîäèòñÿ ê ψ. Çíà÷èò, ψ(0) = lim

k→+∞
ψ(τk +

hk) = lim
k→+∞

ψ∗(τk). Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò (4.3.5). Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî (4.3.4) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ψ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òåîðåìà 4.3.3. Ïóñòü óðàâíåíèå (4.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà
R+, A(t) = (αij(t))n

i,j=1, αij ∈ βm
app(R+) è f ∈ β′m+1

app (R+). Òîãäà
óðàâíåíèå (4.3.2) èìååò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ψ ∈ β′mapp(R+).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ âñÿêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èç β′mapp(R+) ïðèíàäëåæèò β′m+1

app (R+), òî

L(β′mapp(R+)) ⊂ β′m+1
app (R+),

ãäå (Lf, ϕ) = (f, L∗ϕ) è (L∗ϕ)(t) = ϕ′(t) + A∗(t)ϕ(t) ïðè âñåõ
f ∈ β′m(R+) è ϕ ∈ βm(R+).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.3.2) èìååò ðåøåíèå â β′mapp(R+), êà-
êîâî áû íè áûëî f ∈ β′m+1

app (R+). Ïóñòü f ∈ β′m+1
app (R+) r-

àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òàê ÷òî r ≤ m + 1. Åñëè
r = 0, òî â ñèëó òåîðåìû 4.3.2 óðàâíåíèå (4.3.2) èìååò õîòÿ áû
îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r-àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî f ∈ β′m+1

app (R+) ïðè âñåõ r ≤ q−1 óðàâíå-
íèå (4.3.2) èìååò ðåøåíèå â β′mapp(R+), òî îíî èìååò ðåøåíèÿ â
β′m+1

app (R+) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ q-àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 4.2.5 ñó-
ùåñòâóþò ξ ∈ β0

app(R+) è η ∈ β∞app(R+) òàêèå, ÷òî f = Dqξ + η.
Óðàâíåíèå Lx = η èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Ïðîèçâåäÿ â óðàâíåíèè Lx = Dqξ çàìåíó ïåðåìåííûõ
x = z + Dq−1ξ, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå

Lz = −A(t)Dq−1z,

ãäå A(t)Dq−1z èìååò ðàíã ≤ q − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
Lx = f èìååò ðåøåíèÿ â β′mapp(R+), êàêîâî áû íè áûëî f ∈
β′m+1

app (R+). Òàêèì îáðàçîì, L(β′mapp(R+)) = β′m+1
app (R+). Òåîðåìà

äîêàçàíà.

4.4. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî AP (R+) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç C(R+, En), ò. å.
ôóíêöèé ϕ ∈ C(R+, En), êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû
p + ω, ãäå p ∈ C(R+, En) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è lim

t→+∞ |ω(t)| = 0.



4.4. ... ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ... 147

×åðåç APm(R+) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ m-ðàç íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èç C(R+, En), ÿâëÿþùèõ-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî, ò.å.

APm(R+) = {ϕ|Dkϕ ∈ AP (R+), k = 0,m}.
Ðàâåíñòâîì

||ϕ||m = max
0≤j≤m

sup
t∈R+

|Djϕ(t)|

îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà íà APm(R+), ïðè÷åì APm(R+) ñ ýòîé íîð-
ìîé ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Ñâåðòêó äâóõ ôóíêöèé ϕ,ψ ∈ APm(R+) îïðåäåëèì ðàâåí-
ñòâîì

(ϕ ∗ ψ)(t) = lim
T→+∞

1
T

T∫

0

〈ϕ(t + s), ψ(s)〉ds, (4.4.1)

ò. å. (ϕ ∗ ψ)(t) = M{〈ϕ(t + s), ψ(s)〉}. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 4.4.1. Äëÿ ϕ,ψ ∈ APm(R+)

ϕ ∗ ψ = p ∗ q, (4.4.2)

ãäå p è q ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ÷àñòÿìè ôóíêöèé ϕ è ψ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
〈ϕ(t + s), ψ(s)〉 = 〈p(t + s) + ω(t + s), q(s) + ω(s)〉 =
〈p(t + s), q(s)〉+ +〈ω(t + s), q(s)〉+ 〈p(t + s), ω(s)〉+

〈ω(t + s), ω(s)〉 = 〈p(t + s), q(s)〉+ ω(t, s),
(4.4.3)

ãäå ω(t, s) = 〈ω(t + s), q(s)〉+ 〈p(t + s), ω(s)〉+ 〈ω(t + s), ω(s)〉 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ω(t, s) → 0 ïðè s → +∞ (ïðè êàæäîì t ∈ R+).
Èç (4.4.1) è (4.4.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.4.2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.2. Ïóñòü ϕ,ψ ∈ APm(R+) (m ≥ 1), òîãäà

Dj(ϕ ∗ ψ) = (Djϕ) ∗ ψ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê h−1[ϕ(t+h)−ϕ(t)] (t ∈ R+) ïðè
h ↓ 0 èìååò ïðåäåëîì ϕ′(t) (ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+), òî

〈ϕ(s + t + h)− ϕ(s + t)
h

, ψ(t)〉 → 〈ϕ′(s + t), ψ(t)〉
ïðè h ↓ 0 (ðàâíîìåðíî ïî s ∈ R+ ïðè êàæäîì t ∈ R+) è,
ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ′ ∗ ψ = lim
h→0

ϕh ∗ ψ, (4.4.4)

ãäå ϕh = h−1[ϕ(t + h)− ϕ(t)].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ

〈ϕ(s + t + h)− ϕ(s + t)
h

, ψ(s)〉 =

1
h

[〈ϕ(s + t + h), ψ(s)〉 − 〈ϕ(s + t), ψ(s)〉]
ñëåäóåò, ÷òî

(ϕh ∗ ψ)(t) =
1
h

[Ms{〈ϕ(s + t + h), ψ(s)〉 −Ms{〈ϕ(s + t), ψ(s)〉}].
(4.4.5)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (4.4.5) è ó÷èòûâàÿ (4.4.4), ïîëó÷èì
(ϕ ∗ ψ)′ = ϕ′ ∗ ψ.

Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AP ′m(R+) ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå
ê APm(R+). Ñóæåíèå âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ AP ′m(R+)
(m < +∞) íà APm+1(R+) ïðèíàäëåæèò AP ′m+1(R+) è f
âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñóæåíèåì. Îïåðàòîð ñóæåíèÿ óñòà-
íàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó AP ′m(R+) è íåêîòîðûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì â AP ′m+1(R+), ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî AP ′m(R+) ⊂ AP ′m+1(R+), à ïðè m < +∞ AP ′m(R+) ⊂
AP ′∞(R+).

Ëåììà 4.4.3. AP ′∞(R+) = ∪0≤m<+∞AP ′m(R+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî AP ′m(R+) ⊂
AP ′∞(R+). Äàëåå, åñëè f ∈ AP ′∞(R+), òî ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü íóëÿ U â AP∞(R+), ÷òî |〈f, ϕ〉| ≤ 1 äëÿ ϕ ∈ U . Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî m è b > 0, ÷òî èç
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ϕ ∈ AP∞(R+), ||ϕ||m ≤ b, ñëåäóåò ϕ ∈ U . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí íà ïðîñòðàíñòâå AP∞(R+), íà-
äåëåííîì òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç APm(R+). Òàê êàê
AP∞(R+) ïëîòíî â APm(R+), òî f ∈ AP ′m(R+). Ëåììà äîêà-
çàíà.

Ïðîèçâîäíàÿ, ñäâèãè è óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ â APm(R+)
îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: îïåðàòîð D äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ èç AP ′m(R+) � ýòî ñîïðÿæåííûé ê îïåðà-
òîðó −D : APm+1(R+) → APm(R+); îïåðàòîð τh ñäâèãà ôóíê-
öèîíàëîâ èç AP ′m(R+) � ýòî ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó ñäâèãà
τh : APm(R+) → APm(R+); ìóëüòèïëèêàòîðàìè íà AP ′m(R+)
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè α ∈ APm(R+), è îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
α ôóíêöèîíàëîâ èç AP ′m(R+) � ýòî ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó
óìíîæåíèÿ íà α â ïðîñòðàíñòâå APm(R+).

Äåéñòâèå îáîáùåííîé àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñ-
êîé ôóíêöèè (àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ) g ∈ AP ′∞(R+) íà ôóíêöèþ ϕ ∈ AP∞(R+) îïðåäåëèì
ðàâåíñòâîì

〈g ∗ ϕ〉(t) = 〈g, ϕ(t)〉, (4.4.6)
ò.å. 〈g ∗ ϕ〉 : t → 〈g, ϕ(t)〉 = ψ(t).

Îòìåòèì, ÷òî AP ′∞(R+) íå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì (AP∞(R+) ñ÷åòíî íîðìèðîâàíî: ||·||k, k = 0, 1, . . . ).

Ëåììà 4.4.4. Ôóíêöèÿ ψ, îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëîì (4.4.6),
ïðèíàäëåæèò AP∞(R+), åñëè g ∈ AP ′∞(R+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
|ψ(t + τ)− ψ(t)| = |〈g, ϕ(t+τ)〉 − 〈g, ϕ(t)〉| = |〈g, ϕ(t+τ) − ϕ(t)〉|.

(4.4.7)
Èç ëåììû 4.4.3 äëÿ g ∈ AP ′∞(R+) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå m ≥
0, òàêîãî ÷òî g ∈ AP ′m(R+), ïîýòîìó èìååì

|〈g, ϕ(t+τ) − ϕ(t)〉| ≤ ||g||′m||ϕ(t+τ) − ϕ(t)|| < ε,

åñëè òîëüêî ||ϕ(t+τ) − ϕ(t)|| < ε/||g||′m. Èç ðàâåíñòâà (4.4.7) äëÿ
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ψ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî |ψ′(t + τ) − ψ′(t)| =
|〈g, ϕ′(t+τ) − ϕ′(t)〉| è, ñëåäîâàòåëüíî,

|ψ′(t + τ)− ψ′(t)| ≤ ||g||′m||ϕ′(t+τ) − ϕ′(t)|| < ε,
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åñëè ||ϕ′(t+τ)−ϕ′(t)|| < ε/||g||′m. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è äàëü-
øå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü f, g ∈ AP ′∞(R+), òîãäà ñâåðòêà f ∗ g îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì 〈g ∗ f, ϕ〉 = 〈f, g ∗ ϕ〉 (ϕ ∈ AP∞(R+)).

Ëåììà 4.4.5. Ïóñòü f, g ∈ AP ′∞(R+), òîãäà
1) τh(g ∗ f) = (τhg) ∗ f .
2) D(g ∗ f) = (Dg) ∗ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ϕ ∈ AP∞(R+) èìååì
〈τh(g ∗ f), ϕ〉 = 〈g ∗ f, τhϕ〉 = 〈f, 〈g, τhϕ〉〉 =

= 〈f, 〈τhg, ϕ〉〉 = 〈(τhg) ∗ f, ϕ〉.
Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ AP∞(R+), òîãäà

〈D(g ∗ f), ϕ〉 = 〈g ∗ f,−Dϕ〉 = 〈f, 〈g,−Dϕ〉〉 =
= 〈f, 〈Dg,ϕ〉〉 = 〈(Dg) ∗ f, ϕ〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

4.5. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ dx
dt = A(t)x + f(t) â êëàññå

àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðàñïðåäåëå-
íèé APm(R+)

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (4.3.2) ñ
A(t) = (αij(t))n

i,j=1, ãäå αij ∈ APm(R+), è f ∈ APm+1(R+).
Îïðåäåëèì îïåðàòîð L : APm+1(R+) → APm(R+) ðàâåí-

ñòâîì
(Lx)(t) =

dx

dt
(t)−A(t)x(t).

×åðåç L∗ îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ê L,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(L∗y)(t) =
dy

dt
(t) + A∗(t)y(t).

Ëåììà 4.5.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
M{〈x(t),−ϕ̇(t)−A∗(t)ϕ(t)

〉} = M{〈f(t), ϕ(t)
〉} (4.5.1)

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå 〈
x, L∗ϕ

〉
=

〈
f, ϕ

〉
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ïðè âñåõ ϕ ∈ APm+1(R+) è x ∈ APm(R+) (m ≥ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ APm+1(R+) è x ∈ APm(R+),
òîãäà

1
T

T∫

0

〈
ẋ(t)−A(t)x(t), ϕ(t)

〉
dt =

1
T

T∫

0

〈
f(t), ϕ(t)

〉
dt.

Òàê êàê
T∫

0

〈
ẋ(t), ϕ(t)

〉
dt =

〈
x(t), ϕ(t)

〉 ∣∣∣
T

0
+

T∫

0

〈
x(t),−ϕ̇(t)

〉
dt,

òî

1
T

T∫

0

〈
x(t),− ˙ϕ(t)−A∗(t)ϕ(t)

〉
dt +

1
T

〈
x(t), ϕ(t)

〉 ∣∣∣
T

0
=

1
T

T∫

0

〈
f(t), ϕ(t)

〉
dt.

Çàìåòèì, ÷òî |〈x(T ), ϕ(T )
〉− 〈

x(0), ϕ(0)
〉| ≤ M è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ∣∣∣ 1
T

〈
x(t), ϕ(t)

〉∣∣∣
T

0
≤ M

T
→ 0

ïðè T → +∞. Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.5.1). Ëåììà äîêà-
çàíà.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ AP
′m+1(R+). Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-

ðèîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå x ∈ AP
′m(R+) íàçîâ¸ì îáîáù¸í-

íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.3.2), åñëè
〈
x, L∗ϕ

〉
=

〈
f, ϕ

〉
êàêîâî

áû íè áûëî ϕ ∈ APm+1(R+).

Òåîðåìà 4.5.2. Åñëè îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4.3.1) ãèïåðáî-
ëè÷íî íà R+, òî äëÿ ëþáîãî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ AP

′m+1(R+) óðàâíåíèå (4.3.2) èìå-
åò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî îáîáù¸ííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå η ∈ AP

′m(R+).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S : APm+1(R+) → APm(R+) �
ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

(Sf)(t) =

+∞∫

0

GA(t, τ)f(τ)dτ,

ãäå GA(t, τ) � ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (4.3.1).
Ïóñòü ϕ ∈ APm(R+) è f ∈ APm+1(R+), òîãäà η = Sf

îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ îáîáù¸ííóþ ôóíêöèþ η ∈ AP
′m(R+),

ïðè÷¸ì

〈
η, ϕ

〉
= M{〈η(t), ϕ(t)

〉} = M
{〈 +∞∫

0

GA(t, τ)f(τ)dτ, ϕ(t)
〉}

=

M
{ +∞∫

0

〈
GA(t, τ)f(τ), ϕ(t)

〉
dτ

}
= M

{〈 +∞∫

0

〈
f(τ), G∗

A(t, τ)ϕ(t)
〉
dτ

}

= lim
T→+∞

1
T

T∫

0

+∞∫

0

〈
f(τ), G∗

A(t, τ)ϕ(t)
〉
dτdt =

lim
T→+∞

1
T

T∫

0

〈
f(τ),

+∞∫

0

G∗
A(t, τ)ϕ(t)dt

〉
dτ =

M
{〈

f(τ),

+∞∫

0

G∗
A(t, τ)ϕ(t)dt

〉}

è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈
η, ϕ

〉
= M

{〈
f(τ),

+∞∫

0

G∗
A(t, τ)ϕ(t)dt

〉}
,

ãäå G∗
A(t, τ) � îïåðàòîð, ñîïðÿæ¸ííûé ê GA(t, τ).

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (4.3.1) ãèïåðáîëè÷íûì íà R+ ÿâëÿåò-
ñÿ è óðàâíåíèå

dy

dt
= −A∗(t)y. (4.5.2)
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3.5 ðàâåíñòâî

(S∗ϕ)(t) =

+∞∫

0

G∗
A(t, τ)ϕ(t)dt

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå èç APm(R+) â APm+1(R+).
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð S∗ : APm(R+ → APm+1(R+) íåïðåðû-
âåí. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (3.4.20) èç [53] âûòåêàåò,
÷òî

+∞∫

0

||G∗
A(t, τ)||dt ≤ 2N

ν
(τ ∈ R+), (4.5.3)

ãäå N, ν � êîíñòàíòû ãèïåðáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (4.5.2) (ñì.
íåðàâåíñòâà (3.3.5) è (3.3.6)). Èç íåðàâåíñòâà (4.5.3) èìååì

||S∗ϕ||0 = sup
t∈R+

∣∣∣
+∞∫
0

G∗
A(t, τ)ϕ(t)dt

∣∣∣ ≤
+∞∫
0

||G∗
A(t, τ)||dt · ||ϕ||0 ≤ 2N

ν ||ϕ||m.

(4.5.4)

Òàêèì îáðàçîì, S∗ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

dy

dt
= −A∗(t)y + ϕ(t)

è, ñëåäîâàòåëüíî, S∗(APm(R+)) ⊆ APm+1(R+) è ||S∗ϕ||m ≤ cm·
||ϕ||m, ãäå cm � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò m è ìàòðèöû A(t).

Òàêèì îáðàçîì, S∗ åñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
äåéñòâóþùèé èç APm(R+) â APm+1(R+). Èòàê, áóäåì èìåòü
ðàâåíñòâî

〈
Sf, ϕ

〉
=

〈
η, ϕ

〉
=

〈
f, S∗ϕ

〉
, (4.5.5)

êîòîðîå èìååò ìåñòî è ñìûñë ïðè ëþáûõ ϕ ∈ APm(R+) è f ∈
APm+1(R+), ãäå η = Sf . Èç ðàâåíñòâà (4.5.5) ñëåäóåò, ÷òî

〈
η, L∗ϕ

〉
=

〈
Sf, L∗ϕ

〉
=

〈
f, S∗(L∗ϕ)

〉
.
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Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈ APm+1(R+), òîãäà
S∗(L∗ϕ)(τ) = S∗(ϕ̇(t) + A∗(t)ϕ(t))(τ) =

=.
+∞∫
0

G∗
A(t, τ) ˙ϕ(t)dt +

+∞∫
0

G∗
A(t, τ)A∗(t)ϕ(t)dt.

(4.5.6)

Èç (4.5.6), èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
+∞∫

0

G∗
A(t, τ) ˙ϕ(t)dt = G∗

A(t, τ)ϕ(t)
∣∣∣
+∞

0
−

+∞∫

0

∂

∂t
G∗

A(t, τ)ϕ(t)dt =

= −G∗
A(0, τ)ϕ(0)−

+∞∫

0

G∗
A(t, τ)A∗(t)ϕ(t)dt + ϕ(t)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(S∗L∗ϕ)(τ) = −G∗

A(0, τ)ϕ(0) + ϕ(τ). (4.5.7)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð, ïðîåêòèðóþùèé En íà

E+ = {x |x ∈ En, sup
t≥0

|U(t,−A∗)x| < +∞}
è

B = {ϕ |ϕ ∈ APm+1(R+), Pϕ(0) = 0},
ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â APm+1(R+). Òîãäà èç ðà-
âåíñòâà (4.5.7) ñëåäóåò, ÷òî S∗L∗ � åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðà-
òîð â B è, ñëåäîâàòåëüíî,

L∗S∗ = IdAP m(R+) è S∗L∗ = IdB,

ãäå IdAP m(R+) è IdB � òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû â APm(R+)
è B ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç L = (L∗)′ è S =
(S∗)′ ñîïðÿæ¸ííûå îïåðàòîðû ê L∗ è S∗ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
L ◦S = IdB′ , ãäå B′ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæ¸ííîå ê B, à IdB′ �
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â B′. Çàìåòèì, ÷òî L

∣∣∣
AP ′m+1(R+)

= L

è S
∣∣∣
AP

′m(R+)
, ãäå L

∣∣∣
AP

′m+1(R+)
è S

∣∣∣
AP

′m(R+)
� ñóòü ñóæåíèÿ

îïåðàòîðîâ L íà AP
′m+1(R+) è S íà AP

′m(R+).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¸òñÿ çàìå-

òèòü, ÷òî 〈
x, L∗ϕ

〉
=

〈
f, ϕ

〉
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äëÿ âñåõ f ∈ B′ ⊇ AP
′m+1(R+). Äåéñòâèòåëüíî,

〈
x,L∗ϕ〉

=
〈
Sf, L∗ϕ

〉
=

〈
LSf, ϕ

〉
=

〈
f, ϕ

〉
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.6. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé è àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

Ñîïðÿæ¸ííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü X � âåê-
òîðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è (X,R, π) � äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà íà X. ×åðåç X ′ îáîçíà÷èì ñîïðÿæ¸ííîå ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôîðì, îïðåäåëåííûõ íà X.

×åðåç X ′
s îáîçíà÷àåì X ′ ñ ñëàáîé òîïîëîãèåé è X ′

c � X ′ ñ
òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè. Òîãäà fj → 0 â X ′

s òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈
fj , x

〉 → 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, è fj → 0
â X ′

c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà A ⊆ X sup{|〈fj , x

〉| : x ∈ A} → 0.
Íà ïåðâûé âçãëÿä òîïîëîãèÿ êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè êà-

æåòñÿ ñèëüíåå ñëàáîé òîïîëîãèè. Îäíàêî äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ïðîñòðàíñòâ (íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå), ãäå ïðèìå-
íèìà òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà [42], [32], ýòè òîïîëîãèè ýê-
âèâàëåíòíû.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå
ïðîñòðàíñòâà X, äëÿ êîòîðûõ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ
êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè íà X ′ ýêâèâàëåíòû. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû X áûëî ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, õîòÿ ñóùåñòâóåò
è äðóãèå ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå äàííûì ñâîéñòâîì.

Ïóñòü h ∈ R. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå τh ("h-ñäâèã") ïðî-
ñòðàíñòâà X ′

s â ñåáÿ ðàâåíñòâîì
(τhf)(x) = f(π(x, h))

ïðè âñåõ x ∈ X è f ∈ X ′
s. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ñå-

ìåéñòâî îòîáðàæåíèé {τh|h ∈ R} îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

τ0 = IdX′
s
, (4.6.1)

τh1 ◦ τh2 = τh1+h2 (h1, h2 ∈ R) (4.6.2)
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è
τh : X ′

s → X ′
s í. (4.6.3)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π′ : X ′
s × R→ X ′

s ðàâåíñòâîì
π′(f, h) = τhf (4.6.4)

ïðè ëþáûõ f ∈ X ′
s è h ∈ R. Èç (4.6.1) � (4.6.2) ñëåäóåò, ÷òî

π′(f, 0) = f è π′(π′(f, h1), h2) = π′(f, h1 + h2) (4.6.5)
ïðè ëþáûõ f ∈ X ′

s è h1, h2 ∈ R.
Ëåììà 4.6.1. (X ′

s,R, π′) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü π′.
Ïóñòü fj → f â X ′

s è tj → t â R. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ X π′(fj , tj)(x) = fj(π(x, tj)). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå B :
X × X ′

s → X ðàâåíñòâîì B(x, f) = f(x). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Ïóñòü xk → x è fk → f . Òîãäà

|fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)| ≤
sup{fn(x)− f(x)| : x ∈ Q}+ |f(xn)− f(x)|,

(4.6.6)
ãäå Q = {xn}∪{x}. Ó÷èòûâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëàáîé òîïîëî-
ãèè è òîïîëîãèè êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè íà X ′ è íåðàâåíñòâî
(4.6.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî B íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî

π′(fj , tj)(x) = fj(π(x, tj)) = B(π(x, tj), fj) → B(π(x, t), f).

Òàê êàê π(x, tj) → π(x, t) è B íåïðåðûâíî, òî π′(fj , tj)(x) →
f(π(x, t)) = π′(f, t)(x) ïðè êàæäîì x ∈ X, ò.å. π′(fj , tj) →
π′(f, t) â X ′. Ëåììà äîêàçàíà.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X ′,R, π′) íàçîâ¸ì ñîïðÿæåííîé ê
(X,R, π).

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ íà D è D′. Íàïîì-
íèì (ñì.� 4.1), ÷òî ÷åðåç D = D(R) ìû îáîçíà÷èëè ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
ϕ : R → Rn. Ïðîñòðàíñòâî D ñ ââåä¸ííîé â íåì ñõîäèìîñòüþ
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì âåêòîðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâàì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.
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Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì h ∈ R îòîáðàæåíèå τh : D → D ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(τhϕ)(x) = ϕ(x + h) (4.6.7)
ïðè âñåõ ϕ ∈ D è x ∈ R. Î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîâåðÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (4.6.1) � (4.6.3). Ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé {τh}
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ : D × R → D ïî ôîðìóëå (4.6.4).
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî σ óäîâëåòâîðÿåò òîæåñòâàì (4.6.5). Ïî-
êàæåì, ÷òî σ : D × R→ D íåïðåðûâíî.

Ïóñòü ϕk → ϕ â D è hk → h â R. Òàê êàê ϕk → ϕ è hk → h,
òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ R, ÷òî

−hk + suppϕk ⊆ K (k = 1, 2, . . .)

è, ñëåäîâàòåëüíî, supp τhk
ϕk ⊆ K (k = 1, 2, . . .). Ïîêàæåì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(ϕk, hk)} ñõîäèòñÿ ê σ(ϕ, h) â D. Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ K, òîãäà

|Djσ(ϕk, hk)(x)−Djσ(ϕ, h)(x)| = |Djϕk(x + hk)−
Djϕ(x + h)| ≤ |Djϕk(x + hk)−Djϕ(x + hk)|+
|Djϕk(x + hk)−Djϕ(x + h)| ≤ max

y∈K′
|Djϕk(y)−Djϕ(y)|+

max
z∈K

|Djϕ(z + hk)−Djϕ(z + h)|, (4.6.8)

ãäå K ′ � êîìïàêò èç R òàêîé, ÷òî suppϕk ⊆ K ′. Èç íåðàâåí-
ñòâà (4.6) âèäíî, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäè-
ìîñòè {σ(ϕk, hk)} ê σ(ϕ, h) â D äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî j ∈ Z+ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
k→+∞

max
x∈K

|Djϕ(x + hk)−Djϕ(x + h)| = 0.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóþò j0 ∈ Z+, ε0 > 0 è {xk} ⊆
K òàêèå, ÷òî

|Dj0ϕ(xk + hk)−Dj0ϕ(xk + h)| ≥ ε0. (4.6.9)
Òàê êàê K åñòü êîìïàêò, òî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
ñ÷èòàåì, ÷òî xk → x0 è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (4.6.9), êîãäà
k → +∞, íàõîäèì

0 = |Dj0ϕ(x0 + h)−Dj0ϕ(x0 + h)| ≥ ε0.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Òåì ñàìûì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èòàê, îòîáðàæåíèå σ : D ×
R→ D íåïðåðûâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà (D,R, σ) åñòü äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà D.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′ ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-
íûõ ôîðì íà D, íàäåë¸ííîå ñëàáîé òîïîëîãèåé, ò.å. fk → f â D′
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (fk, ϕ) → (f, ϕ) ïðè êàæäîì ϕ ∈ D.
Îïðåäåë¸ííàÿ òàêèì îáðàçîì òîïîëîãèÿ íà D′ ïðåâðàùàåò åãî
â ëîêàëüíî âûïóêëîå âåêòîðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîñòðàíñòâî D íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ôðåøå, òåì íå ìåíåå, ñëàáàÿ è êîìïàêòíàÿ ñõîäè-
ìîñòü íà D′ ñîâïàäàþò. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü fk → f â ñëàáîé
òîïîëîãèè è M � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò èç D. Òîãäà ñîãëàñíî
[5],[42] ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ R òàêîé, ÷òî M ⊂ Dk ⊂ D,
ãäå Dk � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç D, íîñèòåëè êîòîðûõ ëå-
æàò â K. Òàê êàê (fk, ϕ) → (f, ϕ) ïðè êàæäîì ϕ ∈ D, òî, â
÷àñòíîñòè, (fk, ϕ) → (f, ϕ) è ïðè ϕ ∈ Dk. Ñëåäîâàòåëüíî, {fk}
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ íà Dk, íî ïðîñòðàíñòâî Dk ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, à äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå ñëàáàÿ
òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíû.
Ïîýòîìó fk → f ðàâíîìåðíî íà M .

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå âûøå çàêëþ÷àåì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå
D′ îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (D′,R, σ′), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñîïðÿæåííîé äëÿ (D,R, σ).

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ â ëîêàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Ïðîñòðàíñòâî F ⊆ D′ íàçûâàåòñÿ [6] ïîëóëîêàëü-
íûì, åñëè ϕu ∈ F äëÿ ëþáûõ u ∈ F è ϕ ∈ C∞

0 = C∞
0 (R). Åñëè

F ñîäåðæèò âñÿêîå ðàñïðåäåëåíèå u ∈ D′, äëÿ êîòîðîãî ϕu ∈ F
äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C∞

0 , òî F íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì.
Íàèìåíüøåå ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå F , ìû

îáîçíà÷èì ÷åðåç Floc. Floc � ýòî ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåë¸ííîå
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó [49]:

Floc = {u |u ∈ D′, ϕu ∈ F äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C∞
0 }. (4.6.10)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fc ìíîæåñòâî âñåõ u ∈ F ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì [5]. Åñëè F ïîëóëîêàëüíî, òî ñîãëàñíî [49]:

Fc = Floc ∩ E ′ è Floc =
(
Fc

)
loc

,

ãäå E ′ = D′c, çäåñü D′c � ìíîæåñòâî âñåõ u ∈ D′ ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì.

Ïóñòü F ⊆ D′ � ïîëóëîêàëüíîå íîðìèðîâàííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà D′ ñ íîðìîé ||·||F . Èíäåêñ F â äàëüíåé-
øåì áóäåì îïóñêàòü, åñëè ÿñíî, î êàêîé íîðìå èä¸ò ðå÷ü. Íà
ïðîñòðàíñòâå Floc ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ τ ñåìåéñòâîì
ïîëóíîðì ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñëè ϕ ∈ C∞

0 , òî îòîáðàæå-
íèå pϕ : Floc → R+, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

pϕ(u) = ||ϕu||, (4.6.11)
çàäàåò íà Floc íåêîòîðóþ ïîëóíîðìó. Ñåìåéñòâî ïîëóíîðì P =
{pϕ |ϕ ∈ C∞

0 } îïðåäåëÿåò íà Floc íåêîòîðóþ òîïîëîãèþ.
Ëåììà 4.6.2. Ïóñòü F ⊆ D′ � ïîëóëîêàëüíîå íîðìèðîâàí-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà D′ òàêîå, ÷òî óìíîæå-
íèå íà ôóíêöèè èç C∞

0 íåïðåðûâíî (ò.å. äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C∞
0 ñó-

ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà M(ϕ) > 0 òàêàÿ, ÷òî
||uϕ|| ≤ M(ϕ)||u|| äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ F), òîãäà òîïîëîãèÿ τ , ïî-
ðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì P íà Floc, ìåòðèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk ∈ C∞
0 ôóíêöèþ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
[−k, k] ⊆ suppϕk ⊆ [−(k + 1), k + 1]

è
ϕk(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ [−k, k].

Èçâåñòíî [5], ÷òî òàêèå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò. Ðàññìîòðèì
ñ÷¸òíîå ñåìåéñòâî ïîëóíîðì P ′ = {pk = pϕk

| k = 1, 2, . . .}. Ïî-
êàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ïîëóíîðì P ′ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì íà
Floc [32], [42]. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u ∈ Floc îòëè÷íî îò íóëÿ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ϕ ∈ C∞

0 òàêîå, ÷òî pϕ(u) = ||uϕ|| > 0. Òàê
êàê ϕ ∈ C∞

0 , òî íàéä¸òñÿ òàêîé íîìåð k, ÷òî supp ϕ ⊆ [−k, k]
è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕϕk = ϕ. Òîãäà èìååì

0 < ||uϕ|| = ||uϕϕk|| ≤ M(ϕ)||uϕk|| = M(ϕ)pk(ϕ).
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Èòàê, pk(ϕ) > 0. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ïîëóíîðì {pk} ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì è ôîðìóëà

d(u, v) =
∞∑

k=1

1
2k

pk(u− v)
1 + pk(u− v)

(4.6.12)

îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà Floc, ñîâìåñòíóþ ñ òîïî-
ëîãèåé τ [32], [42]. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.6.3. Floc ñ ìåòðèêîé (4.6.12) ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè F � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.

Ëåììà 4.6.4. Ïóñòü (D′,R, σ′) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñäâèãîâ íà D′. Åñëè ñóæåíèå σ′ íà F × R íåïðåðûâíî â òîïî-
ëîãèè F × R, ãäå F � ïîäïðîñòðàíñòâî D′, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì ëåììû 4.6.2, òîãäà ñóæåíèå σ′ íà Floc×R íåïðåðûâ-
íî â òîïîëîãèè Floc × R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü up → u â Floc è hp → h. Ïîêàæåì,
÷òî σ′(up, hp) → σ′(u, h) â Floc. Òàê êàê hp → h, òî ñóùåñòâóåò
h0 > 0 òàêîå, ÷òî |hp| ≤ h0 ïðè âñåõ p = 1, 2, . . .. Ïóñòü A ⊂ R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(A, h0) = {x + y |x ∈ A, |y| ≤ h0}. Îöåíèì

pk(σ′(up, hp)− σ′(u, h)) = ||σ′(up, hp)− σ′(u, h)ϕk||,
äëÿ ÷åãî âûáåðåì ϕ ∈ C∞

0 òàê, ÷òîáû ϕ(x) = 1 ïðè âñåõ x ∈
B([−k, k], h0). Òîãäà

ϕ(x + τ)ϕk(x) = ϕk(x) ïðè âñåõ x ∈ [−k, k] è |τ | ≤ h0.

Òàêèì îáðàçîì,
pk(σ′(up, hp)− σ′(u, h)) = ||[σ′(up, hp)− σ′(u, h)]ϕk|| =

||σ′(up, hp)ϕk − σ′(u, h)ϕk|| =
||σ′(up, hp)σ(ϕ, hp)ϕk − σ′(u, h)σ(ϕ, h)ϕk|| =

||σ′(upϕ, hp)ϕk − σ′(uϕ, h)ϕk|| =
||[σ′(upϕ, hp)− σ′(uϕ, h)]ϕk|| ≤
M(ϕk)||σ′(upϕ, hp)− σ′(uϕ, h)||.

(4.6.13)
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Òàê êàê ϕ ∈ C∞
0 , òî upϕ → uϕ â F è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
p→+∞ ||σ

′(upϕ, hp)− σ′(uϕ, h)|| = 0. (4.6.14)

Èç (4.6.13) è (4.6.14) âûòåêàåò, ÷òî
lim

p→+∞ pk(σ′(up, hp)− σ′(u, h)) = 0

ïðè êàæäîì = 1, 2, . . .. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 4.6.5. Òðîéêà (Floc,R, σ′) åñòü äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà ñäâèãîâ íà Floc, ãäå F � ïîëóëîêàëüíîå íîðìèðîâàííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî D′, â êîòîðîì óìíîæåíèå íà ôóíêöèè èç
C∞

0 íåïðåðûâíî.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ è àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáî-
ëåâà Hs. Ïóñòü k : R → R � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

k(ξ)k−1(η) ≤ C · (1 + |ξ − η|)l (ξ, η ∈ R)

ïðè íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ C è l, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ôóíê-
öèè k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk,p ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ â R
ôóíêöèé u : R→ Rn, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí èíòåãðàë

||u||p =
∫
|u(ξ)|pkp(ξ)dξ,

ãäå 1 ≤ p ≤ +∞. Åñëè k(ξ) = 1, òî ïðîñòðàíñòâî Lk,p ñîâïàäà-
åò ñ ïðîñòðàíñòâîì Lp. Ïðîñòðàíñòâà Lk,p è Lp èçîìåòðè÷åñêè
èçîìîðôíû [6], [49]. Â ÷àñòíîñòè, Lk,p ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì
áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü Hk,p � ñîâîêóïíîñòü òåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé u ∈
D′, Ôóðüå-îáðàç êîòîðûõ û = Fu ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Lk,p. Òîïîëîãèÿ íà Hk,p çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìû

||u|| =
(∫

|û(ξ)|pkp(ξ)dξ
) 1

p
.

Èçâåñòíî [6], [49], ÷òî îïåðàòîð Ôóðüå F óñòàíàâëèâàåò èçî-
ìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó Hk,p è Lk,p. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî Hk,p ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïóñòü (D′,R, σ′) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà D′. Ïî-
êàæåì, ÷òî ñóæåíèå íà Hk,p ×R îòîáðàæåíèÿ σ′ : D′ ×R→ D′
íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè Hk,p×R. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè uk → u
è â Hk,p è hr → h â R, òî

||σ′(ur, hr)− σ′(u, h)|| ≤ ||σ′(ur, hr)− σ(u, hr)||+
||σ′(u, hr)− σ′(u, h)||. (4.6.15)

Èçâåñòíî [6, ñ.18], ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hk,p èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãîâ τa (a ∈ R), ïðè÷åì äëÿ u ∈ Hk,p èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

||u|| = ||τau|| è lim
|a|→0

||τau− u|| = 0. (4.6.16)

Èç (4.6.15) è (4.6.16) ñëåäóåò, ÷òî σ′(ur, hr) → σ′(u, h) â Hk,p.

Ñëåäñòâèå 4.6.6. Òðîéêà (Hk,p,R, σ′) åñòü äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñäâèãîâ íà Hk,p.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå D′ ìû âûäåëèì áàíàõîâî
ïîäïðîñòðàíñòâî Hk,p òàêîå, ÷òî ñóæåíèå σ′ íà Hk,p×R íåïðå-
ðûâíî â òîïîëîãèè Hk,p ×R. Èç [6] è [49] ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Hk,p ïîëóëîêàëüíî è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ôóíê-
öèè èç C∞

0 íåïðåðûâíà. Ñîãëàñíî ëåììå 4.6.2 íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Hk,p

loc , çàäàííîì ïî ôîðìóëå (4.6.10), ñåìåéñòâî ïîëóíîðì
(4.6.11) îïðåäåëÿåò ìåòðèçóåìóþ òîïîëîãèþ.

Ñëåäñòâèå 4.6.7. Òðîéêà (Hk,p
loc ,R, σ′) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ íà Hk,p
loc .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç âûøåñêàçàííîãî è ëåììû 4.6.4.

×åðåç Hs è Hs
loc îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà Hk,p è Hk,p

loc ñîîò-
âåòñòâåííî â ñëó÷àå, êîãäà k(ξ) = (1 + |ξ|2)s è p = 2. Èç ñëåä-
ñòâèé 4.6.6 è 4.6.7 cëåäóåò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâàõ Hs è Hs

loc îïðå-
äåëåíû äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ (Hs,R, σ′) è (Hs

loc,R, σ′)
ñîîòâåòñòâåííî.



4.7. Ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ...163

Êàê è äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
(Hk,p

loc ,R, σ′) è (Hs
loc,R, σ′) äàþò óäîáíîå ñðåäñòâî èçó÷åíèÿ îá-

ùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé èç Hk,p
loc ñ ïðèâëå÷åíèåì îáùåé òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Íàïðèìåð, ôóíêöèþ u ∈ Hk,p

loc íàçîâåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
(àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè äâèæåíèå σ′(u, ·),
ïîðîæäàåìîå ôóíêöèåé u â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Hk,p

loc ,R, σ′)
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì (àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèì).

4.7. Ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè

Ïóñòü T = R èëè R+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(T, En) áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé f : T → En ñ íîðìîé ||f || = sup{|f(t)| : t ∈ T}. Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Cb(T, En) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
(Cb(T, En))n = Cb(T, En)× Cb(T, En)× · · · × Cb(T, En).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τhf ñäâèã ôóíêöèè f ∈ (Cb(T, En))n, ò.å.
(τhf)(x) = f(x + h), (C∗

b (T, En))n � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå
ê (Cb(T, En))n. Åñëè ϕ ∈ (C∗

b (T, En))n è f ∈ (Cb(T, En))n, òî
〈ϕ, f〉 ∈ En. Çíàêîì ⇀ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â (Cb(T, En))n.

Ôóíêöèþ f ∈ (Cb(R+, En))n íàçîâåì ñëàáî àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (ñ.à.ï.ï.), åñëè ìíîæåñòâî ñäâèãîâ
{τhf : h ∈ R+} îáðàçóåò îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â
ñëàáîé òîïîëîãèè (Cb(R+, En))n. Ìíîæåñòâî âñåõ ñ.à.ï.ï. ôóíê-
öèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Añë.

Ó÷èòûâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ êîìïàêòíîñòè è ñ÷åò-
íîé êîìïàêòíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [88], òåîðåìà 1.2) ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.7.1. f ∈ (Cb(R+, En))n � ñ.à.ï.ï. ôóíêöèÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hk} ⊂
R+ ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hkm} è ôóíêöèÿ g ∈
(Cb(R+, E))n òàêèå, ÷òî τhkm

⇀ g, ò.å. 〈ϕ, τhkm
〉 → 〈ϕ, g〉 äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ (C∗
b (R+, E))n.
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Ëåììà 4.7.2. Åñëè f = lim
k→+∞

fk è g = lim
k→+∞

gk â ñëàáîé
òîïîëîãèè Cb(R+, E), òî fg = lim

k→+∞
fkgk â ñëàáîé òîïîëîãèè

Cb(R+, E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãåëüôàíäà-Íåéìàðêà
[7] ïðîñòðàíñòâî Cb(R+, E) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî êîëüöó
C(Ω) âñåõ êîïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîì õàóñäîð-
ôîâîì ïðîñòðàíñòâå Ω (ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ
èäåàëîâ).

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, ìîæíî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàòü ÷òî fk, gk ∈ C(Ω). Òàê êàê ñëàáàÿ ñõîäè-
ìîñòü {fk} â C(Ω) ýêâèâàëåíòíà åå îãðàíè÷åííîñòè è ïîòî÷å÷-
íîé ñõîäèìîñòè, òî fkgk ⇀ fg. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.7.3. Ìíîæåñòâî Añë åñòü çàìêíóòàÿ ïîäàë-
ãåáðà (Cb(R+, E)), èíâàðèàíòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈
Añë, òî τhf ∈ Añë (h ∈ R+). Òàê êàê Añë � âûïóêëîå ïîä-
ìíîæåñòâî (Cb(R+, E))n, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 èç [88] äëÿ
çàìêíóòîñòè Añë â ñëàáîé òîïîëîãèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
åãî çàìêíóòîñòü â òîïîëîãèè (Cb(R+, E))n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f = lim

k→+∞
fk ({fk} ⊂ Añë ), ò.å. ||fk − f || → 0 ïðè k → +∞, ãäå

||·|| � íîðìà â (C(R+, E))n, è ïóñòü {hm} ⊂ R+. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hmp} ⊂ {hm} è ýëåìåíòû gm òàêèå,
÷òî lim

p→+∞ τhmp
fk = gk â ñëàáîé òîïîëîãèè (k = 1, 2, . . . ). Åñëè

ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò g = lim
k→+∞

gk, òî îòñþäà áóäåò
âûòåêàòü, ÷òî g = lim

p→+∞ τhmp
f â ñëàáîé òîïîëîãèè è, ñëåäîâà-

òåëüíî, f ∈ Añë. Èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà âûòåêàåò, ÷òî

||gr − gs|| = sup{|〈ϕ, gr − gs〉| : ||ϕ|| ≤ 1} =
= sup

||ϕ||≤1
lim

p→+∞ |〈ϕ, τhmp(fr − fs)〉| ≤ ||fr − fs||.

Òîãäà {gk} ôóíäàìåíòàëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
lim

k→+∞
gk = g.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî åñ-
ëè f1, f2 ∈ Añë , òî f1 · f2 ∈ Añë . Ïóñòü f1, f2 ∈ Añë è
{hm} ⊂ R+. Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hmp} è ýëåìåíòû
F 1, F 2 â Cb(R+, E) òàêèå, ÷òî

lim
p→+∞ τhmp

f1 = F 1 è lim
p→+∞ τhmp

f2 = F 2

â ñëàáîé òîïîëîãèè. ×òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî
lim

p→+∞ τhmp
f1 · τhmp

f2 = F 1 · F 2

â ñëàáîé òîïîëîãèè, äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 4.7.2. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.7.4. Añë ñ íîðìîé ||f || = sup{|f(t)| : t ∈ R+}
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü M ⊂ En � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Cb(R+×M ; En) = (Cb(R+×M ;E))n ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R+ × M ñî çíà÷åíèÿìè â En

è îãðàíè÷åííûõ íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+ × K, ãäå K ⊂ M
� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ (Cb(R+ ×M ; E))n

÷åðåç τhf îáîçíà÷èì cäâèã ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé t íà h,
ò.å. (τhf)(t, p) = f(t + h, p), è τhf = f (h).

Ôóíêöèþ f ∈ (Cb(R+ ×M ; E))n íàçîâåì ñëàáî àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî t ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M , åñëè
äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} ⊂ R+ ñóùåñòâóþò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {tkm} è ôóíêöèÿ g ∈ Cb(R+ ×M ;En) òàêèå,
÷òî 〈ϕ, f (tkm )(·, p)〉 → 〈ϕ, g(·, p)〉 ïðè m → +∞ äëÿ êàæäîãî
ϕ ∈ (C∗

b (R, E))n ðàâíîìåðíî ïî p íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ M .
Ëåììà 4.7.5. Ôóíêöèÿ f ∈ (Cb(R+×M ; E))n ñëàáî àñèìï-

òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(·, p) ∈ (Cb(R+, E))n ñ.à.ï.ï. äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ M è îòîáðàæåíèå M 3 p → f(·, p) ∈ (Cb(R+, E))n

íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ñ.à.ï.ï. ïî t ðàâ-
íîìåðíî ïî p ∈ M , òîãäà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî f(·, p) ñ.à.ï.ï. äëÿ êàæäîãî p ∈ M . Äîïóñòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå p → f(·, p) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â íåêîòîðîé
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òî÷êå p0 ∈ M . Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, {tk} ⊂ R+, {pk} ⊂
K ⊂ M òàêèå, ÷òî K � êîìïàêò, pk → p0 è

|f(tk, pk)− f(tk, p0)| ≥ 4ε0 (4.7.1)

ïðè âñåõ k ∈ N. Òàê êàê f ñ.à.ï.ï. ïî t ∈ R+ ðàâíîìåðíî ïî
p ∈ M , òî ñóùåñòâóþò {tkm} è g ∈ (C(R+ ×M ;E))n òàêèå, ÷òî
τtkm

f ⇀ g. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ (C∗
b (R+, E))n è êîìïàêòà K

áóäåì èìåòü

|〈ϕ, τtkm
f(·, p)〉 − 〈ϕ, g(·, p)〉| < ε0

äëÿ n > n1 è âñåõ p ∈ K. Äëÿ ϕ = δ0 (δ0 � ìåðà Äèðàêà,
ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå 0) áóäåì èìåòü

|τtkm
f(0, pkm)− g(0, pkm)| < ε (4.7.2)

è
|τtkm

f(0, p0)− g(0, p0)| < ε (n > n1). (4.7.3)
Äàëåå èç íåïðåðûâíîñòè g â òî÷êå (0, p0) íàéäåòñÿ n2 > n1

òàêîå, ÷òî

|g(0, pkm)− g(0, p0)| < ε (m > n2 > n1). (4.7.4)

Èç íåðàâåíñòâ (4.7.2) � (4.7.4) ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî m > n2

|τtkm
f(0, pkm)− τtkm

f(0, p0)| ≤ |τtkm
f(0, pkm)− g(0, pkm)|+

|τtkm
f(0, p0)− g(0, p0)|+ |g(0, pkm)− g(0, p0)| < 3ε,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (4.7.1).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {tk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë. Âîçüìåì ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
{pi} èç M . Ïîñêîëüêó f(·, pi) ∈ Añë , òî ìîæíî íàéòè ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tkm} òàêóþ, ÷òî τtkm

f(·, pi) ⇀ g(·, pi) ïðè
êàæäîì i ∈ N. Ïî òåîðåìå 1.1 [88] ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Hm} èç âûïóêëîé îáîëî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{τtkm

f} òàêóþ, ÷òî {Hm(·, p)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R+ ê
g(·, p) ðàâíîìåðíî ïî p ∈ K. Èñõîäÿ èç ýòîãî è èç íåïðåðûâ-
íîñòè p → f(·, p), ïîëó÷àåì, ÷òî {Hm(·, p)} óäîâëåòâîðÿåò êðè-
òåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíî ïî p íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå
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K ⊂ M . Èòàê, ñóùåñòâóåò g(·, p) ∈ (Cb(R+ ×M ; E))n (p ∈ M)
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ M èìååì

lim
m→+∞ sup

p∈K
|H(·, p)− g(·, p)| = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, p → g(·, p) íåïðåðûâíî. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðî-
âàííîãî ϕ ∈ (C∗(R+, E))n èìååì ðàâíîìåðíî ïî p ∈ K ⊂ M ,

〈ϕ, τtkm
f(·, p)〉 → 〈ϕ, g(·, p)〉.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 4.7.6. Åñëè îòîáðàæåíèå p → f(·, p) (p ∈ M)

íåïðåðûâíî, òî äëÿ êàæäûõ êîìïàêòà K ⊂ M è ε > 0, ñó-
ùåñòâóþò p1, p2, . . . , pm ∈ K è ïîëèíîìû Qi íà En (i = 1,m)
òàêèå, ÷òî

|f(t, p)−
m∑

i=1

f(t, pi)Qi(p)| < ε

äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ è p ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîìïàêò è ε > 0. Ìíîæåñòâî
{f(·, p) : p ∈ K} êîìïàêòíî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε/2
ñåòü {f(·, pi) | i = 1,m}. Ïîëîæèì Ui = {p : ||f(·, p)− f(·, pi)|| <
ε/2}. Ïóñòü gi (i = 1,m) � ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû äëÿ
ïîêðûòèÿ {Ui} èç K, òîãäà

|f(t, p)−
m∑

i=1

f(t, pi)gi(p)| < ε

2
.

Òåïåðü, åñëè ìû àïïðîêñèìèðóåì gi íà K ïîëèíîìîì Qi (i =
1,m), òî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.7. Åñëè f ∈ (Cb(R+ ×M ; E))n ñëàáî àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî ïî t ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M, y ∈ Añë
è Q = y(R+) ⊂ M , òî W ∈ Añë, ãäå W (t) = f(t, y(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Ïî ëåììå 4.7.6 íàéäåòñÿ
g ∈ (Cb(R+, E))n òàêàÿ, ÷òî |W (t) − g(t)| < ε ïðè âñåõ t ∈ R+,
ïðè÷åì

g(t) =
m∑

i=1

f(t, pi) ·Qi(y(t)).
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Òàê êàê f(·, pi) ∈ Añë , Qi � íåêîòîðûå ïîëèíîìû è Añë �
ïîäàëãåáðà àëãåáðû (Cb(R+, E))n, òî g ∈ Añë. Ïîñêîëüêó ε ïðî-
èçâîëüíî è Añë � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî W ñ.à.ï.ï.. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïóñòü f ∈ (Cb(R+ ×M,E))n. ×åðåç H+(f) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëàáûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê {τnf : h ∈ R+}, ò.å.

H+(f) = {g|g ∈ (Cb(R+ ×M, E))n, ∃{tk} ⊂ R+, τtkf ⇀ g}.
Óñòàíîâèì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ñëàáî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ëåììà 4.7.8. Åñëè f ∈ (Cb(R+×M, E))n ñ.à.ï.ï. ïî t ðàâ-
íîìåðíî ïî p ∈ M , òî è âñå ôóíêöèè â H+(f) ñ.à.ï.ï. ïî t
ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ H+(f), τtkf ⇀ g. Ïî ëåììå
4.7.5 è òåîðåìå 4.7.3 ìû èìååì g(·, p) ∈ Añë äëÿ êàæäîãî p ∈
M . Ïðè ôèêñèðîâàííûõ p, q ∈ M áóäåì èìåòü
|g(t, p)−g(t, q)| = lim

k→+∞
|τtkf(t, p)−τtkf(t, q)| ≤ ||f(·, p)−f(·, q)||

äëÿ êàæäîãî t ∈ R+. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå p → g(·, p)
íåïðåðûâíî è ñîãëàñíî ëåììå 4.7.5 g ∈ H+(f) � ñ.à.ï.ï. ïî t
ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.9. Åñëè f ∈ (Cb(R+×M, E))n ñ.à.ï.ï. ïî t ðàâ-
íîìåðíî ïî p ∈ M , òî äëÿ ëþáîãî g ∈ H+(f) H+(g) ⊆ H+(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ H+(f), òîãäà ñóùåñòâóåò
{tk} ⊂ R+ òàêàÿ, ÷òî τtkf ⇀ g. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì
h ∈ R+, τtk+hf ⇀ τhg. Äåéñòâèòåëüíî, {τtk+hf} îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíà â ñëàáîé òîïîëîãèè, èáî f ∈ Añë . Ïîêàæåì, ÷òî
{τtk+hf} ñëàáî ñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
îíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Äîïóñòèì, ÷òî
ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò g1, g2 ∈ H+(f) è {tik+h} ⊂ {tk+h}
òàêèå, ÷òî τtik+hf ⇀ gi (i = 1, 2), ñëåäîâàòåëüíî,

gi(t, p) = lim
k→+∞

τtik+hf(t, p).

Òàê êàê
τhg(t, p) = lim

k→+∞
τtk+hf(t, p)
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äëÿ ëþáîãî t ∈ R+, è p ∈ M, {tik + h} ⊆ {tk + h}, òî ìû ïîëó-
÷èì, g1(t, p) = g2(t, p) = g(h)(t, p). Òàêèì îáðàçîì, τtk+hf ⇀ τhg

è, ñëåäîâàòåëüíî, H+(g) = {g(h)|h ∈ R+} ⊆ H+(f), èáî τhg ∈
H+(f) ïðè âñåõ h ∈ R+ è H+(f) çàìêíóòî. Îòñþäà ñëåäóåò
êîìïàêòíîñòü H+(g) â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.7.10. {ψk} → y ñëàáî â (Cb(R+, E))n òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ψk} îãðàíè÷åíà è 〈ϕ,ψk〉 → 〈ϕ, y〉 äëÿ
êàæäîãî ϕ ∈ (C∗

b (R+, E))n, ϕ = (β, β, . . . , β), ãäå β � ëèíåéíûé
ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðèè ìàêñè-
ìàëüíûõ èäåàëîâ Ãåëüôàíäà-Íåéìàðêà è ñïåöèôèêè ñëàáîé
ñõîäèìîñòè â C(Ω), ãäå Ω � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî [7].

Ñëåäóÿ [106], îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ
ïðàâèëîì f̂(s, p) = 〈ϕ, fs(·, p)〉 äëÿ ϕ ∈ (C∗

b (R+, E))n è f ∈
(Cb(R+ ×M ; E))n.

Ëåììà 4.7.11. Åñëè f ∈ (Cb(R+×M ; E))n ñëàáî àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî ïî p íà êîmïàêòàõ
èç M è ϕ ∈ (C∗

b (R+, E))n, ϕ = (β, β, . . . , β) (β � ëèíåéíûé ìóëü-
òèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë), òî f̂ ∈ H+(f). Åñëè τtkf ⇀ g,
òî τtk f̂ ⇀ ĝ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî ìåð Äèðàêà {δs|s ∈ R+} ⊂
(C∗

b (R+, E))n ïëîòío íà ìíîæåñòâå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-
íûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ñëàáîé∗ òîïîëîãèè
(C∗

b (R+, E))n [7]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò {tk} òàêàÿ, ÷òî
δtk ⇀ ϕ, ò.å. 〈ϕ, f (t)(·, p)〉 = lim

k→+∞
〈δtk , f (t)(·, p)〉. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî lim
k→+∞

f(t + tk, p) = 〈ϕ, f (t)(·, p)〉. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

τtkf(t, p) → f̂(t, p). Èçâëåêàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {τtkm

f} èç {τtkf}, ïîëó÷èì ftnk
⇀ f̂ .

Ïîñêîëüêó (Cb(R+, E))n 3 y → ŷ ∈ (C(R+, E))n � ëèíåéíàÿ
èçîìåòðèÿ, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî è âòîðîå óòâåðæäå-
íèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.7.12. Åñëè îòîáðàæåíèå p → f(·, p) (p ∈ M)
íåïðåðûâíî, y ∈ (C(R+, E))n, Q = y(R+) � êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî â M è ϕ ∈ (C∗

b (R+, E))n, òî f̂(s, ŷ(s)) = 〈ϕ,w(s)〉
äëÿ s ∈ R+, ãäå w(t) = f(t, y(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ, η, ψ, χ � îòîáðàæåíèÿ, îïðåäå-
ëåííûå ôîðìóëàìè
τ : C∗

b (R+, E) → (C∗
b (R+, E))n, τ(ϕ) = (β(ϕ), β(ϕ), . . . , β(ϕ)),

χ : C∗
b (R+, E) → En, χ(ϕ) = 〈τ(ϕ), w(s)〉,

η : C∗
b (R+, E) → En, η(ϕ) = 〈τ(ϕ), y(s)〉,

ψ : C∗
b (R+, E)× En → En, ψ(ϕ, p) = 〈τ(ϕ), f (s)(·, p)〉.

Ðàññìîòðèì ñëàáóþ∗ òîïîëîãèþ â C(R+, E). Òîãäà χ, η, ψ ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Òàê ÷òî β → ψ(β, η(β))
òàêæå íåïðåðûâíî. Ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå ìåð Äèðàêà
ψ(β, η(β)) = χ(β), òî ýòî æå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî íà ìíî-
æåñòâå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ëåììà äîêàçàíà.

4.8. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñî ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Òåîðåìà 4.8.1. Ïóñòü f ∈ (Cb(R+ × M,E))n ñ.à.ï.ï. ïî
t ðàâíîìåðíî ïî p ∈ M . Åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè g ∈ Ωf =
{g|∃hk → +∞, τhk

f ⇀ g} óðàâíåíèå
du

dt
= g(t, u) (4.8.1)

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ íà R ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïàêò-
íîì ìíîæåñòâå K ⊂ M ⊂ En è ψ ∈ (Cb(R+, E))n � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x)

òàêîå, ÷òî ψ(R+) ⊆ K, òî ψ � ñ.à.ï.ï. ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ M � êîìïàêò òàêîé, ÷òî
ψ(R+) ⊆ K è {tk} ⊂ R+ (tk → +∞). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {tkm} è ôóíêöèÿ g ∈ (Cb(R+×M,E))n òàêèå,
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÷òî f (tkm) ⇀ g è {ψ(tkm)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ èç R ê ôóíêöèè y ∈ (Cb(R+, E))n è y(R) ⊆ K.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ψ(tkm ) ⇀ y.

Äîïóñòèì, ÷òî {ψ(tkm )} 6⇀ y. Ñîãëàñíî ëåììå 4.7.1 ñóùå-
ñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë ϕ, ÷òî {〈ϕ,ψ(tkm )〉} íå
ñõîäèòñÿ ê 〈ϕ, y〉, ãäå ϕ ∈ (C∗

b (R+, E))n. Èç îïðåäåëåíèÿ g è y
ñëåäóåò, ÷òî ẏ = g(t, y), à èç ëåììû 4.7.5, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
〈ϕ, ẏs〉 = ˆ̇y(s), ïîëó÷èì

ˆ̇y = ĝ(t, ŷ(t)) (4.8.2)
äëÿ t ∈ R. Ñîãëàñíî ëåììå 4.7.11 ŷ ∈ H+(y) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ŷ ⊆ K. Àíàëîãè÷íî äëÿ t ∈ R

ˆ̇
ψ(t) = f̂(t, ψ̂(t)). (4.8.3)

Ïîñêîëüêó {〈ϕ, ψ(tkm )〉} íå ñõîäèòñÿ ê 〈ϕ, y〉, òî ñóùåñòâóþò ε >
0 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rm} ⊂ {tkm} òàêèå, ÷òî

|〈ϕ,ψ(rm)〉 − 〈ϕ, y〉| ≥ ε (4.8.4)
ïðè âñåõ m ∈ N è {ψ̂(rn)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîì-
ïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå èç R ê ôóíêöèè z ∈ (Cb(R+, E))n. Ïî
ëåììå 4.7.11 f̂ (rm) ⇀ ĝ è ĝ ∈ H+(f). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.8.3)
ñëåäóåò, ÷òî

ż(t) = ĝ(t, z(t)), (4.8.5)
(z(R) ⊆ K) äëÿ âñåõ t ∈ R. Òîãäà èç ðàâåíñòâ (4.8.2) è (4.8.5)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ z è y ñóòü ðåøåíèÿ â K îäíîãî è òîãî æå
óðàâíåíèÿ, è ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû z = y.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (4.8.4) èìååì
|z(0)− ŷ(0)| = lim

m→+∞ |ψ̂
(rm)(0)− 〈ϕ, y〉| =

= lim
m→+∞ |〈ϕ,ψ(rm)〉 − 〈ϕ, y〉| ≥ ε.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ(tkm) ⇀ y. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ëåììà 4.8.2. Ïóñòü I = [a, b] ⊂ R, A, Ak ∈ C(I, [E]n) è
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) ||Ak(t)|| ≤ M ïðè âñåõ t ∈ [a, b] è k ∈ N, ãäå M �
íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

2) Ak(t) → A(t) ïðè êàæäîì t ∈ I.
Òîãäà:

1) Ñóùåñòâóåò L > 0 òàêîå, ÷òî ||U(t, Ak)|| ≤ L ïðè
âñåõ t ∈ I è k ∈ N, ãäå U(t, Ak) � îïåðàòîð Êîøè
óðàâíåíèÿ

dx

dt
= Ak(t)x.

2) Ïðè êàæäîì t ∈ I U(t, Ak) → U(t, A), êîãäà k → +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê U(t, Ak) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû {

U̇(t, Ak) = Ak(t)U(t, Ak)
U(0, Ak) = IdEn ,

òî èç íåðàâåíñòâà (3.1.3) èç [53] ñëåäóåò, ÷òî
||U(t, Ak)|| ≤ eM [b−a] = L (k ∈ N). (4.8.6)

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïîëîæèì Vk(t) =
U(t, A)− U(t, Ak) è çàìåòèì, ÷òî Vk(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

{
dVk(t)

dt = A(t)Vk(t) + [A(t)−Ak(t)]U(t, Ak)
Vk(0) = 0 .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Vk(t) = U(t, A)

t∫

0

U−1(τ, A)[A(τ)−Ak(τ)]U(τ, Ak)dτ. (4.8.7)

Ïóñòü K = max{||U(t, A)||, ||U−1(t, A)|||a ≤ b}. Èç (4.8.6) è
(4.8.7) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

||Vk(t)|| ≤ K2L|
t∫

0

||Ak(τ)−A(τ)||dτ |. (4.8.8)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (4.8.8), ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ëå-
áåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõoäå ïîä çíàê èíòåãðàëà [21], ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.8.3. Åñëè A ∈ Añë(R+, [En]) è óðàâíåíèå (3.3.1)
ãèïåðáîëè÷íî íà R+, òî êàæäîå óðàâíåíèå

dy

dt
= B(t)y, (4.8.9)

ãäå B ∈ ΩA = {B|∃tk → +∞, A(tk) ⇀ B}, ãèïåðáîëè÷íî íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ ΩA, òîãäà ñóùåñòâóåò tk →
+∞, A(tk) ⇀ B. Ïóñòü P (A), Q(A) è N1, N2, ν1, ν2 � ïðîåêòîðû
è êîíñòàíòû, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ãèïåðáîëè÷íîñòè íà
R+ óðàâíåíèÿ (3.3.1). Ïîëîæèì

P (A(tk)) = U(tk, A)P (A)U−1(tk, A)

è
Q(A(tk)) = U(tk, A)Q(A)U−1(tk, A).

Èç íåðàâåíñòâ (3.3.5) è (3.3.6) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû P (A(tk)) è
Q(A(tk)) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è, ñëåäîâàòåëüíî, {P (A(tk))}
è {Q(A(tk))} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì P (B) =
lim

k→+∞
P (A(tk)) è Q(B) = lim

k→+∞
Q(A(tk)). Çàìåòèì, ÷òî

P 2(A(tk)) = P (A(tk)) (4.8.10)
è

P (A(tk)) + Q(A(tk)) = IdEn (4.8.11)
ïðè âñåõ k ∈ N. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (4.8.10), êîãäà k →
+∞, ïîëó÷àåì P 2(B) = P (B). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
Q2(B) = Q(B). Íàêîíåö, èç (4.8.11) ñëåäóåò, ÷òî P (B)+Q(B) =
IdEn . Òàêèì îáðàçîì, P (B) è Q(B) � ïàðà âçàèìíî äîïîëíè-
òåëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî èõ ìîæíî âçÿòü â êà÷å-
ñòâå ïðîåêòîðîâ â îïðåäåëåíèè ãèïåðáîëè÷íîñòè íà R óðàâ-
íåíèÿ (4.8.9). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü t ≥ τ è t, τ ∈ R. Òîãäà
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ tk ÷èñëà t è τ ïðèíàäëåæàò èíòåðâà-
ëó ]− tk,+∞[. Èç ðàâåíñòâ

U(t, A(tk))P (A(tk))U−1(τ,A(tk)) =

U(t, A(tk))U(tk, A)P (A)U−1(tk, A)U−1(τ, A(tk)) =
U(t + tk, A)P (A)U−1(τ + tk, A)
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è íåðàâåíñòâà (3.3.5), ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå è ëåììó 4.8.2,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ||U(t, B)P (B)U−1(τ,B)|| ≤ N1e

−ν1(t−τ).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ||U(t, B)Q(B)U−1(τ, B)|| ≤

N2e
ν2(t−τ) ïðè t ≤ τ è t, τ ∈ R. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.8.4. Ïóñòü A ∈ Añë(R+, [En]) è óðàâíåíèå
(3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî B ∈ ΩA óðàâíå-
íèå (4.8.1) íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ðåøåíèé.

Òåîðåìà 4.8.5. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà
R+ è A(t) ∈ Añë(R+, [En]). Åñëè f ∈ Añë(R+, [En]), òî óðàâ-
íåíèå (3.3.2) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì (3.3.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ñ.à.ï.ï. ôóíêöèÿ
f ∈ Añë îãðàíè÷åíà íà R+, ïîýòîìó èç [8] ñëåäóåò, ÷òî ðà-
âåíñòâîì (3.3.7) çàäàåòñÿ îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3.3.2). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.8.4 äëÿ êàæäîãî B ∈ ΩA

è g ∈ Ωf óðàâíåíèå (3.3.4) èìååò íå áîëåå îäíîãî îãðàíè÷åí-
íîãî íà R ðåøåíèÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.8.1 ýòî ðåøåíèå ñëàáî
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Òåîðåìà 4.8.6. Ïóñòü A ∈ Añë(R+, [En]) è óðàâíåíèå
(3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+. Åñëè F ∈ Cb(R+ × En, En) ñëà-
áî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî ïî t ðàâíîìåðíî ïî x
íà êîìïàêòàõ èç En è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R+ ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà, òî óðàâíåíèå (3.7.6) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
S : Añë(R+, En) → Añë(R+, En),

îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

(Sy)(t) =

+∞∫

0

GA(t, τ)F (τ, y(τ))dτ. (4.8.12)
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Ñîãëàñíî ëåììå 4.7.5 è òåîðåìå 4.8.5 ðàâåíñòâîì (4.8.12) äåé-
ñòâèòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð S : Añë(R+, En) →
Añë(R+, En). Èç îöåíêè ||GA(t, τ)|| ≤ Ne−ν|t−τ | è óñëîâèÿ Ëèï-
øèöà äëÿ F ñëåäóåò, ÷òî S � ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèå, åñëè
(2N

ν )L < 1, ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè F . Òîãäà
åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ S áóäåò ñ.à.ï.ï.
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.7.6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.8.7. Ïóñòü A ∈ Añë(R+, [En]), óðàâíåíèå
(3.3.1) ãèïåðáîëè÷íî íà R+ è F ∈ Cb(R+×En, En) ñëàáî àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî ïî t ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàê-
òàõ èç En è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ðàâíîìåð-
íî ïî t ∈ R+. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
êàæäîì |ε| ≤ ε0 óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x + εF (t, x)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕε, ïðè÷åì ||ϕε|| → 0 ïðè ε → 0.

Çàìå÷àíèå 4.8.8. Êàäàÿ ñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ â ñìûñëå Ôðåøå ôóíêöèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëàáî àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Äàëåå, åñëè p ∈ Cb(R, En)
ñëàáî ïî÷òè ïåðèîäè÷íà [88] (ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ñäâèãîâ
{pτ |τ ∈ R} ôóíêöèè p îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â ñëàáîé∗ òî-
ïîëîãèè Cb(R, En)) è ω ∈ C0(R, En), òî ôóíêöèÿ ϕ = p + ω
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè â ñìûñëå Ôðåøå. Äëÿ ïîäòâåð-
æäåíèÿ ñêàçàííîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ϕ(t) =
sin(t + ln(1 + |t|)) + e−t. Ôóíêöèÿ p(t) = sin(t + ln(1 + |t|)) ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, íî íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
ïî Áîðó (ñì., íàïðèìåð, [99]).



Ãëàâà 5

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ,
èíòåãðàëüíûõ è ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

5.1. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
(ÔÄÓ) è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Ïóñòü r > 0, C([a, b], En) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ : [a, b] → En ñ íîðìîé sup. Åñëè
[a, b] = [−r, 0], òî ïîëîæèì C = C([−r, 0], En). Ïóñòü σ ∈ R,
A ≥ 0 è u ∈ C([σ − r, σ + A], En), äëÿ ëþáîãî t ∈ [σ, σ + A]
îïðåäåëèì ut ∈ C ñîîòíîøåíèåì ut(θ) = u(t + θ), −r ≤ θ ≤ 0.

Ïðèìåð 5.1.1. Àâòîíîìíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (àâòîíîìíûå ÔÄÓ). Ðàññìîò-
ðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t)
dt

= f(xt), (5.1.1)

ãäå f ∈ C(C,En). Îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (5.1.1) áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåí-
íîñòè è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé íà R+. Ïóñòü
ϕ ∈ C è x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(s) = ϕ(s) (s ∈ [−r, 0]). (5.1.2)
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : C×R+ → C ïðàâèëîì π(ϕ, t) =

xt, ãäå x � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.1.1) � (5.1.2). Èç îáùèõ
ñâîéñòâ ÔÄÓ [24], [48] ñëåäóåò, ÷òî π íåïðåðûâíî, π(ϕ, 0) = ϕ
(ϕ ∈ C) è π(π(ϕ, t1), t2) = π(ϕ, t1 + t2) ïðè âñåõ ϕ ∈ C è
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t1, t2 ∈ R+ è, ñëåäîâàòåëüíî, (C,R+, π) åñòü ïîëóãóïïîâàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà C.

Ïðèìåð 5.1.2. Íåàâòîíîìíûå ÔÄÓ ñ åäèíñòâåííî-
ñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(R×C, En) ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé f : R×C → En ñ îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïî-
ëîãèåé è (C(R×C, En),R, σ) � äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ
íà C(R × C,En) (ñì. ïðèìåð 1.5.4). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
(t) = f(t, xt), (5.1.3)

ãäå f ∈ C(R × C, En). Ôóíêöèþ f ∈ C(R × C, En) íàçîâåì
ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ H(f) = {f (τ) : τ ∈ R}, ãäå
f (τ) = σ(f, τ), äëÿ óðàâíåíèÿ

dy(t)
dt

= g(t, yt) (5.1.4)
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåëî-
êàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé íà R+.

Ïóñòü f ∈ C(R × C, En) ðåãóëÿðíà. Ïîëîæèì Y = H(f) è
÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y ,
èíäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (C(R × C,En),R, σ).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X × R+ → X, ãäå X = C × Y ,
ðàâåíñòâîì π((ψ, g), τ) = (yτ , g

(τ)), ãäå y � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.1.4), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

y(s) = ψ(s) (s ∈ [−r, 0]). (5.1.5)
Èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà-

÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâîé ÷àñòè (ñì., íàïðèìåð, [48, ãë.2])
âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå π íåïðåðûâíî. Äàëåå, ïîëîæèì
φ(ψ, τ, g) = yτ , ãäå y : [−r,+∞[→ En � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.1.4), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5.1.5) è yτ ∈ C îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì yτ (s) = y(s + τ) (s ∈ [−r, 0]). Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî φ(φ(ψ, τ, g), t, gτ ) = φ(ψ, t + τ, g)
ïðè âñåõ t, τ ∈ R+, ψ ∈ C è g ∈ H(f). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
π(π(x, t), τ) = π(x, t+τ) ïðè âñåõ t, τ ∈ R+ è x ∈ X = C×H(f).
Íàêîíåö, çàìåòèì ÷òî π(x, 0) = x ïðè âñåõ x ∈ X = C ×H(f)
è, ñëåäîâàòåëüíî, (X,R+, π) åñòü ïîëóãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
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ñèñòåìà íà X = C × H(f). Ïîëîæèì h = pr2 : X → Y . Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (X,R+, π) íà
(Y,R, σ) è, ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà 〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 ÿâëÿ-
åòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé óðàâ-
íåíèåì (5.1.3) ñ ðåãóëÿðíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f .

Ïðèìåð 5.1.3. Íåàâòîíîìíûå ÔÄÓ áåç åäèíñòâåí-
íîñòè. Ïóñòü Rr = [−r,+∞[ è C(Rr, E

n) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : Rr → En ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ è (C(Rr, E

n),R+, σ) � äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà C(Rr, E

n) (ñì. ïðèìåð 1.5.3). Ïî-
ëîæèì Y = C(R × C, En) è ÷åðåç (Y,R, σ) îáîçíà÷èì äè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà C(R × C,En). Äàëåå, ïóñòü
X = {(ϕ, f) : ϕ ∈ C(Rr, E

n), f ∈ C(R × C, En) è ϕ � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.1.3) }. Î÷åâèäíî, X ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èí-
âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (C(Rr, E

n),R+, σ) × (C(R × C, En),R, σ). Êðîìå òîãî,
èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [13], [48, ãë.2] ñëåäóåò, ÷òî X çàìêíóòî
â C(Rr, E

n) × C(R × C, En) è, ñëåäîâàòåëüíî, íà X èíäóöè-
ðóåòñÿ ïîëóãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R+, π). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå h = pr2 : X → Y ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, π) íà (Y,R, σ) è,
ñëåäîâàòåëüíî, 〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 åñòü íåàâòîíîìíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (5.1.3), ïðàâàÿ
÷àñòü êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Â ïïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ðåàëèçîâàëàñü êîíöåïöèÿ ÔÄÓ ñ
êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû ðàññìîò-
ðèì ÔÄÓ ñ íåîãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì. Íî ïðåäâàðèòåëü-
íî ââåäåì íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðîñòðàíñòâà Õåéëà. Ïóñòü B � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé φ : R− → En (R− =]−∞, 0]) ñ ïîëóíîðìîé | · |B.

Äëÿ σ ≥ 0 è φ ∈ B ÷åðåç φσ îáîçíà÷èì ñóæåíèå φ íà ] −
∞,−σ] è Bσ = {φσ|φ ∈ B}. Íà Bσ îïðåäåëèì ïîëóíîðìó | · |σ
ðàâåíñòâîì

|η|σ = inf{|ψ|B : ψ ∈ B è ψσ = η}.
Åñëè x : ]−∞, a[ → En (a > 0), òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, a[ ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ xt ñîîòíîøåíèåì xt(s) = x(t+s) (s ∈ R−).
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Äëÿ ÷èñåë a è τ (a > τ) ÷åðåç Aa
τ îáîçíà÷àåì êëàññ ôóíêöèé

x : ]−∞, a[ → En òàêèõ, ÷òî x íåïðåðûâíà íà [τ, a[ è xτ ∈ B.
B íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õåéëà (ñì., íàïðèìåð, [93]),

åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(I) Åñëè x ∈ Aa

τ , òî xτ ∈ B ïðè âñåõ t ∈ [τ, a[ è xt íåïðå-
ðûâíà ïî t.

(II) Äëÿ ëþáûõ φ ∈ B è σ ≥ 0, åñëè |φ|B = 0, òî |τσφ|σ = 0,
ãäå τσ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç B â Bσ

è îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì τσφ(θ) = φ(θ + σ) (θ ∈
]−∞,−σ]).

(III) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φk} ⊆ B ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíà íà R− ïî îòíîøåíèþ ê ïîëóíîðìå | · |B è ñõî-
äèòñÿ ê φ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ
R−, òî φ ∈ B è |φk − φ|B → 0, êîãäà k → +∞.

(IV ) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî K > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ φ ∈ B è
σ ≥ 0

|φ|B ≤ K( sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)|+ |φσ|σ).

(V ) Åñëè φ ∈ B, òî |τσφ|σ → 0 ïðè σ → +∞.
(V I) |φ(0)| ≤ M1 · |φ|B äëÿ íåêîòîðîãî M1 > 0.
Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ Õåéëà.
à. Cbu(R−, En) = {φ| φ : R− → En, φ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íà è îãðàíè÷åíà} ñ íîðìîé sup.
á. Cν = {φ| φ : R− → En, φ íåïðåðûâíà, φ(θ)eνθ → 0 ï θ →

−∞} ñ íîðìîé |φ|Cν = sup{|φ(θ)| · eνθ : θ ∈]−∞, 0]}.
â. Ïóñòü r ≥ 0, p ≥ 1 è g(θ) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîëî-

æèòåëüíàÿ è îïðåäåëåííàÿ íà R−, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
0∫

−∞
g(θ)dθ < +∞. B ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó îòîáðà-

æåíèé φ : Rr → En, íåïðåðûâíûõ íà [−r, 0] ñ íîðìîé

|φ|B = { sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)|p +

0∫

−∞
|φ(θ)|p · g(θ)dθ} 1

p .

Ïðèìåð 5.1.4. ÔÄÓ ñ íåîãðàíè÷åííûì çàïàçäûâà-
íèåì. Ïóñòü B � ïðîñòðàíñòâî Õåéëà è W ⊆ B. Ðàññìîòðèì
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äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.1.3), ãäå f ∈ C(R × W,En).
Êàê è â ñëó÷àå ñ ÔÄÓ èç ïðèìåðîâ 5.1.2 è 5.1.3, ïðè íåêîòîðûõ
ñòàíäàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïî óðàâíåíèþ (5.1.3) ìîæíî ïî-
ñòðîèòü äâå íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû: ïåðâóþ �
êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f ðåãóëÿðíà è âòîðóþ � êîãäà f òàêîâîé íå
ÿâëÿåòñÿ.

5.2. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ÔÄÓ

Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû II ê íåàâòîíîìíûì äèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì, ïîñòðîåííûì â ïðèìåðàõ 5.1.2 � 5.1.4 (êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî â ãëàâå III äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé), ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä ïðèçíàêîâ ñóùåñòâî-
âàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ÔÄÓ ñ
êîíå÷íûì è íåîãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì.

Ðåøåíèå φ ∈ C(T, En) (T = R+ èëè R) óðàâíåíèÿ (5.1.1)
íàçîâåì êîìïàêòíûì íà T, åñëè ìíîæåñòâî {σ(φ, τ) = φ(τ) : τ ∈
T} (ãäå φ(τ) � ñäâèã ôóíêöèè φ íà τ) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â
C(T, En). Êàê èçâåñòíî, ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ φ îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà T.

Ïóñòü φ ∈ C(T, En) è ìíîæåñòâî {σ(φ, τ)| τ ∈ T} îòíîñè-
òåëüíî êîìïàêòíî â C(T, En). Ïîëîæèì QTφ = {φ̃τ |τ ∈ T}, ãäå
φ̃τ = φτ |[−r,0] ∈ C([−r, 0], En) è ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â
C, òîãäà QTφ � êîìïàêò â C. Ïîëîæèì Q+

φ = Q
R+

φ è Qφ = QRφ .

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü φ ∈ C(Rr, E
n) � êîìïàêòíîå íà

R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.3) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà
(àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî ïåðåìåííîé t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî ϕ ∈ Q+

φ . Åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ ωf óðàâíå-
íèå (5.1.4) äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωφ, òî φ
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíî).



5.2. ... ðåøåíèÿ ÔÄÓ 181

Ïóñòü φ ∈ C(R, En) è M ⊂ C(R, En). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ φ ðàçäåëåíà â M (ñì. �3.6), åñëè M ñîñòîèò èç îäíîé
ôóíêöèè φ ëèáî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ôóíêöèè µ ∈ M , îòëè÷íîé îò ϕ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
−r≤θ≤0

|φ(t + θ)− µ(t + θ)| ≥ r

ïðè âñåõ t ∈ R.
Òåîðåìà 5.2.2. Ïóñòü φ ∈ C(Rr, E

n) � êîìïàêòíîå íà
R+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.3) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà) ïî t ∈ R ðàâíî-
ìåðíî ïî ϕ ∈ Q+

φ . Åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ ωf âñå ðåøåíèÿ èç
ωφ óðàâíåíèÿ (5.1.4) ðàçäåëåíû â ωφ, òî φ àñèìïòîòè÷åñêè
ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè k0τ -ïåðèîäè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k0, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Òåîðåìà 5.2.3. Ïóñòü φ ∈ C(Rr, E
n) � êîìïàêòíîå íà R+

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1.1) è f àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà
ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ϕ ∈ Q+

φ è g(t, ϕ) = lim
k→+∞

f(t + kτ, ϕ)

(ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, τ ] è ϕ ∈ Q+
ϕ ). Åñëè óðàâíåíèå

dy

dt
= g(t, yt)

äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωφ, òî ðåøåíèå φ àñèìï-
òîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = D(C, En) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ C → En ñ îïåðàòîðíîé
íîðìîé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t, xt), (5.2.1)

ãäå A : R×C → En íåïðåðûâíî è ëèíåéíî ïî âòîðîé ïåðåìåí-
íîé, ò.å. A ∈ C(R,D). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.2.1) ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
== A(t, xt) + f(t), (5.2.2)
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ãäå f ∈ C(R, En).
Äëÿ A ∈ C(R,D) îáîçíà÷èì ÷åðåç ωA åãî ω-ïðåäåëüíîå ìíî-

æåñòâî â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñäâèãîâ (C(R,D),R, σ).

Òåîðåìà 5.2.4. Ïóñòü φ � êîìïàêòíîå íà R+ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.2.2), A ∈ C(R,D) è f ∈ C(R, En) ñîâìåñòíî
àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íû,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóð-
ðåíòíû). Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà

dy

dt
= B(t, yt), (5.2.3)

ãäå B ∈ ωA, íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ êîìïàêòíûõ íà R ðå-
øåíèé, òî φ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 5.2.4 åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: áó-
äåò ëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.2.3 óðàâíåíèå (5.2.2) äîïóñêàòü
õîòÿ áû îäíî êîìïàêòíîå íà R+ ðåøåíèå? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
âûòåêàåò èç ïðèâîäèìûõ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòîâ.

5.3. Ëèíåéíûå ÔÄÓ

Èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èäåè è ìåòîäû, ðàçâèòûå äëÿ èçó÷å-
íèÿ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä
óñëîâèé, ýêâèâàëåíòíûõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ìû ïîëó÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ÔÄÓ.

Ïóñòü (X,h, Y ) � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì E (E �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî) è || · || : X → R+ � íîðìà íà X, ñîãëà-
ñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé X, ò.å. || · || íåïðåðûâíî è ||x|| = ρ(x, θy),
ãäå x ∈ Xy, θy � íóëåâîé ýëåìåíò Xy è ρ � ìåòðèêà íà X.

Ñèñòåìó (X, S+, π) íàçîâåì ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé (âïîëíå
íåïðåðûâíîé), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò δx > 0 è
lx > 0 òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî πtB(x, δx) (t ≥ lx) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî.
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Íàïîìíèì [4], ÷òî íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X, S−, π),
(Y,S+, σ), h〉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè (X,h, Y ) ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ðàññëîåíèåì è ïðè êàæäîì y ∈ Y è t ∈ S+ îòîáðàæåíèå
πt : Xy → Xσ(y,t) ëèíåéíî.

Òåîðåìà 5.3.1. Åñëè ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
〈(X, S+, π), (Y,S+, σ), h〉 ëîêàëüíî êîìïàêòíà (ò.å. (X,S+, π)
ëîêàëüíî êîìïàêòíà) è Y êîìïàêòíî, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) lim
t→+∞ ||xt|| = 0 ïðè âñåõ x ∈ X.

2) Âñå äâèæåíèÿ (X, S+, π) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû è
â (X, S+, π) íåò íåòðèâèàëüíûõ êîìïàêòíûõ ïðîäîë-
æàåìûõ íà S äâèæåíèé.

3) Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå,
÷òî ||xt|| ≤ Ne−νt||x|| ïðè âñåõ x ∈ X, t ∈ S+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà lim
t→+∞ ||xt|| = 0 ñëåäóåò, ÷òî

Σ+
x îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî è ωx ⊆ θ = {θy| y ∈ JY , ãäå

θy � íóëåâîé ýëåìåíò Xy è JY � öåíòð Ëåâèíñîíà äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (Y,S+, σ)}. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà (X, S+, π) ïîòî÷å÷íî äèññèïàòèâíà è ñîãëàñíî [55] ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç JX öåíòð Ëåâèí-
ñîíà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, S+, π) è ïîêàæåì, ÷òî JX = θ.
Î÷åâèäíî, θ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è èíâàðèàíòíûì ìíîæå-
ñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, θ ⊆ JX . Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî h(JX) = JY . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî JX = θ, òî JX\θ 6= ∅
è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ x0 ∈ JX\θ. Òàê êàê â JX âñå äâèæå-
íèÿ ïðîäîëæàåìû íà S [59], òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ : S→ JX òàêîå, ÷òî ϕ(0) = x0 è πtϕ(s) = ϕ(t+s) ïðè
âñåõ s ∈ S è t ∈ S+. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòå-
ìû 〈(X, S+, π), (Y,S+, σ), h〉 íàðÿäó ñ òî÷êîé x0 ìíîæåñòâó JX

ïðèíàäëåæàò è âñå òî÷êè λx0 (λ ∈ R), èáî JX åñòü ìàêñèìàëü-
íîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â X. Íî λx0 ∈ JX

ïðè âñåõ λ ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x0 ∈ θ. Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî JX = θ. Òàêèì îáðàçîì, â
(X, S+, π) íåò íåòðèâèàëüíûõ êîìïàêòíûõ ïðîäîëæàåìûõ íà S
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äâèæåíèé (òàê êàê âñå îíè íàõîäÿòñÿ â JX). Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2).

Äîêàæåì, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 3). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2).
Òîãäà ñèñòåìà (X,S+, π) ëîêàëüíî äèññèïàòèâíà. Â ñèëó êîì-
ïàêòíîñòè Y è ëîêàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (X, S+, π) íàéäåòñÿ
δ > 0 òàêîå, ÷òî

lim
t→+∞ sup{||xt|| : ||x|| < δ} = 0. (5.3.1)

Èç (5.3.1) ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð,
[95], [104]) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ N, ν > 0 òàêèå, ÷òî
||xt|| ≤ Ne−νt||x|| ïðè âñåõ x ∈ X è t ∈ S+. Íàêîíåö, î÷åâèäíî,
èç 3) ñëåäóåò 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âàæíûì êëàññîì ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ ëîêàëüíîé âïîëíå íåïðåðûâíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå
íåàâòîíîìíûå ÔÄÓ [24], [48].

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.2.1) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíå-
íèé (5.2.3), ãäå B ∈ H+(A) = {A(τ) : τ ∈ R+}, ÷åðòîé îáîçíà÷å-
íî çàìûêàíèå â C(R,D) (C(R,D) íàäåëåíî òîïîëîãèåé ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç R) è A(τ)(t) = A(t + τ).

Ïóñòü φ(t, ϕ, B) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.3), ïðîõîäÿùåå
÷åðåç òî÷êó ϕ ∈ C ïðè t = 0, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t ∈ R+.
Ïîëîæèì Y = H+(A) è ÷åðåç (Y,R+, σ) îáîçíà÷èì ïîëó-
ãðóïïîâóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà H+(A). Ïóñòü
X = C × Y , (X,R+, π) � ïîëóãðóïïîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà íà X, îïðåäåëåííàÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: π((ϕ,B), τ) =
(φ(τ, ϕ,B), B(τ)) è h = pr2 : X → Y . Òîãäà íåàâòîíîìíàÿ ñèñòå-
ìà 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Îòìåòèì îäíî
âàæíîå ñâîéñòâî ïîñòðîåííîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5.3.2. Ïóñòü H+(A) êîìïàêòíî â C(R,D). Òîãäà
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X = C × H+(A) ñóùåñòâóþò îêðåñò-
íîñòü Ux òî÷êè x è ÷èñëî lx > 0 òàêèå, ÷òî πtUx îòíîñè-
òåëüíî êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ≥ lx, ò.å. äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(X,R+, π) ëîêàëüíî âïîëíå íåïðåðûâíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç ëåìì 2.2.3 è 3.6.1 èç [48] è êîìïàêòíîñòè H+(A).

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñòðîåííîé ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìå òåîðåìó 5.3.1 è ó÷èòûâàÿ ëåììó 5.3.2, ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.3.3. Ïóñòü H+(A) êîìïàêòíî, òîãäà ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.1) ðàâíîìåðíî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà N è ν > 0 òàêèå, ÷òî ||φ(t, ϕ, B)|| ≤
Ne−νt||ϕ|| ïðè âñåõ ϕ ∈ C, B ∈ H+(A) è t ∈ R+.

2) Êàêîâî áû íè áûëî B ∈ H+(A) íóëåâîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.2.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

3) Êàêîâî áû íè áûëî B ∈ H+(A) âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.2.3) êîìïàêòíû (îãðàíè÷åíû) íà R+ è êàêîâî áû íè
áûëî B ∈ ωA óðàâíåíèå (5.2.3) íå èìååò íåíóëåâûõ
êîìïàêòíûõ (îãðàíè÷åííûõ) íà R ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå 5.3.4. 1. Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.1)
ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî
||φ(t, ϕ,A(τ))|| ≤ Ne−νt||ϕ|| ïðè âñåõ ϕ ∈ C è t, τ ∈ R+.

2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå,
÷òî ||φ(t, ϕ, A(τ))|| ≤ Ne−νt||ϕ|| ïðè âñåõ ϕ ∈ C è t, τ ∈ R+,
òîãäà ||φ(t, ϕ,A)|| ≤ Ne−ν(t−τ)||φ(τ, ϕ, A)|| ïðè âñåõ ϕ ∈ C è
t ≥ τ (t, τ ∈ R+). Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

3. Ïóñòü (X, S+, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, X êîìïàêòíî
è X = H+(x0) = {x0t|t ∈ S+}, ãäå x0 ∈ X. Òîãäà (X,S+, π)
êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JX = ωx0 , ãäå JX � öåíòð Ëåâèíñîíà
(X, S+, π).

5.4. Êâàçèëèíåéíûå ÔÄÓ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ut(·, s) îïåðàòîð Êîøè [24], [48] (ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ìàòðèöó) óðàâíåíèÿ (5.2.1) è φ(t, ϕ, A, f) � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (5.2.2), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó ϕ ∈ C ïðè t = 0.
Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ (ñì., íàïðèìåð,
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[48, ñ.177])

φ(t, ϕ, A, f) = φ(t, ϕ, A) +

t∫

0

Ut(·, s)f(s)ds. (5.4.1)

Ëåììà 5.4.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
N è ν òàêèå, ÷òî

||φ(t, ϕ,A)|| ≤ Ne−ν(t−τ)||φ(τ, ϕ,A)|| (5.4.2)
ïðè âñåõ t ≥ τ ≥ 0 è ϕ ∈ C. Åñëè f ∈ Cb(R+, En), òî

1) Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.2.2) îãðàíè÷åíû íà R+.

2) Ðåøåíèå φ(t, 0, A, f) =
t∫
0

Ut(0, s)f(s)ds óðàâíåíèÿ

(5.2.2) ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

||φ||Cb(R+,C) ≤ eνr N

ν
||f ||Cb(R+,En). (5.4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû èìååì

||φ(t, 0, A, f)|| = ||
t∫
0

Ut(·, s)f(s)ds|| ≤
t∫
0

||Ut(·, s)|||f(s)|ds ≤
t∫
0

Ne−ν(t−s)eνr|f(s)|ds ≤ Neνr sup
t≥0

|f(t)| e−ν(t−s)

ν |t0 =

Neνr||f ||Cb(R+,En)
1−e−νt

ν ≤ N
ν eνr||f ||Cb(R+,En).

Òàêèì îáðàçîì, (5.4.3) óñòàíîâëåíî.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ôîðìóëû (5.4.1) è

íåðàâåíñòâ (5.4.2) è (5.4.3).
Çàìå÷àíèå 5.4.2. Åñëè T = R+ èëè R, îïåðàòîð A ∈

C(R,D) è f ∈ C(R, En) îãðàíè÷åíû íà T è ϕ : T → C � îãðà-
íè÷åííîå íà T ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.2), òî ϕ êîìïàêòíî íà
T.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû Àð-
öåëà-Àñêîëè.

Ñëåäñòâèå 5.4.3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 5.4.1, åñëè îïåðà-
òîð A ∈ C(R,D) îãðàíè÷åí íà R+, òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.2.2) êîìïàêòíû íà R+.
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Òåîðåìà 5.4.4. Ïóñòü A ∈ C(R,D) è f ∈ C(R, En)
ñîâìåñòíî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíû) è íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.1)
ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóþò ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî

||φ(t, ϕ,As)|| ≤ Ne−νt||ϕ|| (5.4.4)

ïðè âñåõ t, ρ ∈ R+ è ϕ ∈ C. Òîãäà êàêîâî áû íè áûëî ϕ ∈ C ðå-
øåíèå φ(t, ϕ, A, f) óðàâíåíèÿ (5.2.2) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòî-
ÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷-
òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (5.4.4), ñîãëàñíî çàìå÷à-
íèþ 5.3.4, ñëåäóåò (5.4.2) è ïî ëåììå 5.4.1 âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (5.2.2) îãðàíè÷åíû íà R+. Áîëåå òîãî, èç çàìå÷àíèÿ 5.4.2
è ñëåäñòâèÿ 5.4.3 ñëåäóåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.2.2)
êîìïàêòíû íà R+. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3.3 êàêîâî áû íè áûëî
B ∈ ωA óðàâíåíèå (5.2.3) íå èìååò íåíóëåâûõ êîìïàêòíûõ íà
R ðåøåíèé. Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.2.4.

Òåîðåìà 5.4.5. Ïóñòü A ∈ C(R,D) è f ∈ C(R, En) �
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è ôóíêöèÿ
F ∈ C(R×C, En) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî ϕ íà êîìïàêòàõ èç C è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî ϕ ∈ C ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L < ν

N e−νr

(êîíñòàíòû N è ν èç (5.4.4)). Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.2.1) ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, òî óðàâíåíèå

dx(t)
dt

= A(t)xt + f(t) + F (t, xt)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AP (R+, C) áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ϕ : R+ → C ñ íîðìîé sup. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ :
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AP (R+, C) → AP (R+, C) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: Φ(ψ) = ϕ,
ãäå ψ ∈ AP (R+, C) è

Φ(t) =

t∫

0

Ut(·, s)[F (s, ψs) + f(s)]ds,

ò.å. ϕ � åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

dx

dt
= A(t)xt + f(t) + F (t, ψt),

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0) = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Â ñà-

ìîì äåëå. Ïóñòü ψ1, ψ2 ∈ AP (R+, En) è ϕ = ϕ1 − ϕ2 =
Φ(ψ1)− Φ(ψ2), òîãäà

ϕ′(t) = A(t)ϕt + F (t, ψ1t)− F (t, ψ2t)

è ϕ(0) = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 5.4.1
||ϕ||AP (R+,En) ≤ N

ν eνr sup
t≥0

|F (t, ψ1t)− F (t, ψ2t)| ≤
N
ν eνrL sup

t≥0
||ψ1t − ψ2t|| = N

ν eνrL||ψ1 − ψ2||AP (R+,En)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
||Φ(ψ1)− Φ(ψ2)||AP (R+,En) ≤ Nν−1eνrL||ψ1 − ψ2||AP (R+,En).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Φ èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó ϕ ∈ AP (R+, En), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøå-
íèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.4.6. Ïóñòü A ∈ C(R,D) è f ∈ C(R, En) àñè-
ìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû è íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.2.1) ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî. Åñëè îòîáðà-
æåíèå F ∈ C(R × C,En) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî
ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî ϕ íà êîìïàêòàõ èç C è óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, òî ñóùåñòâóåò
ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε, |ε| ≤ ε0, óðàâíåíèå

dx

dt
(t) = A(t)xt + f(t) + εF (t, xt)
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èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå ϕε, ïðè÷åì ϕε → ϕ0 ïðè ε → 0 â ïðîñòðàí-
ñòâå AP (R+, En), ãäå ϕ0 � åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2.2), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ0(0) = 0.

Òåîðåìà 5.4.7. Ïóñòü f ∈ C(R × C, En) àñèìïòîòè÷å-
ñêè ñòàöèîíàðíà (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà)
ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî ϕ íà êîìïàêòàõ èç C. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî

Re〈ϕ1(0)− ϕ2(0), f(t, ϕ1)− f(t, ϕ2)〉 ≤ −α|ϕ1(0)− ϕ2(0)|2

ïðè âñåõ t ∈ R è ϕ1, ϕ2 ∈ C, òî óðàâíåíèå (5.1.3) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêà-
çûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 3.8.5, ïîýòîìó åå äî-
êàçàòåëüñòâî ìû îïóñòèì.

5.5. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà è ïîðîæäàå-
ìûå èìè íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà.
Ïóñòü (C(R, En),R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå C(R, En) íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â En ñ îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèåé. Åñëè íà R2 × En

îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïî ïðàâèëó π(((t, s), x), τ) =
((t+ τ, s+ τ), x), òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.5.2 è íà ïðîñòðàíñòâå
C(R2×En, En) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : R2×En → En ñ
îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèåé åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ (C(R2 × En, En),R, σ). Ïîëîæèì
C0(R2 × En, En) = {f | f ∈ C(R2 × En, En), f(t, s, x) = 0 ïðè
âñåõ s ≥ t è x ∈ En} è çàìåòèì, ÷òî C0(R2×En, En) ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì (C(R2×En, En),R, σ)
è, ñëåäîâàòåëüíî, íà C0(R2×En, En) îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñäâèãîâ (C0(R2 × En, En),R, σ).
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) = f(t) +

t∫

0

F (t, s, x(s))ds, (5.5.1)

ãäå f ∈ C(R, En) è F ∈ C0(R2 × En, En). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H(F ) = {F (τ) : τ ∈ R}, ãäå F (τ)(t, s, x) = F (t + τ, s + τ, x) è
÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â C0(R2 × En, En).

Ôóíêöèþ F ∈ C0(R2 × En, En) íàçîâ¸ì ðåãóëÿðíîé, åñëè
êàêîâû áû íè áûëè G ∈ H(F ) è g ∈ C(R, En) óðàâíåíèå

y(t) = g(t) +

t∫

0

G(t, s, y(s))ds (5.5.2)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

óðàâíåíèÿ (5.5.1) ñ ðåãóëÿðíîé ïðàâîé ÷àñòüþ F .
Èç óðàâíåíèÿ (5.5.1) ñëåäóåò, ÷òî

x(t + τ) =.
{

f(t + τ) +
τ∫
0

F (t + τ, s, x(s))ds
}

+.
t∫
0

F (t + τ, s + τ, x(s + τ))ds.
(5.5.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, f, F ) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.5.1), òîãäà èç îáùèõ ñâîéñòâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëü-
òåððà [96] ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : R × C(R, En) ×
C0(R2 × En, En) → En íåïðåðûâíî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
F : R× C(R, En)× C0(R2 ×En, En) → En ðàâåíñòâîì

F(τ, ϕ, F )(t) =
∫ τ

0
F (t + τ, s, ϕ(s))ds

è îòîáðàæåíèå
T : R× C(R, En)× C0(R2 × En, En) → C(R, En)

ïðàâèëîì

T (τ, f, F ) = f (τ) + F(τ, ϕ(·, f, F ), F ).
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Èç ðàâåíñòâà (5.5.3) ñëåäóåò, ÷òî
ϕ(t + τ, f, F ) = ϕ(t, T (τ, f, F ), F (τ)) (5.5.4)

ïðè âñåõ f ∈ C(R, En) è t, τ ∈ R, è, êðîìå òîãî,
ϕ(τ, f, F ) = T (τ, f, F )(0).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ T ñëåäóåò ðàâåíñòâî
T (t + τ, f, F ) = T (t, T (τ, f, F ), F (τ))

ïðè âñåõ t, τ ∈ R è f ∈ C(R, En).
Ïðèìåð 5.5.1. Ïîëîæèì Y = H(F ) è ïóñòü (Y,R, σ) �

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X =
C(R, En) × Y è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : X × R → X

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: π((g, G), τ) = (T (τ, g, G), G(τ)) ïðè
âñåõ (g,G) ∈ X = C(R+, En) × H(F ) è τ ∈ R+. Èç ñêàçàí-
íîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî òðîéêà (X,R+, π) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìîé (áîëåå äåòàëüíî îá ýòîì ñì. [96]). Ïîëîæèì
h = pr : X → Y , òîãäà òðîéêà

〈
(X,R+, π), (Y,R, σ), h

〉
ÿâëÿåòñÿ

íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîðîæä¸ííîé óðàâíå-
íèåì (5.5.1).

Ïóñòü (X,R+, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà X = C(R, En)×
H(F ), ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 5.5.1, è îïðåäåëèì îòîáðàæå-
íèå λ : X × R+ → En ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: λ((g, G), τ) =
ϕ(τ, g, G). Èç ðàâåíñòâà (5.5.4) ñëåäóåò, ÷òî

λ(π(x, t), τ) = λ(x, t + τ) è λ(x, 0) = x (5.5.5)
ïðè âñåõ t, τ ∈ R+ è x ∈ X.

Ïóñòü λ : X × T → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {λ(·, t) : t ∈ T} èç X →
Y ðàçäåëÿþò òî÷êè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x1, x2 ∈ X ñóùåñòâóåò t = t(x1, x2) ∈ T òàêîå, ÷òî λ(x1, t) 6=
λ(x2, t).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 5.5.2. Ïóñòü (X,T, π) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

Y � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è λ : X × R → Y �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5.5.5)
è (C(T, Y ),T, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà C(T, Y ).
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Åñëè ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {λ(·, t) : t ∈ T} ðàçäåëÿåò òî÷-
êè, òî îòîáðàæåíèå p : X → C(T, Y ), îïðåäåë¸ííîå ðàâåí-
ñòâîì p(x) = ϕx ∈ C(T, Y ), ãäå ϕx(t) = λ(x, t) ïðè âñåõ t ∈ T,
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (X,T, π) íà (p(X),T, σ), ò.å.

1) h íåïðåðûâíî, âçàèìíîîäíîçíà÷íî è h−1 : p(X) → X
òàêæå íåïðåðûâíî;

2) p(π(x, t)) = σ(p(x), t) ïðè âñåõ t ∈ T è x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâ-
íî. Ïóñòü xk → x0. Ïîêàæåì, ÷òî p(xk) → p(x0). Äîïóñòèì,
÷òî ýòî íå òàê, òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëî ε0 > 0, êîìïàêò K0 ⊂ T
è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü mk òàêèå, ÷òî

max
t∈K0

ρ(ϕxmk
(t), ϕx(t)) ≥ ε0. (5.5.6)

Òîãäà íàéä¸òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ⊂ K òàêàÿ, ÷òî
ρ(λ(xmk

, tk), λ(x0, tk)) ≥ ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ìîæåì ñ÷è-
òàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì t0 = lim

k→∞
tk è â íåðàâåíñòâå (5.5.6)

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, êîãäà k → +∞. Òîãäà ïîëó÷èì ε0 ≤ 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ε0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâà-
åò íåïðåðûâíîñòü p.

Èç òîãî, ÷òî ñåìåéñòâî {λ(·, t) : t ∈ π} ðàçäåëÿåò òî÷-
êè âûòåêàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ p. Î÷åâèäíî,
p−1 : p(X) → X íåïðåðûâíî.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî
p(π(x, t))(s) = λ(π(x, t), s) = λ(x, t+s) = ϕx(t+ s) = σ(ϕx, t)(s),

ò.å. p(π(x, t)) = σ(p(x), t) ïðè âñåõ x ∈ X è t ∈ T. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Ñëåäñòâèå 5.5.3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R+, π), ïî-
ñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 5.5.1, ãîìåðîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â äè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ (C(R, En),R+, σ).

Ïðèìåð 5.5.4. Ïóñòü
〈
(X,R+, π), (Y,R+, σ), h

〉
� íåàâòî-

íîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ â ïðèìåðå 5.5.1.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.5.3 ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì p äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, π) íà (W,R+, σ), ãäå W =
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p(X). Ïîëîæèì q = h ◦ p : W → Y , òîãäà
〈
(W,R+, σ),

(Y,R+, σ), q
〉
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîå äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìîé, àññîöèèðîâàííîé óðàâíåíèåì (5.5.1).

Ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà. Ïó-
ñòü (C(R2, [En]),R, σ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâå C(R2, [En]) âñåõ íåïðåðûâíûõ ìàòðèö-ôóíêöèé A :
R2 → [En] ñ îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèåé, ò.å. σ(A, τ) =
A(τ) è A(τ)(t, s) = A(t + τ, s + τ). ×åðåç C0(R2, [En]) îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ A ∈ C(R2, [En]), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ A(t, s) = 0 ïðè âñåõ s ≥ t. Ïîíÿòíî, ÷òî C0(R2, [En]) ÿâëÿ-
åòñÿ çàìêíóòûì è èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì â äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå ñäâèãîâ (C(R2, [En]),R, σ). Ïîýòîìó íà C0(R2, [En]) èí-
äèöèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ (C0(R2, [En]),R, σ).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) = f(t) +

t∫

0

A(t, s)x(s)ds, (5.5.7)

ãäå f ∈ C(R, En) è A ∈ C0(R2, [En]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, f, A)
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5.7), îïðåäåë¸ííîå íà R.
Òîãäà

ϕ(t + τ, f, A) = T (τ, f, A)(t) +

t∫

0

A(τ)(t, s)ϕ(s + τ, f, A)ds,

ãäå T (τ, f, A)(t) = f (τ)(t) +
t∫
0

A(t + τ, s)ϕ(s, f, A)ds.

Ïðèìåð 5.5.5. Ïóñòü Y = H(A) = {Aτ | τ ∈ R} è (Y,R, σ) �
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ. Ïîëîæèì X = C(R, En)×H(A)
è îïðåäåëèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,R, π) ïî ñëåäóþùå-
ìó ïðàâèëó: π((f, A), τ) = (T (τ, f, A), Aτ ). Òîãäà

〈
(X,R, π),

(Y,R, σ), h
〉
, ãäå h = pr2 : X → Y , åñòü ëèíåéíàÿ íåàâòîíîì-

íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæä¸ííàÿ óðàâíåíèåì (5.5.7).
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5.6. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà

Äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, êàê è äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ÔÄÓ, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ðÿä ïðèçíàêîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè,
åñëè ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì èç ïðèìåðîâ 5.5.1, 5.5.4 è 5.5.5
ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ãëàâû II. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàåì ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 5.6.1. à) Ïóñòü T = R+ èëè R è ϕ(t, f, F ) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5.1) òàêîå, ÷òî {ϕ(t + τ, f, F ) | τ ∈ T} ⊂
C(R, En) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Åñëè {F (τ) | τ ∈ T} ⊂
C(R2 × En, En) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, òî è {T (τ, f, F ) :
τ ∈ T} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C(R, En).

â) Ïóñòü A ∈ C(R2, [En]) è {A(τ) | τ ∈ T} îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî. Åñëè ϕ(t, f, A) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5.7) òà-
êîå, ÷òî {ϕ(t + τ, f, A) : τ ∈ T} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,
òî {T (τ, f, A) | τ ∈ T} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 5.6.2. Ïóñòü F ∈ C0(R2 × En, En) àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà (ò.å. äâèæåíèå σ(F, ·) äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (C0(R2 × En, En),R, σ) àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íî) è ϕ(t, f, F ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5.1) òà-
êîå, ÷òî ìíîæåñòâî {ϕ(t + τ, f, F ) | τ ∈ R+} îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â C(R, En). Åñëè ïðè ëþáûõ G ∈ ωF = {G |G ∈
C0(R2 × En, En), ∃tn → +∞, ÷òî F (τn) → G} è g ∈ C(R, En)
óðàâíåíèå (5.5.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ðå-
øåíèå ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Òåîðåìà 5.6.3. Ïóñòü A ∈ C(R, [En]) è f ∈ C(R, En) àñè-
ìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, B ∈ C(R2, [En]) àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà (ò.å. äâèæåíèå σ(B, τ) àñèìïòî-
òè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî â (C(R2, [En]),R, σ)). Åñëè ϕ � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

dx

dt
(t) = A(t)x(t) + f(t) +

t∫

0

B(t, s)x(s)ds (5.6.1)
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òàêîå, ÷òî {ϕ(t + τ) | τ ∈ R+} ⊂ C(R, En) îòíîñèòåëüíî êîì-
ïàêòíî è äëÿ ëþáîãî Ã ∈ ωA, f̃ ∈ ωf è B̃ ∈ ωB óðàâíåíèå

dy(t)
dt

= Â(t)y(t) + f̃(t) +

t∫

0

B̃(t, s)y(s)ds

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ωϕ, òî ϕ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Çàìå÷àíèå 5.6.4. Êàæäîå ðåøåíèå ϕ(t, x0, f, A,B) óðàâ-
íåíèÿ (5.6.1) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = f̂(t) +

t∫

0

Â(t, s)x(s)ds,

ãäå f̂(t) = x0 +
t∫
0

f(s)ds è Â(t, s) = A(s) +
t∫
s

B(u, s)du.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà
êîíâîëþöèîííîãî òèïà

x(t) = f(t) +

t∫

0

A(t, s)x(s)ds, (5.6.2)

ãäå f ∈ C(R, En) è A ∈ C(R, [En]).
Ðåçîëüâåíòîé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.6.2) íàçûâàþò

ìàòðèöó-ôóíêöèþ R ∈ C(R, [En]), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíå-
íèþ

R(t) = −A(t) +

t∫

0

A(t− s)R(s)ds. (5.6.3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.6.2) çàäà¸òñÿ ôîðìóëîé

x(t) = f(t)−
t∫

0

R(t− s)f(s)ds, (5.6.4)

ãäå R � ðåçîëüâåíòà óðàâíåíèÿ (5.6.2).
Ãîâîðÿò, ÷òî ðåçîëüâåíòà R óðàâíåíèÿ (5.6.2) ãèïåðáîëè÷íà

(óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè íà R),
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åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ P1

è P2 è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà N è ν òàêèå, ÷òî
||R(t)P1|| ≤ Ne+νt (t ∈ R−)

è
||R(t)P2|| ≤ Ne−νt (t ∈ R+).

Òåîðåìà 5.6.5. Ïóñòü f ∈ C(R, En) îãðàíè÷åíà íà R,
A ∈ C(R, [En]) è ðåçîëüâåíòà R(t) óðàâíåíèÿ (5.6.3) ãèïåð-
áîëè÷íà íà R. Òîãäà ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (5.6.2) ðàâíîìåðíî
ñîãëàñîâàíî â ïðåäåëå, ò.å. Lf ⊆ Lϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¸ì â ðàññìîòðåíèå äâà îïåðàòîðà L
è B ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

(Lf)(t) =

0∫

−∞
R(t− s)P2f(s)ds−

+∞∫

0

R(t− s)P1f(s)ds

è

(Bf)(t) =

t∫

−∞
R(t− s)P2f(s)ds−

+∞∫

0

R(t− s)P1f(s)ds.

Ñîãëàñíî [103] ðàâåíñòâî (5.6.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

x = f − Lf + Bf

è, ñëåäîâàòåëüíî, x+Lf = f+Bf . Ïîëàãàÿ y = x+Lf = f+Bf ,
ìîæíî ïîêàçàòü [103], ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

y(t) = f∗(t) +

t∫

0

A(t− s)y(s)ds,

ãäå f∗ = (I −A)(I + B)f .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Lf ⊆ Ly. Ïóñòü {τk} ∈ Lf , òîãäà

|τn| → +∞ è ñóùåñòâóåò g ∈ C(R, En) òàêîå, ÷òî f (τk) → g
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç R. Òàê êàê y = f + Bf , òî äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (Bf)(τk) → Bg ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ
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èç R. Ïóñòü K ⊂ R � íåêîòîðûé êîìïàêò è t ∈ K. Òàê êàê
(Bf)(τ) = B(f (τ)), òî

|(Bf)(t + τk)− (Bg)(t)| ≤
∣∣∣

t∫

−∞
R(t− s)P2[f(s + τn)− g(s)]ds

∣∣∣

+
∣∣∣

+∞∫

t

R(t− s)P1[f(s + τk)− g(s)]ds
∣∣∣. (5.6.5)

Ïîêàæåì, ÷òî

sup
t∈K

∣∣∣
t∫

−∞
R(t− s)P2[f(s + τk)− g(s)]ds

∣∣∣ → 0,

êîãäà k → +∞. Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê èíòåãðàë

t∫

−∞
R(t− s)P2[f(s + τk)− g(s)]ds =

+∞∫

0

R(u)P2[f(t− u + τk)− g(t− u)]du

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðàâíîìåðíî ïî k, òî ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî L = L(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

∣∣∣
+∞∫

L

R(u)P2[f(t− u + τk)− g(t− u)]dτ
∣∣∣ <

ε

4
(5.6.6)



198 5. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ...

ïðè âñåõ k ∈ N è t ∈ K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∣∣∣
L∫

0

R(u)P2[f(t− u + τk)− g(t− u)]du
∣∣∣ ≤

sup
0≤u≤L

|f(t− u + τk)− g(t− u)|
L∫

0

||R(u)P2||du ≤

sup
s∈K′

|f(s + τk)− g(s)|
+∞∫

0

||R(u)P2||du
N

ν
sup
s∈K′

|f(s + τk)− g(s)|,

ãäå K ′ = {t − u | t ∈ K, u ∈ [0, L]} � íåêîòîðûé êîìïàêò èç R.
Òàê, êàê fτk

→ g, òî íàéä¸òñÿ k1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

sup
s∈K1

|f(s + τk)− g(s)| < νε

4N
(5.6.7)

ïðè âñåõ k ≥ k1(ε). Èç íåðàâåíñòâ (5.6.6), (5.6.7) ñëåäóåò, ÷òî

sup
t∈K

∣∣∣
t∫

−∞
R(t− s)P2[f(s + τk)− g(s)]ds

∣∣∣ <
ε

2
(5.6.8)

ïðè âñåõ k ≥ k1(ε).
Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò k2(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

sup
t∈K

∣∣∣
+∞∫

t

R(t− s)P1[f(s + τk)− g(s)]ds
∣∣∣ <

ε

2
(5.6.9)

ïðè âñåõ k ≥ k2(ε). Ïîëîæèì k(ε) = max(k1(ε), k2(ε)). Òîãäà èç
(5.6.5), (5.6.8) è (5.6.9) âûòåêàåò

sup
t∈K

|(Bf)(t + τk)− (Bg)(t)| < ε

ïðè âñåõ k ≥ k(ε). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.6.6. Ïóñòü ðåçîëüâåíòà R(t) óðàâíåíèÿ
(5.6.3) ãèïåðáîëè÷íà íà R, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.



5.7. Êîíâåðãåíòíîñòü íåêîòîðûõ ýâîëþöèîííûõ ... 199

1) Åñëè f äâîÿêî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (ïåðèîäè÷-
íà, ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, ðåêóððåíòíà), òî è ðåøåíèå ϕ
óðàâíåíèÿ (5.6.3) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

2) Åñëè f ñòàöèîíàðíî (ïåðèîäè÷íî, ïî÷òè ïåðèîäè÷íî,
ðåêóððåíòíî) ãîìîêëèíè÷íî, òî è ϕ îáëàäàåò ýòèì
ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 5.6.5 è çàìå÷àíèÿ 2.5.5.

5.7. Êîíâåðãåíòíîñòü íåêîòîðûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé

1. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
D(A) ⊆ H � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A : H → H. Íà-
ïîìíèì [27], [84], ÷òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ:

- ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ D(A) : 〈Au1 −
Au2, u1 − u2〉 ≥ 0;

- ïîëóíåïðåðûâíûì, åñëè ôóíêöèÿ ϕ : R → R, îïðåäåëåí-
íàÿ ðàâåíñòâîì ϕ(λ) = 〈A(u + λv, w)〉, íåïðåðûâíà;

- ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî α òàêîå, ÷òî 〈Au−Av, u− v〉 ≥ α|u− v|2 ïðè âñåõ u, v ∈
D(A) (| · | =

√
〈·, ·〉 è 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H).

Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷èòü ïî âêëþ÷åíèþ ãðàôèêîâ. Ìîíîòîííûé
îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì ñðåäè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
dx

dt
+ Ax = f(t), (5.7.1)

ãäå f ∈ L1
loc(R,H) è A � ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðà-

òîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A). Ñîãëàñíî [84] äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ D(A) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå ϕ(t, x0, f)
óðàâíåíèÿ (5.7.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, x0, f) = x0 è
îïðåäåëåííîå íà R+. Ïóñòü Y = H(f) = {f (τ)|τ ∈ R}, (Y + =
H+(f) = {f (τ)|τ ∈ R+}), ãäå ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â
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L1(R,H). ×åðåç (Y,R, σ) ((Y +,R+, σ)) îáîçíà÷àåì äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y (Y +), èíäóöèðîâàííóþ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìîé (L1

loc(R,H),R, σ). Ïîëîæèì X = D(A) × Y

(X = D(A)× Y +) è îïðåäåëèì π : D(A)× Y ×R+ → D(A)× Y

(π : D(A) × Y + × R+ → D(A) × Y +) ðàâåíñòâîì π((v, g), t) =
(ϕ(t, v, g), g(t)) è h = pr2 : X → Y . Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [98],
òðîéêà 〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 (〈(X,R+, π), (Y +,R+, σ), h〉) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðèìåíåíÿÿ ê
ïîñòðîåííûì íåàâòîíîìíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ðåçóëü-
òàòîâ ãëàâû II, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ (5.7.1). Ïðèâåäåì îäíî èç óòâåðæäåíèé òàêîãî ðî-
äà.

Òåîðåìà 5.7.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f ∈ L1
loc(R,H)

àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííî (àñèìïòîòè÷åñêè τ -ïåðèîäè÷íî,
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ðåêóððå-
íòíî). Åñëè ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð A ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì è ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì, òî óðàâíåíèå
(5.7.1) êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, ÷òî
è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.8.5, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîãëàñíî ðå-
çóëüòàòàì ðàáîòû [98] èç ðàâíîìåðíîé ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà
A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë N è ν òàêèõ,
÷òî

|ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)| ≤ Ne−νt|u1 − u2|
ïðè âñåõ u1, u2 ∈ D(A) è g ∈ H(f).

Îòìåòèì, ÷òî â ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå òåîðåìà 5.7.1
óòî÷íÿåò è óñèëèâàåò îäèí ðåçóëüòàò èç [27, ñ.164].

Ïðèâåäåì ïðèìåð óðàâíåíèÿ âèäà (5.7.1).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
= ∆u− φ(

∂u

∂t
) + f(t) (5.7.2)

â îòêðûòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ En ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì u = 0 íà ∂Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ : R → R
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: φ(0) = 0 è 0 < c1 ≤ φ′(ξ) ≤ c2 (ξ ∈ R).
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Òîãäà óðàâíåíèå (5.7.2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
{

∂u
∂t = v
∂v
∂t = 4u− φ(v) + f(t).

Íàêîíåö, ïîëîæèì H = W 1,2
0 (Ω) × L2(Ω) è îïðåäåëèì íà H

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈(u, v), (u∗, v∗)〉 =
∫

Ω

[vv∗ +∇u∇u∗ + λuv∗ + λu∗v]dx,

ãäå λ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò c1 è c2. Ìîæíî ïðîâåðèòü (ñì., íàïðèìåð, [87]), ÷òî ïðè ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 5.7.1 âûïîëíåíû,
åñëè f ∈ L1

loc(R,R) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà (àñèìïòîòè÷å-
ñêè τ -ïåðèîäè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðåêóððåíòíà).

2. Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, I ⊆ R è D(R, B) �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ
ôóíêöèé ϕ : R→ B è H - êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
∫

R

[〈u(t), ϕ′(t)〉+ 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉+ 〈f(t), ϕ(t)〉]dt = 0, (5.7.3)

ãäå A ∈ C(R, [H]), f ∈ C(R,H) è 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â H. Ôóíêöèþ ϕ ∈ C(I,H) íàçûâàþò ðåøåíèåì (5.7.3), åñëè
ðàâåíñòâî (5.7.3) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ D(I,H). Ïóñòü
x ∈ H è ϕ(t, x, A, f) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.7.3), îïðåäåëåííîå
íà R+ è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(0, x, A, f) = x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (C(R, [H]),R, σ) è (C(R,H),R, σ) äèíàìè-
÷åñêèå ñèñòåìû ñäâèãîâ íà C(R, [H]) è C(R,H) ñîîòâåòñòâåííî
è ïóñòü (C(R, [H])×C(R,H),R, σ) � èõ ïðîèçâåäåíèå. Ïîëîæèì
H(A, f) = {(A(τ), f (τ)) : τ ∈ R} è ïóñòü (H(A, f),R, σ) � äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà H(A, f). Àíàëîãè÷íî, H+(A, f) =
{(A(τ), f (τ)) : τ ∈ R+} è (H+(A, f),R+, σ) � ïîëóãðóïïîâàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà H+(A, f). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.7.3)
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áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
∫

R

[〈u(t), ϕ′(t)〉+ 〈B(t)u(t), ϕ(t)〉+ 〈g(t), ϕ(t)〉]dt = 0, (5.7.4)

ãäå (B, g) ∈ H(A, f) (èëè (B, g) ∈ H+(A, f)).
Âñþäó â ýòîì ïóíêòå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð-

ôóíêöèÿ A(t) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé è îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé, ò.å. A(t) = −A1(t) + iA2(t) ïðè âñåõ t ∈ R, ãäå A1(t)
è A2(t) � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è

〈A1(t)x, x〉 ≥ α|x|2

ïðè âñåõ x ∈ H, t ∈ R, | · |2 = 〈·, ·〉 è α > 0.

Ëåììà 5.7.2. [1] Ïðè âñåõ t > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
1
2

d

dt
|ϕ(t, x, A, f)|2 = −〈A1(t)ϕ(t, x, A, f), (5.7.5)

ϕ(t, x, A, f)〉+ Re〈f(t), ϕ(t, x, A, f)〉.
Ëåììà 5.7.3. Ïðè âñåõ t ∈ R+ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|ϕ(t, x, A, f)| ≤ |x|+
t∫

0

|f(τ)|dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (5.7.5) ñëåäóåò, ÷òî
1
2

d

dt
|ϕ(t, x, A, f)|2 ≤ |f(t)||ϕ(t, x, A, f)|.

Ïîëîæèì v(t) = |ϕ(t, x, A, f)|2, òîãäà dv
dt ≤ 2|f(t)|

√
v(t) è, ñëå-

äîâàòåëüíî,
√

v(t) −
√

v(τ) ≤
t∫

τ
|f(s)|ds. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

|ϕ(t, x, A, f)| ≤ |x|+
t∫
0

|f(τ)|dτ . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.7.4. Ïóñòü l, r è β > 0, x0 ∈ H, A ∈ C(R, [H]) è
f ∈ C(R,H). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî M = M(f, l, r, β, x0) > 0
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òàêîå, ÷òî
|ϕ(t, x, B, g)− ϕ(t, x0, A, f)| ≤ |x− x0|+

M

t∫

0

|B(τ)−A(τ)|dτ +

t∫

0

|g(τ)− f(τ)|dτ (5.7.6)

ïðè âñåõ t ∈ [0, l] è x ∈ B[x0, r0], åñëè |g(t) − f(t)| ≤ β è
Re〈B(t)x, x〉 ≤ σ ïðè âñåõ t ∈ [0, l] è x ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v(t) = [ϕ(t, x, B, g)−ϕ(t, x0, A, f)],
òîãäà ∫

R
{〈v(t), ϕ′(t)〉+ 〈A(t)v(t), ϕ(t)〉+

〈(B(t)−A(t))v(t), ϕ(t)〉+ 〈g(t)− f(t), ϕ(t)〉}dt = 0

äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ D(R,H). Ñîãëàñíî ëåììå 5.7.2
d

2dt
|v(t)|2 = Re〈A(t)v(t), v(t)〉+

Re[〈(B(t)−A(t))ϕ(t, x, B, g), v(t)〉+ 〈g(t)− f(t), v(t)〉]
è èç ëåììû 5.7.3 èìååì

|v(t)| ≤ |v(0)|+
t∫
0

|(B(τ)−A(τ))v(τ) + g(τ)− f(τ)|dτ ≤

≤ |v(0)|+
t∫
0

|B(τ)−A(τ)||ϕ(τ, x, B, g)|dτ +
t∫
0

|g(τ)− f(τ)|dτ

(5.7.7)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 5.7.3 äëÿ ϕ(τ, x,B, g)

èìååì

|ϕ(t, x, B, g)| ≤ |x|+
t∫

0

|g(τ)|dτ ≤ |x0|+ r + βl +

l max
0≤t≤l

|f(t)| = M(f, l, r, β, x0). (5.7.8)

Èç íåðàâåíñòâ (5.7.7) è (5.7.8) âûòåêàåò (5.7.6). Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ïîëîæèì H̃ = H×H(A, f) è ÷åðåç X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð (u, (B, g)) èç H×H(A, f) òàêèõ, ÷òî ÷åðåç òî÷êó x ∈
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H ïðè t = 0 ïðîõîäèò ðåøåíèå ϕ(t, u,B, g) óðàâíåíèÿ (5.7.4),
îïðåäåëåííîå íà R+.

Ëåììà 5.7.5. Ìíîæåñòâî X çàìêíóòî â H×H(A, f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x, (A, f)) ∈ X. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈xk, (Bk, gk)〉 ∈ X òàêàÿ, ÷òî xk → x â H,
Bk → A â C(R, [H]) è fk → f â C(R,H). Ïóñòü l, ε > 0, òîãäà
ñóùåñòâóåò k0 = k0(ε, l) > 0 òàêîå, ÷òî

|xk − xl| < ε, |fk(t)− fl(t)| < ε è |Bk(t)−Bl(t)| < ε

ïðè âñåõ t ∈ [0, l] è k, l ≥ k0. Ïîëîæèì r = sup{|xk|| k ∈ N}.
Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5.7.3

|ϕ(t, xk, Bk, fk)− ϕ(t, xl, Bl, fl)| ≤
|xk − xl|+ M

t∫
0

|Bk(τ)−Bl(τ)|dτ+

t∫
0

|fk(τ)− fl(τ)|dτ ≤ ε + Mεl + εl

(5.7.9)

ïðè âñåõ t ∈ [0, l] è k, l ≥ k0, ãäå M � íåêîòîðàÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r, l è f . Èç
(5.7.9) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(t, xk, Bk, fk)} ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå C(R+,H) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â C(R+,H). Èç (5.7.9) ñëåäóåò
ϕ(t, xk, Bk, fk) → ϕ(t, x, A, f) â C(R+,H) ïðè k → +∞. Òàêèì
îáðàçîì, (x,A(t)) ∈ X, ò.å. X ⊆ X. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.7.6. Ïîëîæèì X̃+ = H ×H+(A, f) è ÷åðåç
X+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (u, (B, g)) ∈ H×H+(A, f)
òàêèõ, ÷òî ÷åðåç òî÷êó u ∈ H ïðè t = 0 ïðèõîäèò ðåøåíèå
ϕ(t, u, B, g) óðàâíåíèÿ (5.7.4), îïðåäåëåííîå íà R+. Àíàëîãè÷íî,
êàê è â ëåììå 5.7.5, óñòàíàâëèâàåòñÿ çàìêíóòîñòü X+ â H×
H+(A, f).

Ëåììà 5.7.7. Îòîáðàæåíèå ϕ : R+ ×X → H ïî ïðàâèëó
(t, (u,Bg)) → ϕ(t, u, B, g) íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü tk → t, xk → x, Bk → B è gk → g.
Òîãäà
|ϕ(tk, xk, Bk, gk)− ϕ(t, x,B, g)| ≤ |ϕ(tk, xk, Bk, gk)−

ϕ(tk, x,B, g)|+ |ϕ(tk, x, B, g)− ϕ(t, x, B, g)| ≤
max
0≤t≤l

|ϕ(t, xk, Bk, gk)− ϕ(t, x, B, g)|+
|ϕ(tk, x, B, g)− ϕ(t, x, B, g)|

(5.7.10)

Èç (5.7.10) è ëåììû 5.7.4 ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììû 5.7.5, 5.7.7 è îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé
âèäà (5.7.3) ïîçâîëÿþò íàì îïðåäåëèòü íà X (X+) äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó (X,R+, π) ((X+,R+, π)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
π(x, t) = π((u, (B, g)), t) = (ϕ(t, u, B, g), B(t), g(t)) ïðè âñåõ
(u, (B, g)) ∈ X ((u, (B, g)) ∈ X+) è t ∈ R+.

Ïîëîæèì Y = H(A, f) (Y + = H+(A, f)). ×åðåç (Y,R, σ)
((Y +,R+, σ)) îáîçíà÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà Y
(Y +). Ïóñòü h = pr2 : X → Y (h = pr2 : X+ → Y ), òîãäà òðîéêà
〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 (〈(X+,R+, π), (Y +,R+, σ), h〉)
ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé
óðàâíåíèåì (5.7.3).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5.7.8. Äëÿ ëþáûõ (B, g) ∈ H(A, f) = Y è x1, x2 ∈
H ((xi, B, g) ∈ X, i = 1, 2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|ϕ(t, x1, B, g)− ϕ(t, x2, B, g)| ≤ e−αt|x1 − x2|
ïðè âñåõ t ∈ R+, ò.å. íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà íåïîñðåäñòâå-
ííî âûòåêàåò èç ëåììû 5.7.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì ω(t) =
ϕ(t, x1, B, g)− ϕ(t, x2, B, g), òîãäà

1
2

d

dt
|ω(t)|2 = Re〈B(t)ω(t), ω(t)〉 ≤ −α|ω(t)|2

è, ñëåäîâàòåëüíî, |ω(t)| ≤ |ω(0)|e−αt ïðè âñåõ t ∈ R+. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 5.7.9. Ïóñòü A ∈ C(R, [H]) è f ∈ C(R,H)
ñîâìåñòíî àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííû (àñèìïòîòè÷åñêè
τ -ïåðèîäè÷íû, àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðåêóððåíòíû), òîãäà óðàâíåíèå (5.7.3) êîíâåðãåíò-
íî, ò.å. êîíâåðãåíòíà íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
〈(X,R+, π), (Y +,R+, σ), h〉, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (5.7.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äîêà-
çûâàåòñÿ ïî ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.8.5 ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïîñòðîåííûõ âûøå íåàâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì 〈(X,R+, π), (Y,R, σ), h〉 è 〈(X,R+, π), (Y +,R+, σ), h〉 è ëåì-
ìû 5.7.7.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷-
íîñòè A(t) è f(t) òåîðåìà 5.7.9 óñèëèâàåò îäèí ðåçóëüòàò èç
ðàáîòû [1].

Ñëåäóÿ [1], ïðèâåäåì ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è, ñâîäÿùåéñÿ
ê óðàâíåíèþ âèäà (5.7.3). Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â
Rn; Γ = ∂Ω, Q = R+ ×Ω, S = R+ × Γ. Ðàññìîòðèì â Q ïåðâóþ
íà÷àëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= Lu + g(t, u), u|t=0 = ϕ(x), u|S = 0.

Çäåñü Lu =
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(aij(t) ∂u
∂xj

) − a(t, x)u � ðàâíîìåðíî ýë-

ëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, ò.å. äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Rn

λ
n∑

i=1

ξ2
i ≤

n∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj ≤ µ
n∑

i=1

ξ2
i ,

λ > 0. Îïåðàòîð A(t) â ñèëó òåîðåìû Ðèññà îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ

〈A(t)u, ϕ〉 = −
∫

Ω

[
n∑

i,j=1

aij(t, x)
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
+ a(t, x)uϕ]dΩ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà H âîçüìåì L2(Ω). Òîãäà, åñëè
îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü îáîáùåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå âèäà (5.7.3).
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3. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå

ẏ = −y|y|+ f(t), (5.7.11)
ãäå y ∈ H è f ∈ C(R,H). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.7.10. [82] Êàêîâà áû íè áûëà îãðàíè÷åííàÿ íà
R ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H) óðàâíåíèå (5.7.11) èìååò åäèíñòâåííîå
îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå ϕ è |ϕ(t)| ≤

√
2||f || ïðè âñåõ t ∈ R,

ãäå ||f || = sup{|f(t)| : t ∈ R}.
Ñëåäñòâèå 5.7.11. Êàêîâà áû íè áûëà îãðàíè÷åííàÿ íà R+

ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H) óðàâíåíèå (5.7.11) èìååò õîòÿ áû îäíî
îãðàíè÷åííîå íà R+ ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 5.7.10. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F ∈ C(R,H) îãðà-
íè÷åíà íà R+, òî ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H), ðàâíàÿ F (t) ïðè t ∈ R+

è F (0) ïðè t ∈ R−, îãðàíè÷åíà íà R è ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7.1
óðàâíåíèå (5.7.11) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íàR ðåøå-
íèå ϕ. Î÷åâèäíî, ñóæåíèå ôóíêöèè ϕ íà R+ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
ðåøåíèåì.

Ëåììà 5.7.12. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H) îãðàíè÷åíà íà
R+, òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.7.11) îãðàíè÷åíû íà R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(t, x, f) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.7.11), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó x ïðè t = 0. Òîãäà ñîãëàñíî
ëåììå 1 èç [82]

|ϕ(t, x1, f)− ϕ(t, x2, f)| ≤ 2|x1 − x2|
2 + |x1 − x2|t (5.7.12)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è x1, x2 ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî,
lim

t→+∞ |ϕ(t, x1, f)− ϕ(t, x2, f)| = 0 (5.7.13)

ïðè âñåõ x1, x2 ∈ H. Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 5.7.11.

Ëåììà 5.7.13. Êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H) óðàâíåíèå (5.7.11)
èìååò ïî êðàéíåì ìåðå îäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C(R,H) àñèìïòîòè÷åñêè ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íà è

f(t) = p(t) + ω(t) (5.7.14)
ïðè âñåõ t ∈ R, ãäå ôóíêöèÿ p ∈ C(R,H) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà è
lim

t→+∞ |ω(t)| = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 4 [82] óðàâíåíèå

dx

dt
= −x|x|+ p(t)

èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå q ∈ C(R,H).
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (5.7.14) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
= −x|x|+ p(t) + ω̃(t), (5.7.15)

ãäå ω̃(t) = ω(t) ïðè âñåõ t ≥ 0 è ω̃(t) = ω(0) ïðè t < 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ϕ̃ åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.7.15) Ïóñòü τ ≥ 0, òîãäà ϕ̃(τ)(t) = ϕ̃(t + τ) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

dy

dt
= −y|y|+ pτ (t) + ω̃(τ)(t).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7.10

|ϕ(τ)(t)− q(τ)(t)| ≤
√

2||ω̃(τ)||. (5.7.16)

Çàìåòèì, ÷òî ω̃(τ)(t) = ω(τ)(t) ïðè âñåõ t ≥ 0 è ω̃(τ)(t) = ω(τ)(0)
ïðè t < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
τ→+∞ ||ω̃

(τ)|| = 0 (5.7.17)

Èç (5.7.16) è (5.7.17) ñëåäóåò, ÷òî lim
t→+∞ |ϕ̃(t)− q(t)| = 0. Òåïåðü

äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî ñóæåíèå íà R+ ôóíêöèè ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.7.11).

Ñëåäñòâèå 5.7.14. Êàêîâà áû íè áûëà àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(R,H) âñå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (5.7.11) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå âûòå-
êàåò èç ëåììû 5.7.12 è ðàâåíñòâà (5.7.13).
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Òåîðåìà 5.7.15. Åñëè îòîáðàæåíèå f ∈ C(R,H) àñèìï-
òîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî, òî óðàâíåíèå (5.7.11) êîíâåð-
ãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = H+(f) = {f (τ)|τ ∈ R+} (÷åð-
òîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â C(R,H)) è (Y,R+, σ) � äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íà H+(f). Ïîëîæèì X = H × Y è îïðå-
äåëèì íà X äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,R+, π) ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó: π((x, g), τ) = (ϕ(t, x, g), g(τ)), ãäå ϕ(t, x, g) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

du

dt
= −u|u|+ g(t), (5.7.18)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x, g) = x. Ïîëîæèì
h = pr2 : X → Y è ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîíâåðãåíòíà.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (X,R+, π) êîìïàêòíî
äèññèïàòèâíà. Ñîãëàñíî ëåììå 5.7.12 ñèñòåìà (X,R+, π) ïîòî-
÷å÷íî äèññèïàòèâíà, èáî ωx = ω(p,q) = H(p, q) êàêîâî áû íè
áûëî x ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, ΩX = H(p, q) êîìïàêòíî.

Ïóñòü K ⊂ X � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò è Σ+
K = {πtx| x ∈

K, t ∈ R+}. Ïîêàæåì, ÷òî Σ+
K êîìïàêòíî. Ïóñòü {xn} ⊂ Σ+

K .
Òîãäà ñóùåñòâóþò {xn} ⊂ K è {tn} ⊆ R+ òàêèå, ÷òî xn =
π(xn, tn). Ïóñòü xn = (un, gn) ∈ H ×H+(f). Òàê êàê K � êîì-
ïàêò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un} è {gn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿ-
ùèìèñÿ. Ïîëîæèì u = lim

n→+∞un è g = lim
n→+∞ gn. Â ñèëó àñèìï-

òîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f èìååì
lim

n→+∞ sup
t≥0

|gn(t)− g(t)| = 0. (5.7.19)

Òàê, êàê g ∈ H+(f), òî ðåøåíèå ϕ(t, u, g) óðàâíåíèÿ (5.7.18)
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ϕ(tn, u, g)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü
u = lim

n→+∞ϕ(tn, u, g). Ïîêàæåì, ÷òî xn → x = (u, g). Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî
|ϕ(tn, un, gn)− ϕ(tn, u, g)| ≤
|ϕ(tn, un, gn)− ϕ(tn, u, gn)|+ |ϕ(t, u, gn)− ϕ(t, u, g)|. (5.7.20)
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Ïîëîæèì wn(t) = |ϕ(t, u, gn)−ϕ(t, u, g)| è δn = sup{|gn(t)−g(t)| :
t ∈ R+}. Ñîãëàñíî [82, c.73]

dwn(t)
dt

≤ −1
2
w2

n(t) + δn (5.7.21)

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî wn(0) = 0, ïîëó÷àåì

wn(t) ≤
√

2δn (5.7.22)
ïðè âñåõ t ∈ R+. Èç (5.7.12), (5.7.19) � (5.7.22) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→+∞ |ϕ(tn, un, gn)− ϕ(tn, u, g)| = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, xn = (ϕ(tn, un, gn), gn) → (u, g) = x. Òà-
êèì îáðàçîì, Σ+

K êîìïàêòíî. Ïîëîæèì M = H+(K) = Σ+
K

è J = Ω(M) = ∩t≥0∪τ≥tπτM . Ñîãëàñíî [55] ìíîæåñòâî J ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòíûì è èíâàðèàíòíûì. Èç òåîðåìû 5.7.10 è ëåììû
5.7.12 ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X,R+, π) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî ΩX = H(p, q). Òàêèì îáðàçîì, Ω(M) = J = Ω(X) è,
ñëåäîâàòåëüíî, (X,R+, π) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî äèññèïàòèâíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé è åå öåíòð Ëåâèíñîíà JX = ΩX . Òåïåðü
äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7.10 JX ∩Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
òî÷êè êàêîâî áû íè áûëî y ∈ ωf = JY . Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ïóíêòå ìû
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x), (5.7.23)

ãäå f ∈ C(R×H,H) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Re〈x1 − x2, f(t, x1)− f(t, x2)〉 ≤ −κ|x1 − x2|α (5.7.24)

ïðè âñåõ t ∈ R+ è x ∈ H (κ > 0 è α > 2). Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì
(5.7.23) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

dy

dt
= g(t, y), (g ∈ H+(f)) (5.7.25)

ãäå H+(f) = {f (τ)|τ ∈ R+}, ãäå f (τ) � ñäâèã f íà τ ïî ïåðåìåí-
íîé t è ÷åðòîé îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â C(R×H,H). Çàìåòèì,
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÷òî íàðÿäó ñ ôóíêöèåé f óñëîâèþ (5.7.24) óäîâëåòâîðÿåò è âñÿ-
êàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H+(f) ñ òåìè æå êîíñòàíòàìè κ è α. Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòàì [45, ãë.2], åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(R ×H,H) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (5.7.24), òî äëÿ ëþáûõ u ∈ H è g ∈ H+(f)
óðàâíåíèå (5.7.25) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(t, u, g), îïðå-
äåëåííîå íà R+ è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó u ∈ H ïðè t = 0; êðî-
ìå òîãî, îòîáðàæåíèå ϕ : R+×H×H+(f) → H íåïðåðûâíî. Ïî-
ëîæèì òåïåðü Y = H+(f) è ÷åðåç (Y,R+, σ) îáîçíà÷èì äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ íà H+(f). Äàëåå, ïóñòü X = H×H+(f)
è π : X × R+ → X � îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì
π((u, g), t) = (ϕ(t, u, g), g(t)). Òîãäà (X,R+, π) � ïîëóãðóïïîâàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Íàêîíåö, ïîëîæèì h = pr2 : X → Y , òî-
ãäà 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉 åñòü íåàâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (5.7.23).

Êàê è ðàíåå, óðàâíåíèå (5.7.23) íàçîâåì êîíâåðãåíòíûì, åñ-
ëè íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉, ïîðîæäåí-
íàÿ óðàâíåíèåì (5.7.23),êîíâåðãåíòíà.

Â ãëàâå III íàìè óñòàíîâëåíà (ñì. òåîðåìó 3.8.5 è çàìå÷àíèå
3.8.8) êîíâåðãåíòíîñòü óðàâíåíèÿ (5.7.23), åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f
àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (5.7.24) ñ ïîêàçàòåëåì α = 2. Íèæå áóäåò óñòàíîâëåíà êîí-
âåðãåíòíîñòü óðàâíåíèÿ (5.7.23), êîãäà f óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (5.7.24) ñ ïîêàçàòåëåì α > 2. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäåì
äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 5.7.16. Ïóñòü f ∈ C(R×H,H) òàêîâî, ÷òî ìíî-
æåñòâî {f (τ)| τ ∈ R+} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C(R ×
H,H) è âûïîëíåíî óñëîâèå (5.7.24), òîãäà:

1) Êàêîâî áû íè áûëî u ∈ H ðåøåíèå ϕ(t, u, f) óðàâíå-
íèÿ (5.7.23) êîìïàêòíî íà R+, ò.å. ϕ(R+, u, f) îòíî-
ñèòåëüíî êîìïàêòíî â H.

2) Ïðè âñåõ t ∈ R+ è x1, x2 ∈ H

|ϕ(t, x1, f)− ϕ(t, x2, f)| ≤ (|x1 − x2|2−α + (α− 2)t)
1

2−α =
|x1−x2|

(1+|x1−x2|α−2(α−2)t)
1

α−2
.

(5.7.26)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F ∈ C(R × H,H)
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

F (t, x) =
{

f(t, x) ïðè (t, x) ∈ R+ ×H
f(0, x) ïðè (t, x) ∈ R− ×H.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

à) {F (τ)| τ ∈ R} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C(R×H,H).
á) Re〈x1 − x2, F (t, x1) − F (t, x2)〉 ≤ −κ|x1 − x2|α ïðè âñåõ

t ∈ R è x1, x2 ∈ H.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.3.1 èç [45] óðàâíåíèå

dx

dt
= F (t, x) (5.7.27)

èìååò åäèíñòâåííîå êîìïàêòíîå íà R ðåøåíèå ϕ(t, x0, F ) è äëÿ
ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé ϕ(t, x1, F ) è ϕ(t, x2, F ) èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

|ϕ(t, x1, F )− ϕ(t, x2, F )| ≤ (|x1 − x2|2−α + (2− α)t)
1

2−α

ïðè âñåõ t ∈ R+, x1, x2 ∈ H è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
t→+∞ |ϕ(t, x1, F )−

ϕ(t, x0, F )| = 0 ïðè âñåõ x ∈ H. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.7.27) êîìïàêòíû íà R+.
Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî çà-
ìåòèòü, ÷òî ϕ(t, x, f) = ϕ(t, x, F ) ïðè âñåõ t ∈ R+. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Ëåììà 5.7.17. Ïóñòü α, κ è ε � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
òîãäà ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= −κxα + ε

îïðåäåëÿåò íà R+ ïîëóïîòîê ϕε(x, t), êîòîðûé èìååò åäèí-
ñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ xε = ( ε

κ)1/α è
0 ≤ ϕε(x, t) ≤ xε (5.7.28)

ïðè âñåõ x ∈ [0, xε] è t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
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Òåîðåìà 5.7.18. Ïóñòü f ∈ C(R×H,H) àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç
H è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.7.24). Òîãäà óðàâíåíèå (5.7.23)
êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉 � íåàâ-
òîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì
(5.7.23). Òàê êàê Y = H+(f) è f àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà, òî (Y,R+, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâíà è JY = ωf .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ H, ìíîæåñòâî
ϕ(R+,K, H+(f)) = {ϕ(t, x, g)| t ∈ R+, x ∈ K, g ∈ H+(f)} îò-
íîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü {yn} ⊆ ϕ(R+,K,H+(f)). Òîãäà
ñóùåñòâóþò {tn} ⊂ R+, {xn} ⊆ K è {gn} ⊆ H+(f) òàêèå, ÷òî
yn = ϕ(tn, xn, gn). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K è H+(f) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} è {gn} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì
x = lim

n→+∞xn è g = lim
n→+∞ gn. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}

îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tn, xn, gn)} îòíîñèòåëü-
íî êîìïàêòíà è òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü òåïåðü
{tn} íåîãðàíè÷åíà, òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tn → +∞ ïðè n → +∞. Òàê êàê ñîãëàñ-
íî ëåììå 5.7.16 ìíîæåñòâî ϕ(R+, x, g) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(tn, x, g)} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ.
Ïîëîæèì x = lim

n→+∞ϕ(tn, x, g) è ïîêàæåì, ÷òî ϕ(tn, xn, gn) → x

ïðè n → +∞. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

|ϕ(tn, xn, gn)− ϕ(tn, x, g)| ≤ |ϕ(tn, xn, gn)− ϕ(tn, x, gn)|+
|ϕ(tn, x, gn)− ϕ(tn, x, g)|. (5.7.29)

Îöåíèì ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (5.7.29). Ñîãëàñíî
(5.7.26)

|ϕ(tn, xn, gn)− ϕ(tn, x, gn)| ≤ |xn − x|. (5.7.30)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ωn(t) = |ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)|2, òî
d
dtωn(t) = 2Re〈gn(t, ϕ(t, x, gn))− g(t, ϕ(t, x, g)),
ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)〉 ≤ 2Re〈gn(t, ϕ(t, x, gn))−

gn(t, ϕ(t, x, g)), ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)〉+
+2Re〈gn(t, ϕ(t, x, g))− g(t, ϕ(t, x, g)), ϕ(t, x, gn)−

ϕ(t, x, g)〉 ≤ −2κ|ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)|α+
2εn|ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)|

ïðè âñåõ t ∈ R+, ãäå
εn = sup

x∈ϕ(R+,x,g),t∈R+

|gn(t, x)− g(t, x)|.

Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè f ∈ C(R×H,H)
è êîìïàêòíîñòè íà R+ ðåøåíèÿ ϕ(t, x, g) èìååì εn → 0 ïðè
n → +∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.1.2 èç [45]

ωn(t) ≤ ψn(t, 0),

ãäå ψn(t, x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
du

dt
= −2κu

α
2 + 2εnu

1
2 , (5.7.31)

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó x ïðè t = 0. Ïîëîæèì y = u
1
2 , òîãäà

èç (5.7.31) ïîëó÷èì
dy

dt
= −κyα + εn. (5.7.32)

Òàêèì îáðàçîì,
√

ψn(t, x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.7.32) è ñî-
ãëàñíî ëåììå 5.7.16

√
ψn(t, 0) ≤ √

xεn = ( εn
x )

1
2α è, ñëåäîâàòåëü-

íî,
|ϕ(t, x, gn)− ϕ(t, x, g)| ≤ (

εn

x
)

1
2α (5.7.33)

ïðè âñåõ t ∈ R+. Èç íåðàâåíñòâ (5.7.29), (5.7.30) è (5.7.33) ñëå-
äóåò, ÷òî

lim
n→+∞ |ϕ(tn, xn, gn)− ϕ(tn, x, g)| = 0.

è, ñëåäîâàòåëüíî, {yn} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ è òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.
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Ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ ôóíêöèåé f ∈ C(R × H,H) óñëîâèþ
(5.7.24) óäîâëåòâîðÿåò è ëþáàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H+(f), òî, ñîãëàñ-
íî ëåììå 5.7.8,

|ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)| ≤ |u1 − u2|
(1 + |u1 − u2|α−2(α− 2)t)

1
α−2

ïðè âñåõ u1, u2 ∈ H è g ∈ H+(f). Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2.6.3.

Òåîðåìà 5.7.19. Ïóñòü f ∈ C(R×H,H) àñèìïòîòè÷åñêè
ðåêóððåíòíà ïî t ∈ R ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòàõ èç H,
ïðîñòðàíñòâî H êîíå÷íîìåðíî è ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (5.7.24) ñ ïîêàçàòåëåì α > 1. Òîãäà óðàâíåíèå (5.7.23)
êîíâåðãåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî íåàâòîíîì-
íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈(X,R+, π), (Y,R+, σ), h〉, ïîðîæäåí-
íàÿ óðàâíåíèåì (5.7.23) (ñì. ïðèìåð 3.1.1 è çàìå÷àíèå 3.1.2).
Ïîëîæèì M = sup{|f(t, 0)| : t ∈ R+} è u(t) = |ϕ(t, x, g)|2, ãäå
u ∈ H è g ∈ H+(f). Òîãäà

du
dt = 2Re〈g(t, ϕ(t, x, g)), ϕ(t, x, g)〉 =
2Re〈g(t, ϕ(t, u, g))− g(t, 0), ϕ(t, u, g)〉+
+2Re〈g(t, 0), ϕ(t, u, g)〉 ≤ −2κu

α
2 (t) + 2Mu

1
2 (t).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.1.2 èç [45]
|ϕ(t, u, g)|2 ≤ ψ(t, |u|2) (5.7.34)

ïðè âñåõ t ∈ R+, ãäå ψ(t, x) (x ≥ 0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
dx

dt
= −2κx

α
2 + 2Mx

1
2 ,

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó x ïðè t = 0. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî

lim
t→+∞ |ψ(t, x)| ≤ (

M

κ
)

2
α−1 (5.7.35)

ïðè âñåõ x ≥ 0. Èç (5.7.34) è (5.7.35) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå.

Òàê êàê Y = H+(f), òî (Y,R+, σ) êîìïàêòíî äèññèïàòèâ-
íà è JY = ωf . Äàëåå, â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà



216 5. Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ...

H, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,R+, π) òàêæå êîìïàêòíî äèññè-
ïàòèâíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç JX åå öåíòð Ëåâèíñîíà è ïîêàæåì,
÷òî ïðè ëþáîì y ∈ JX ìíîæåñòâî JX ∩Xy ñîäåðæèò íå áîëåå
îäíîé òî÷êè. Ïîëîæèì V (x1, x2) = |x1 − x2|2, òîãäà

V (ϕ(t, u1, g), ϕ(t, u2, g)) = |ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)|2
è

d
dtV (ϕ(t, u1, g), ϕ(t, u2, g)) = 2Re〈g(t, ϕ(t, u1, g))−
g(t, ϕ(t, u2, g)), ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)〉 ≤
−2κ|ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)|α =
−2κV

α
2 (ϕ(t, u1, g), ϕ(t, u2, g))

(5.7.36)

ïðè âñåõ t ∈ R+. Èç (5.7.36) ñëåäóåò, ÷òî
|ϕ(t, u1, g)− ϕ(t, u2, g)| < |u1 − u2| (5.7.37)

ïðè âñåõ t > 0 è u1, u2 ∈ H (u1 6= u2). Ïóñòü òåïåðü g ∈ ωf = JY

è (u1, g), (u2, g) ∈ JX ∩ Xg. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [59],
ðåøåíèÿ ϕ(t, u1, g) è ϕ(t, u2, g) ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû è, åñëè
u1 6= u2, òî èìååò ìåñòî (5.7.37), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåêóððåíò-
íîñòè |ϕ(t, u1, g) − ϕ(t, u2, g)|. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî JX ∩Xy ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè êàêîâî áû
íè áûëî y ∈ JY . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Rezumat

Lucrarea de fa�ta este consacrat�a studierii solu�tiilor asimptotic
aproape periodice ale ecua�tiilor diferen�tiale cu partea dreapta asimptotic
aproape periodic�a. Studierea st�arilor de trecere �si de limita ale sistemelor
dinamice ocupa un rol deosebit �si important in teoria calitativa a
ecua�tiilor diferen�tiale. In prezenta monogra�e sunt de�nite �si studiate
diverse clase de mi�scari asimptotic stabile dupa Poisson (asimptotic
periodice, asimptotic aproape periodice, asimptotic recurente s.a.) ale
sistemelor dinamice, precum �si stabilite diverse rela�tii intre aceste
no�tiuni. Sunt prezentate diverse criterii de existen�ta a solu�tiilor
asimptotic stabile dupa Poisson ale ecua�tiilor operatoriale. Sunt ilustrate
aplica�tii ale rezultatelor stabilite lase de ecuatii diferentiale. Monogra�a
este pusa la indemana specialistilor in domeniul ecua�tiilor diferen�tiale,
sistemelor dinamice si a aplica�tiilor lor, precum �si profesorilor �si
studen�tilor cursurilor superioare.

Summary

The book is devoted to the study of the asymptotic almost
periodic solutions of di�erential equations with asymptotic almost
periodic right hand side. The study of the transitional and limit
rergims of dynamical systems occupies an important position in the
modern qualitative theory of di�erential equations. In the book there
are introduced and studied di�erent classes of asymptotic stable in the
sense of Poisson (asymptotical periodic, asymptotical almost periodic,
asymptotical recurrrent etc) motions of dynamical systems and there is
established the relation between them. The di�erent tests of existence
of asymptotical stable in the sense of Poisson solutions of operational
equations are given.

The book is intended to the experts in qualitative theory of
di�erential equations, dynamical systems and their applications, and also
for the university professors and senior students.
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