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Аннотация.

В настоящей статье дается обзор ряда работ, посвященных изучению ком-

пактных глобальных аттракторов абстрактных диссипативных динамиче-
ским системам (как автономным, так и неавтономным), и некоторым их

приложениям. Здесь затрагивается круг вопросов, который отражает науч-
ные интересы автора.

1 Введение

В приложениях часто встречаются системы

dx

dt
= f(t, x) (1)
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у которых из-за естественной диссипации каждое решение в некоторый мо-

мент времени попадает в фиксированную ограниченную область и в ней

остается при дальнейшем возрастании времени. Такие системы называют

диссипативными [21], [104]. Решения диссипативной системы иногда назы-
вают предельно (финально) ограниченными.

Диссипативные системы возникают в гидродинамике, в теории колеба-
ний, биологии, радиотехнике, небесной механике и других областях науки

и техники в связи с изучением различных предельных режимов.

Изучению диссипативных систем, начиная с классических работ Левин-

сона [104], посвящено огромное количество работ. До 70-х годов в абсо-
лютном большинстве этих работ изучались в основном периодические или

автономные системы обыкновенных дифференциальных уравнений в конеч-
номерном пространстве, обладающие свойством диссипативности. Эти ре-
зультаты отражены в монографиях [19], [20], [21], [120].

Последние 20-25 лет идеи и методы развитые в теории конечномерных

диссипативных систем активно проникают в теорию бесконечномерных си-
стем [47], [53], [77], [80], [26], [98], [114], [115], [117], [10], [62]. Изучение
бесконечномерных диссипативных систем стимулировалось потребностями

функционально-дифференциальных уравненй [26], [95], [94], [98] и дифферен-
циальных уравнений с частными производными [56], [97], [103], [13], [115],

[116]. Здесь, также как и для обыкновенных дифференциальных уравнений,
рассматривались периодические и автономные системы. Результаты, полу-

ченные в этих областях отражены в монографиях [26], [3], [97], [103], [116] и
обзорах [93], [95], [14], [55], [98].

Если правая часть f уравнения (1) непериодична, например, квазипери-
одична (почти периодична по Бору, рекуррентна в смысле Биркгофа, почти

периодична по Левитану, устойчива по Пуассону) или более сложным об-
разом зависит от времени, то ситуация здесь значительно усложняется уже

в классе почти периодических систем. Это обусловлено по крайней мере
двумя причинами.

Во-первых, определение диссипативности в неавтономном случае необ-
ходимо уточнить, так как определение Левинсона в классе непериодических
систем расщепляется на несколько неэквивалентных друг другу понятий и

необходимо выбрать из них то, которое позволяет построить достаточно со-
держательную теорию, которая содержала бы в качестве частного случая

наиболее существенные результаты, полученные для периодических дисси-
пативных систем.
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Во-вторых, при изучении периодических (автономных) диссипативных

систем важную роль играет дискретная динамическая система-каскад (непре-
рывная динамическая система- поток), порожденная степенями преобразова-

ния Пуанкаре и, следовательно, техника, созданная для исследования пери-
одических (автономных) диссипативных систем непригодна в более общей

ситуации. Поэтому для изучения непериодических диссипативных систем
понадобилась разработка новых методов исследования. В последние 15-20
лет автором данной статьи опубликована серия работ (см. например [28],

[54] и [65]-[?]) посвященных глобальным аттракторам неавтономных дисси-
пативных динамических систем.

В последние годы появились ряд работ (см. например [78], [79], [87],
[88], [90], [99], [106], [109], [113], [117], а также ссылки в них) посвященных

изучению компактных глобальных аттракторов неавтономных дифферен-
циальных уравнений в частных производных, а также оттягивающих назад

(pullback) аттракторов стохастических динамических систем (см. [61], [64],
[84], [85], [89], а также библиографию в них).
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2 Автономные диссипативные динамические системы.

2.1 Некоторые обозначения, понятия и факты.

Всюду в этой работе мы будем использовать следующие обозначения:

В работе употребляются следующие обозначения:
∃ – существует;

x ∈ X – есть элемент множества X;
∂X – граница множества X;

X ⊆ Y – множество X составляет часть или совпадает с множеством Y ;
∅ – пустое множество;

{x, y, ..., z} – множество, состоящее из x, y, ..., z;
{x ∈ X|R(x)} – множество всех элементов из X, обладающих свойством R;

X × Y – декартово произведение двух множеств;
pri : X1 ×X2 → Xi – проекция X1 ×X2 на i-ую (i = 1, 2) компоненту Xi;
(X, ρ) – полное метрическое пространство с метрикой ρ;

2X – пространство всех замкнутых ограниченных подмножеств метрическо-
го пространства X, наделенное метрикой Хаусдорфа;

M – замыкание множества M в пространстве X;
B(M, ε) (B[M, ε])– открытая (замкнутая) ε-окрестность множества M в

метрическом пространстве X;
f : X → Y – отображение X в Y ;
f(M) – образ множества M ⊆ X при отображении f : X → Y , т.е. {y ∈ Y :

y = f(x), x ∈M};
idX – тождественное отображение X в Y ;

C(X, Y ) – множество всех непрерывных отображений пространства X в

пространство Y ;

Ck(U,M) – множество всех k-раз непрерывно дифференцируемых отобра-
жений многообразия U в многообразие M ;

D(f) (Im(f)) – область определения (значений) функции f ;
0 – число ноль, а также нулевой элемент всякой аддитивной группы (полу-
группы);

R (N,Z,Q,C) – множество всех действительных (натуральных, целых, раци-
ональных, комплексных) чисел;

S – одно из множеств R или Z;
S+(S−) – множество всех неотрицательных (неположительных) чисел из S;

< x, y > – упорядоченная пара;
X
⋃

Y – объединение множеств X и Y ;
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X
⋂

Y – пересечение множеств X и Y ;

X \ Y – дополнение множества Y в X;
⋃{Mλ : λ ∈ L} – объединение семейства множеств {Mλ}λ ∈ L;
⋂{Mλ : λ ∈ L} – пересечение семейства множеств {Mλ}λ ∈ L;
f−1(M) – прообраз множества M ⊆ Y при отображении f : X → Y , т.е.

{x ∈ X : f(x) ∈M};
f−1 – отображение, обратное к f ;
f ◦ g – композиция отображений f и g;

f |M – сужение отображения f на множество M ;
f(t, ·) := f t (f(·, x)) – частное отображение, задаваемое функцией f при зна-

чении t (x) первого (второго) аргумента;
{xn} – последовательность;

ρ(ξ, η) – расстояние ξ и η в метрическом пространстве X;
lim

n→+∞
xn – предел последовательности;

lim
x→a

f(x) – предел отображения f при x→ a;

Mn – прямое произведение n экземпляров M ;

En – вещественное или комплексное n-мерное евклидово пространство;
(B, | · |) – банахово пространство с нормой | · |;
(H,< ·, · >) – гильбертово пространсво со скалярным произведение < ·, · >);
β(A,B) = sup{ρ(a,B)|a ∈ A} – полуотклонение множества A от множества

B (A,B ∈ 2X);
α(A,B) = max{α(A,B), α(B,A)} – метрика Хаусдорфа (A,B ∈ 2X);
B(X)〈C(X)〉 – семейство всех ограниченных (компактных) подмножеств;

W s(M) – устойчивое многообразие (область притяжения) множества M ;
xt = πtx = π(t, x) – положение точки x в момент времени t;

ωx(αx) – ω(α)-предельное множество точки x;
D+
x (J+

x ) – положительное (положительное предельное) продолжение точки

x;
D+(M) =

⋃{D+
x |x ∈M} – положительное продолжение множества M ;

J+(M) =
⋃{J+

x |x ∈ M} – положительное предельное продолжение множе-

ства M ;
αϕx

– α-предельное множество целой траектории ϕx ∈ Φx;

Σ+
x (Σ−

x )-положительная(отрицательная) полутраектория точки x;
M – замыкание множества M в пространстве X;

H+(x) (H−(x)) -замыкание положительной(отрицательной) полутраектории
точки x;

Σ+(M) =
⋃{Σ+

x |x ∈M};
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Ω(M) =
⋂

t≥0

⋃

τ≥t
πt(M).

Приведем некоторые понятия из теории динамических систем, которые мы

будем использовать в настоящей работе.
Пусть X топологическое пространство и T ⊆ S (S+ ⊆ T) подполугруппа

аддитивной группы S. Тройку (X,T, π), где π : X × T → X непрерывное

отображение, удовлетворяющее условиям:

π(x, 0) = x (x ∈ X) (2)

и

π(π(x, t), s) = π(x, t+ s) (x ∈ X, t, s ∈ T) (3)

называют динамической системой. При этом, если T = R+(R) или Z+(Z), то

система (X,T, π) называется полугрупповой (групповой). В случае T = R+

или R динамическая система (X,T, π) называется потоком, а если T ⊆ Z, то

(X,T, π) называется каскадом. Иногда для краткости будем писать вместо
π(x, t) просто xt. Всюду ниже X как правило является полным метрическим

пространством.
Функцию π(x, ·) : T → X при фиксированном x ∈ X называют движением,
а множество π(x,T) = Σx (соответственно π(x, S+) = Σ+

x , π(x, S−) = Σ−
x )

траекторией (положительной полутраекторией, отрицательной полутраек-
торией) этого движения.

Непустое множество M ⊆ X называют полу(квази)инвариантным по отно-
шению к динамической системе (X,T, π), если πtM ⊆ M(πtM ⊇ M) при

всех t ∈ T, πt = π(t, ·). Если множество M является одновременно полу- и
квазиинвариантным, то оно называется инвариантным.
Замкнутое полуинвариантное множество, не содержащее собственного под-

множества, являющегося замкнутым и полуинвариантным, называется ми-
нимальным.

Замкнутое полуинвариантное (инвариантное) множество называют нераз-
ложимым, если его нельзя представить в виде объединения двух непустых

непересекающихся полуинвариантных (инвариантных) замкнутых подмно-
жеств.

Полным движением (целой траекторией) динамической системы (X,T, π)
называют непрерывное отображение ϕ : S → X удовлетворяющее условию

πtϕ(s) = ϕ(t+ s) при всех t ∈ T и s ∈ S.

Точку p называют ω(α) предельной для x ∈ X, если существует tn → +∞
(tn → −∞) такая, что p = lim

n→+∞
xtn. Через ωx(αx) обозначают множество

всех ω(α) предельных точек для x ∈ X и H+(x) = Σ+
x

⋃

ωx (H−(x) =
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Σ−
x

⋃

αx, H(x) = Σx

⋃

αx
⋃

ωx).

Точку x называют точкой покоя, если xt = x при всех t ∈ T, и τ -периоди-
ческой, если xτ = x (τ > 0, τ ∈ T).

Число τ ∈ T называют ε > 0 смещением (почти периодом) точки x, если
ρ(xτ, x) < ε (ρ(x(t + τ), xt) < ε при всех t ∈ T). Точка x ∈ X называ-

ется почти рекуррентной (почти периодической), если для любого ε > 0
существует число l > 0 такое, что на любом отрезке длины l, найдется ε-
смещение (почти период) точки x.

Если точка x ∈ X почти рекуррентна и множество H(x) компактно, то x
называют рекуррентной.

Пусть (X,T1, π) и (Y,T2, σ) (S+ ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ S) две динамические системы.
Непрерывное (гомеоморфное) отображение h : X → Y называется гомомор-

физмом (изоморфизмом) динамической системы (X,T1, π) на (Y,T2, σ), если
h(π(x, t)) = σ(h(x), t) (при всех t ∈ T1, x ∈ X). При этом говорят, что

(X,T1, π) есть расширение динамической системы (Y,T2, σ), а (Y,T2, σ)–
фактор динамической системы (X,T1, π) при гомоморфизме h. Динамиче-
скую систему (Y,T2, σ) называют также базой расширения.

Тройку < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >, где h гомоморфизм (X,T1, π) на (Y,T2, σ)
называют неавтономной динамической системой.

Множество M называют:

–орбитально устойчивым, если для любого ε > 0 существует δ =

δ(ε) > 0 такое, что ρ(x,M) < δ влечет ρ(xt,M) < ε при всех t ≥ 0;

–притягивающим, если существует γ > 0 такое, что S(M,γ) ⊆
W s(M) = {x ∈ X| lim

t→+∞
ρ(xt,M) = 0};

–асимптотически устойчивым, если оно орбитально устойчиво и яв-
ляется притягивающим;

–асимптотически устойчивым в целом, если оно асимптотически
устойчиво и W s(M) = X;

–равномерно притягивающим, если существует γ > 0 такое, что
β(πtS(M,γ),

M) → 0 при t → +∞.
Нам понадобятся некоторые общеизвестные факты. Пусть M ⊆ X, множе-

ство Ω(M) =
⋂

t≥0

⋃

τ≥t π
τ (M) называют ω-предельным для M . Лемма [42],

[25]. Имеют место следующие утверждения:

1. z ∈ Ω(M) тогда и только тогда, когда существуют последовательности
{xn} ⊆M и {tn} ⊆ T такие, что tn → +∞ и z = lim

n→+∞
xntn;

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 7
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2. множество Ω(M) замкнуто и полуинвариантно;

3. если A ⊆ B, то Ω(A) ⊆ Ω(B);

4. Ω(A ∪ B) ⊆ Ω(A) ∪ Ω(B);

5. если множество A полуинвариантно (квазиинвариантно, инвариантно),

то Ω(A) ⊆ A (A ⊆ Ω(A),Ω(A) = A);

6.
⋃{ωx|x ∈M} ⊆ Ω(M);

7. если Σ+(M) =
⋃{Σ+

x |x ∈ M} относительно компактно, то Ω(M) инва-

риантно.

Теорема [26], [42], [47]. Пусть M 6= ∅ и относительно компактно. Для
того, чтобы множество Σ+(M) было относительно компактным необходимо

и достаточно выполнение следующих условий:

1. Ω(M) 6= ∅ и компактно;
2.

lim
t→+∞

β(πtM,Ω(M)) = 0. (4)

Теорема [23]. Пусть M ⊆ X непустое, компактное инвариантное мно-

жество, тогда каждое движение в M продолжаемо на S.

Теорема [23]. Для того, чтобы компактное множество M ⊆ X было

квазиинвариантным необходимо и достаточно, чтобы для любой точки x ∈
M существовало такое полное движение ϕ, проходящее через точку x, что

ϕ(t) ∈M при всех t ≤ 0.

Теорема [23]. Объединение и замыкание квазиинвариантных множеств

квазиинвариантно.

Лемма [14], [46]. Пусть ∅ 6= M ∈ B(X),тогда следующие условия экви-

валентны:

1. каковы бы ни были последовательности {xk} ⊆ M и tk → +∞ последо-
вательность {xktk} относительно компактна;

2. Ω(M) 6= ∅, компактно, инвариантно и имеет место равенство (4);

3. существует непустой компакт K ∈ C(X) такой, что

lim
t→+∞

β(πtM,K) = 0. (5)

Замечание Различные утверждения, близкие к лемме 2.1 содержатся в
[26], [93], [3], [97], [115].
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2.2 Компактно k-диссипативные системы

Пусть M некоторое семейство подмножеств из X. Динамическую систему

(X,T, π) назовем M-диссипативной, если для любых ε > 0 и M ∈ M су-
ществует L(ε,M) > 0 такое, что πtM ⊆ S(K, ε) при всех t ≥ L(ε,M), где
K–некоторое фиксированное подмножество из X, зависящее только от M.

При этом множество K назовем аттрактором для M.
Наиболее интересными для приложений являются случаи, когда K ограни-

чено или компактно и M = P (X) = {{x}|x ∈ X}, M = C(X), M = W (X) =
{S(x, δx)|x ∈ X, δx > 0} или M = B(X).

Систему (X,T, π) назовем :

–поточечно диссипативной, если существует K ⊆ X такое, что при

всех

lim
t→+∞

ρ(xt,K) = 0; (6)

–компактно диссипативной, если равенство (6) имеет место равномер-
но по x на компактах из X;

–локально диссипативной, если для любой точки p ∈ X существует

δp > 0 такое, что равенство (6) имеет место равномерно по x ∈ S(p, δp);

–ограниченно диссипативной, если равенство (6) имеет место равно-

мерно по x на каждом ограниченном подмножестве из X.
Как уже отмечалось выше, для приложений наибольший интерес представ-
ляют случаи, когда K компактно или ограничено. В соответствии с этим

систему (X,T, π) назовем поточечно k(b)-диссипативной, если (X,T, π) по-
точечно диссипативна и множество K, фигурирующее в (6), компактно

(ограничено). Аналогично определяются понятия компактно k(b)-диссипа-
тивной системы и другие типы диссипативности.

Нас будут интересовать следующие вопросы:

1. Какова связь между различными типами лиссипативности?

2. Условия, при которых диссипативная система допускает максимальное
компактное инвариантное множество.

3. Структура центра Левинсона (максимального компактного инвариант-
ного аттрактора) для различных классов динамических систем.

4. Условия асимптотической и равномерной асимптотической устойчиво-
сти центра Левинсона.
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Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и K-компактное множество, яв-

ляющееся аттрактором всех компактных подмножеств X. Положим

J = Ω(K), (7)

где Ω(K) =
⋂

t≥0

⋃

τ≥t π
τ (K). Можно показать [26], [42], [47], что определен-

ное равенством (7), множество J не зависит от выбора аттрактора K, а

характеризуется только свойствами самой динамической системы (X,T, π).
Множество J , следуя [11] назовем центром Левинсона компактно k-диссипа-

тивной системы (X,T, π).

Теорема [26], [93], [42], [47]. Если (X,T, π) компактно k-диссипативная

динамическая система и J ее центр Левинсона, то :

1. J инвариантно, т.е. πtJ = J при всех t ∈ T;

2. J орбитально устойчиво;

3. J является аттрактором семейства всех компактных подмножеств из

X;

4. J является максимальным компактным инвариантным множеством в

(X,T, π).

Теорема [26], [93], [42], [47]. Пусть (X,T, π) компактно k диссипативна,

J ее центр Левинсона и K произвольное компактное множество, являющееся
аттрактором всех компактных подмножеств X, тогда

J =
⋂

t≥0

πtK. (8)

Обозначим через {Kλ|λ ∈ L} семейство всех непустых, компактных по-
луинвариантных множеств, притягивающих все компакты из X, т.е. для
Kλ(λ ∈ L) имеет место равенство

lim
t→+∞

β(πtM,Kλ) = 0 (9)

каково бы ни было M ∈ C(X).

Теорема [47], [25]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативная динами-

ческая система и J ее центр Левинсона, тогда

J =
⋂

{Kλ|λ ∈ L}, (10)
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т.е. J является наименьшим компактным полуинвариантным множеством,

притягивающим все компакты из X.

Лемма [93], [34]. Пусть (X,T, π) поточечно k-диссипативна. Если су-

ществует непустое компактное множествоM , обладающее следующими свой-
ствами:

1. Ω =
⋃{ωx|x ∈ X} ⊆M ;

2. M орбитально устойчиво,

то (X,T, π) компактно k-диссипативна и J ⊆M .

Обозначим через {Lλ|λ ∈ L} семейство всех непустых, компактных и
асимптотически устойчивых в целом множеств из X.

Теорема [46]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и J ее центр
Левинсона, тогда

J =
⋂

{Lλ|λ ∈ L}, (11)

т.е. центр Левинсона J компактно k-диссипативной системы (X,T, π) явля-

ется наименьшим компактным ассимптотически устойчивым в целом мно-
жеством в X.

Отметим, что Ω ⊆ J . Вместе с тем простые примеры показывают, что
в общем случае Ω 6= J . В то же время множество Ω является важной харак-
теристикой диссипативной динамической системы. В связи со сказанным

выше представляют интерес следующие вопросы:

1. каковы необходимые и достаточные условия совпадения Ω и J?

2. какова связь между Ω и J в общем случае?

Приводимые ниже результаты дают ответ на поставленные вопросы.
Пусть Λ ⊆ X компактное инвариантное множество динамической систе-

мы (X,T, π). Согласно теореме 2.1 все движения в Λ продолжаемы на S

(S = T+ ∪ T−, T+ = {t ∈ T|t ≥ 0}, T− = {−t|t ∈ T+}). Если ϕx : S → Λ
полное движение, проходящее через точку x (т.е. ϕx(0) = x), то через αϕx

обозначим множество {z| ∃tn → −∞, ϕ(tn) → z}.
Если (X,T, π) компактно k-диссипативная динамическая система и J ее

центр Левинсона, то будем говорить что множество Λ ⊆ J обладает свой-
ством A+(A−), если каково бы ни было x ∈ J пересечение ωx (αϕx

) с Λ

непусто, где ϕ некоторое полное движение, проходящее через точку x. Если
Λ ⊆ J обладает свойствами A+ и A−, то мы будем говорить что Λ обладает
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свойством A.

Отметим, что свойством A обладает множество Ω, а также M(J), где M(J)
замыкание объединения всех компактных минимальных подмножеств цен-

тра Левинсона J . Кроме того M(J) является наименьшим замкнутым ин-
вариантным подмножеством J , обладающим свойством A.

Теорема [40]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна, J ее центр

Левинсона и Λ ⊆ J замкнутое инвариантное множество, обладающее свой-

ством A−, тогда J = J+(Λ), где J+(Λ) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃

τ≥t π
τS(Λ, ε).

Следствие [40]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и Λ ⊆ J

замкнутое инвариантное множество, обладающее свойством A−. Для того,
чтобы J = Λ необходимо и достаточно, чтобы Λ было равномерно асимпто-

тически устойчивым.

Теорема [34], [40]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и J ее

центр Левинсона, тогда

J = D+(Ω) = J+(Ω), (12)

где D+(Ω) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0
πtS(Ω, ε).

Теорема [34]. Пусть (X,T, π) поточечно k-диссипативна. Для того, что-

бы динамическая система (X,T, π) была компактно k-диссипативной, необ-
ходимо и достаточно, чтобы множество D+(Ω)(J+(Ω)) было компактным и

орбитально устойчивым.

Теорема [49]. Пусть (X,T, π) поточечно k-диссипативна. Для того, что-

бы (X,T, π) была компактно k-диссипативной, необходимо и достаточно,
чтобы множество Σ+(K) было относительно компактным, каково бы ни бы-

ло K ∈ C(X).

Теорема [34]. Для того, чтобы динамическая система (X,T, π) была

компактно k-диссипативной необходимо и достаточно, чтобы существовало
непустое компактное множество K ⊆ X такое, чтобы для любых ε > 0 и

x ∈ X можно указать δ(ε, x) > 0 и l(ε, x) > 0 такие, что πtS(x, δ(ε, x)) ⊆
S(K, ε) при всех t ≥ l(ε, x).

Теоремы 2.2-2.2 дают необходимые и достаточные условия того,чтобы
поточечно k-диссипативная система была компактно k-диссипативной. Эти

теоремы дают ответ на вопрос Дж.Хейла ([98], стр. 627).
Согласно теореме 2.2 поточечно k-диссипативные, но не компактно k-дисси-

пативные системы могут быть двух типов: либо D+(Ω)(J+(Ω)) некомпакт-
но, либо D+(Ω)(J+(Ω)) компактно, но не является орбитально устойчивым.
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Приводимые ниже примеры показывают, что оба эти случая реализуются.

Пример [38]. Пусть ϕ : R → R непрерывная функция, равная нулю на
R− и определенная на R+ равенством

ϕ(t) =







exp{[(t− 1)2 − 1]−1 + 1} , 0 ≤ t < 2

0 , 2 ≤ t < +∞.
. (13)

Положим X = {ϕ(at + b)|a, b, t ∈ R}. Заметим, что X ⊂ C(R,R) является
замкнутым и инвариантным относительно сдвигов подмножеством C(R,R),

и, следовательно, динамическая система Бебутова [17] индуцирует на X
групповую динамическую систему сдвигов (X,R, σ). Отметим некоторые

свойства построенной динамической системы:

1. какова бы ни была функция ψ ∈ X, множество Σψ =
⋃{σ(ψ, t)|t ∈ R}

относительно компактно, и существует c = c(ψ) ∈ [0, 1] такое, что
ωψ = αψ = {ψc}, где ψc(t) = c при всех t ∈ R;

2. (X,R, σ) поточечно диссипативна и Ω = {ψc|0 ≤ c ≤ 1};
3. D+(Ω) = X.

Заметим, что X некомпактно. Действительно, если бы это было не так,

то, согласно теореме Асколи-Арцеля, функции из X были бы равностепенно

непрерывными на отрезке [0,2]. Построим подмножество из X, которое от-

меченным свойством не обладает. Пусть ϕn(t) = ϕ(nt), t1n = n−1 и t2n = 2n−1.
Очевидно t1n, t

2
n ∈ [0, 2], t2n − t1n → 0 при n → +∞ и |ϕn(t2n) − ϕ(t1n)| =

|ϕ(2) − ϕ(1)| = 1, т.е. последовательность {ϕn} не является равностепенно
непрерывной на отрезке [0,2]. Таким образом, D+(Ω) = X некомпактно и,
согласно теореме 2.2, динамическая система (X,R, σ) не является компакт-

но k-диссипативной.

Пример [38]. Пусть ϕ функция, определенная в предыдущем примере.

Положим X = {ϕ(at+ b)|a, b, t ∈ R}, и через (X,R+, σ) обозначим полугруп-
повую динамическую систему сдвигов на X. Построенная таким образом

динамическая система обладает следующими свойствами:

1. какова бы ни была функция ψ ∈ X, множество Σ+
ψ =

⋃{σ(ψ, t)|t ≥ 0}
относительно компактно, и существует c ∈ [0, 1] такое, что ωψ = {ψc};

2. D+(Ω) = Ω и, следовательно, D+(Ω) компактно, так как Ω = {ψc|0 ≤
c ≤ 1}.
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Покажем, что D+(Ω) не является орбитально устойчивым. Очевидно, что

для доказательства этого утверждения достаточно построить последова-
тельности {ψn} ⊆ X и tn ≥ 0 такие, что ψn → ψ0 ∈ Ω и inf{ρ(σ(ψn, tn),Ω)|n ≥
0} > 0. Положим ψn(t) = ϕ(nt+ 1− n2)(t ∈ R) и tn = n. Тогда σ(ψn, tn)(s) =
ϕ(ns+1) является расходящейся в X, и значит inf{ρ(σ(ψn, tn),Ω)|n ≥ 0} > 0

(на самом деле последовательность {ϕ(ns+1)} не содержит ни одну подпос-
ледовательность, которая сходилась бы в X).

Таким образом, для полугрупповой поточечно k-диссипативной динами-
ческой системы (X,R+, σ) множество D+(Ω) компактно, но не орбитально

устойчиво. Согласно теореме 2.2 динамическая система (X,R+, σ) не явля-
ется компактно k-диссипативной.

Замечание Известно (см., например, [23]), что в локально компактном
пространстве X равенство D+(M) = M для компактного полуинвариант-
ного множества M гарантирует его орбитальную устойчивость (теорема

Ура). Пример 2.2 показывает, для нелокально компактных пространств в
общем случае аналогичный факт не имеет места.

Теорема [40]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и J ее центр
Левинсона, тогда:

1. если X локально связно, то J имеет конечное число неразложимых ком-
понент;

2. если X неразложимо, то J тоже неразложимо.

Следствие Пусть T = R+, X связно и (X,T, π) компактно k-дисси-
пативна, тогда центр Левинсона J динамической системы (X,T, π) также

связен.

Различные варианты этого утверждения содержатся в работах [26], [95],

[14], [3].

Теорема [47], [91]. Пусть T = Z+, X связно и локально связно и (X,T, π)

компактно k-диссипативна, тогда центр Левинсона J динамической систе-
мы (X,T, π) также связен.

Заметим, что лишь одно требование связности X без локальной связно-
сти не гарантирует связности J (см. [91]).

Будем говорить, что метрическое пространство X обладает свойством (S),
если для любого компакта K ⊂ X существует связный компакт I ⊆ X та-

кой, что K ⊆ I.
Отметим, что всякое пространство со свойством (S) связно, однако суще-

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 14



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 3, 2003

ствуют связные пространства, не обладающие свойством (S). Любое линей-

ное метрическое пространство, очевидно, обладает свойством (S). Действи-
тельно, если K ⊂ X непустой компакт, то L(K) = {λx + (1 − λ)y|x, y ∈
K, λ ∈ [0, 1]} связный компакт и K ⊆ L(K).

Теорема [42], [47], [40]. Пусть T = Z+, (X,T, π) компактно k-диссипа-

тивна и J ее центр Левинсона. Если пространство X обладает свойством

(S), то множество J является связным.

В случае, когда X- банахово пространство, теорема 2.2 содержится в
[105].

Теорема [38]. Для того, чтобы компактно k-диссипативная динамичес-
кая система (X,T, π) была локально k-диссипативной, необходимо и доста-

точно, чтобы для любой точки p ∈ X существовало δp > 0 такое, что

lim
t→+∞

β(πtS(p, δp), J) = 0. (14)

Теорема [98], [44]. Для того, чтобы компактно k-диссипативная дина-
мическая система (X,T, π) была локально k-диссипативной, необходимо и

достаточно, чтобы центр Левинсона J динамической системы (X,T, π) был
равномерно притягивающим, т.е. существовало γ > 0 такое, что

lim
t→+∞

β(πtS(J, γ), J) = 0. (15)

Теорема [44]. Для того, чтобы поточечно диссипативная динамическая
система (X,T, π) была локально k-диссипативной, необходимо и достаточно,

чтобы множество D+(Ω) (J+(Ω)) было компактным и равномерно притяги-
вающим.

Теорема [46]. Для того, чтобы поточечно k-диссипативная система (X,T, π)
была локально k-диссипативной, необходимо и достаточно, чтобы для лю-

бой точки p ∈ X существовали положительное число δp > 0 и непустой
компакт Kp ⊆ X такие, что

lim
t→+∞

β(πtS(p, δp), Kp) = 0. (16)

Динамическую систему (X,T, π) называют локально вполне непрерыв-

ной (локально вполне компактной), если для любой точки p ∈ X существу-
ют δp > 0 и lp > 0 такие, что πlpS(p, δp) относительно компактно.

Теорема [49]. Для локально вполне непрерывных динамических систем
поточечная, компактная и локальная k-диссипативность эквивалентны.
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Теорема 2.2 дает необходимое и достаточное условие того, чтобы ком-

пактно k-диссипативная система была локально k-диссипативной. Приведем
пример компактно k-диссипативной, но не локально k-диссипативной дина-

мической системы.

Пример [44]. Рассмотрим линейное однородное дифференциальное урав-

нение

x′ = Ax (17)

в гильбертовом пространстве H = L2[0, 1] с непрерывным оператором A :

L2[0, 1] → L2[0, 1], определенным равенством (Aϕ)(τ) = −τϕ(τ) для любых
τ ∈ [0, 1] и ϕ ∈ L2[0, 1]. Заметим, что спектр оператора A совпадает с отрез-

ком [−1, 0]. Обозначим через U(t) оператор Коши уравнения (17). Очевидно
(U(t)ϕ)(τ) = e−τtϕ(τ) при всех t ∈ R, τ ∈ [0, 1] и ϕ ∈ L2[0, 1] (см. [16], стр.
404). Обозначим через (H,R, π) динамическую систему, порожденную урав-

нением (17), т.е. π(ϕ, t) = U(t)ϕ для любых t ∈ R и ϕ ∈ L2[0, 1]. По теореме
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла имеем

|π(ϕ, t)|2L2
=

∫ 1

0

e−2τt|ϕ(τ)|2dτ → 0 (18)

при t → +∞ и,следовательно, динамическая система (H,R, π) поточечно
диссипативна и ωϕ = {0} для любого ϕ ∈ H, поэтому Ω = {0}. Далее
заметим, что

|π(ϕ, t)|2L2
=

∫ 1

0

e−2τt|ϕ(τ)|2dτ ≤
∫ 1

0

|ϕ(τ)|2dτ = |ϕ|2L2

при всех t ≥ 0. Согласно теореме 2.2 динамическая система (H,R, π) ком-

пактно k-диссипативна, а из теоремы 2.2 следует, что ее центр Левинсона
J = {0}. Покажем, что построенная динамическая система (H,R, π) не явля-

ется локально k-диссипативной. Действительно, если допустить противное,
то, согласно теореме 2.2, существовало бы γ > 0 такое, что

lim
t→+∞

sup
|ϕ|≤γ

|π(ϕ, t)| = 0. (19)

В силу линейности системы (H,R, π) равенство (19) эквивалентно условию

lim
t→+∞

sup
|ϕ|≤1

|π(ϕ, t)| = 0. (20)

Определим функции ϕn ∈ H(n = 1, 2, ...) по следующему правилу: ϕn(τ) =√
2χn(τ) при всех τ ∈ [0, 1], где χn характеристическая функция интервала
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[0, n−1] ⊆ [0, 1]. Заметим, что |ϕn| = 1, t → tn и

|π(ϕn, tn)| =

∫ 1/n

0

ne−2τtdτ = 1 − e−1, (21)

где tn = n/2. Однако (20) и (21) не могут иметь места одновременно. полу-
ченное противоречие доказывает требуемое утверждение. Нужный пример

построен.

Динамическую систему (X,T, π) называют [93], [95], [14] асимптотиче-

ски компактной, если для любого ограниченного замкнутого полуинвари-
антного множества

M ∈ B(X) существует непустой компакт K ∈ C(X) такой, что

lim
t→+∞

β(πtM,K) = 0, (22)

т.е. K притягивает M.

Теорема [93], [46]. Пусть (X,T, π) компактно k-диссипативна и асимп-

тотически компактна, тогда (X,T, π) локально k-диссипативна.

Замечание В связи с теоремой 2.2 отметим, что

1. поточечная k-диссипативность и ассимптотическая компактность не

влекут локальную k-диссипативность ([81], стр. 163);

2. локальная k-диссипативность и асимптотическая компактность не вле-

кут существование компактного глобального аттрактора ([81], стр. 170).

Теорема [45]. Пусть (X,T, π) поточечно k-диссипативна и множество

J+(Ω) компактно, тогда в (X,T, π) существует максимальное компактное
инвариантное множество.

Замечание Как показывает пример 2.2, в условиях теоремы 2.2 дина-
мическая система (X,T, π) может не быть компактно k-диссипативной.

Лемма [46]. Пусть M 6= ∅ компактное инвариантное множество Ω 6= ∅
и компактно, тогда M ⊆ J+(Ω).

2.3 b-диссипативные динамические системы

Динамическую систему (X,R, π) назовем вполне непрерывной (слабо вполне
непрерывной), если для любого ограниченного (ограниченного полуинвари-

антного) множества M ⊆ X существует l = l(M) > 0 такое, что πlM
относительно компактно.
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Лемма [46]. Если динамическая система (X,T, π) слабо вполне непре-

рывна, то она асимптотически компактна.

Лемма [46]. Пусть M некоторое семейство ограниченных подмножеств

из X, динамическая система (X,T, π) b-диссипативна относительно M и

асимптотически компактна. Тогда (X,T, π) k-диссипативна относительно

M.

Следствие Пусть (X,T, π) поточечно (компактно, локально, ограни-

ченно) b-диссипативна и выполнено одно из следующих условий:

1. (X,T, π) асимптотически компактна;

2. (X,T, π) слабо непрерывна,-

тогда (X,T, π) поточечно (компактно, локально, ограниченно) k-диссипа-

тивна.

Теорема [26], [93], [46], [96]. Пусть (X,T, π) поточечно b-диссипативна и

вполне непрерывна. Тогда (X,T, π) имеет глобальный компактный аттрак-
тор, т.е. (X,T, π) ограниченно k-диссипативна.

Следствие [14], [62]. Пусть (X,T, π) поточечно b-диссипативна и отоб-
ражение πt(t > 0) вполне непрерывно, тогда (X,T, π) имеет глобальный

компактный аттрактор.

Будем говорить, что динамическая система (X,T, π) является локально
асимптотически уплотняющей, если для любой точки p ∈ X существует

δp > 0 и непустой компакт Kp ∈ C(X) такие, что

lim
t→+∞

β(πtS(p, δp), Kp) = 0. (23)

Теорема [46]. Если динамическая система (X,T, π) является локально
асимптотически уплотняющей, то следующие условия эквивалентны:

1. (X,T, π) поточечно b-диссипативна;

2. (X,T, π) локально k-диссипативна.

Следуя [12] будем говорить, что динамическая система (X,T, π) удовле-
творяет условию Ладыженской, если для любой ограниченной последова-

тельности {xk} и tk → +∞ последовательность {xktk} относительно ком-
пактна.

Теорема [46]. Пусть (X,R, π) удовлетворяет условию Ладыженской. То-
гда следующие условия эквивалентны:
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1. существует ограниченное множество B1 ∈ B(X) такое, что для любого

x ∈ X найдется τ = τ(x) ≥ 0 такое, что xt ∈ B1 при всех t ≥ τ ;

2. существует ограниченное множество B2 ∈ B(X) такое, что для любого

x ∈ X найдется τ = τ(x) ≥ 0 такое, что xτ ∈ B2;

3. существует непустой компакт K1 ∈ C(X) такой, что ωx ⊆ K1 при всех

x ∈ X;

4. существует непустой компакт K2 ∈ C(X) такой, что ωx
⋂

K2 6= ∅ при
всех x ∈ X;

5. существует непустое компактное множество K3 ∈ C(X) такое, что для
любого ограниченного множества M ∈ B(X) имеет место равенство

lim
t→+∞

β(πtM,K3) = 0; (24)

6. существует ограниченное множество B3 ∈ B(X) такое, что для любого
M ∈ B(X) найдется L = L(M) ≥ 0 такое, что πtM ⊆ B3 при всех

t ≥ L(M).

В работе [12] анонсировано утверждение о том, что условия 2 и 5 экви-
валентны.

Если динамическая система (X,T, π) компактно k диссипативна, то, соглас-
но теореме 2.2, ее центр Левинсона J является максимальным компактным

инвариантным множеством (X,T, π). С другой стороны, если (X,T, π) по-
точечно k-диссипативна, но не компактно k диссипативна, то в (X,T, π)

может не быть максимального компактного инвариантного множества. Это
обстоятельство подтверждается примером 2.2. В то же время существу-
ют поточечно k-диссипативные динамические системы, но не компактно

k-диссипативные динамические системы, имеющие максимальное компакт-
ное инвариантное множество (см. пример 2.2). В связи с вышесказанным

нам представляется интересной следующая

Задача Пусть (X,T, π) поточечно k-диссипативна, но не компактно

k-диссипативна. Найти необходимые и достаточные условия того, чтобы
(X,T, π) допускала максимальное компактное инвариантное множество.

Сформулированная задача тесно связана с одной проблемой Дж.Хейла. Для
ее формулировки нам понадобится понятие меры некомпактности. Напом-

ним, [26], [22], [2], что мерой некомпактности µ на X называют отображение

µ : B(X) → R+, удовлетворяющее следующим условиям:
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1. µ(A) = 0 тогда и только тогда, когда A относительно компактно;

2. µ(A
⋃

B) = max(µ(A), µ(B)) для любых A,B ∈ B(X).

Мерой некомпактности Куратовского α определяется равенством α(A) =

inf{ε |A допускает конечное ε покрытие }.
Непрерывное отображение P : X → X называется µ сжатием (µ сжатием

порядка q ∈]0, 1[), если µ(P (A)) < µ(A) (µ(P (A)) ≤ qµ(A)) для любого
A ∈ B(X), такого что µ(A) > 0.

Задача (Проблема Дж.Хейла [93]) Пусть (X,P ) каскад, порожденный
положительными степенями P . Имеется ли в (X,P ) максимальное компакт-

ное инвариантное множество, если (X,P ) поточечно b-диссипативен и отоб-
ражение P является µ сжатием порядка q ∈]0, 1[?

Теорема [26], [14], [96]. Динамическая система (X,T, π) является асимп-
тотически компактной, если выполнено одно из следующих условий:

1. (X,T, π) вполне непрерывна;

2. (X,T, π) является µ сжатием, т.е. µ(πtA) < µ(A) для любых A ∈ B(X)
(µ(A) > 0) и t > 0;

3. пространство X является банаховым, πt = S(t) + U(t) (t > 0) и выпол-

нены следующие условия:
а. U(t) вполне непрерывно;

б. |S(t)x| ≤ ϕ(t, r) при всех t ≥ 0 и |x| ≤ r (∀r > 0), где ϕ(t, r) → 0 при
t→ +∞.

В связи с проблемой Дж.Хейла отметим, что согласно теореме 2.3, если

(X,P ) является µ сжатием, то каскад (X,P ) будет асимптотически ком-
пактным, и согласно следствию 2.3 из поточечной b-диссипативности (X,P )
следует его поточечная диссипативность. Теорема [97], [83]. Пусть каскад

(X,P ) поточечно b-диссипативен, непрерывное отображение P : X → X
является α сжатием порядка q ∈]0, 1[, и J ⊂ X компактное инвариантное

множество (X,P ), содержащее все ω-предельные точки (X,P ). Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

1. J максимальное компактное инвариантное множество (X,P );

2. J орбитально устойчиво;

3. J притягивает все компакты из X.
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Можно показать, что условия 2. и 3. эквивалентны для любой поточеч-

но k-диссипативной системы (в частности для поточечно b-диссипативной
и асимптотически компактной системы). Из условия 2. (3.) следует условие

1., если (X,T, π) поточечно k-диссипативна. Однако из условия 1. не выте-
кает условие 2. (или 3.) для поточечно k-диссипативных систем. Последнее

подтверждается примером 2.2.

Теорема [45], [101]. Пусть (X,T, π) поточечно b-диссипативна и при

каждом t > 0 отображение πt является µ сжатием и (X,T, π) локально
ограничена, т.е. для каждой точки p ∈ X существует δp > 0 такое, что

Σ+(S(p, δp)) =
⋃{πtS(p, δp)|t ≥ 0} ограничено. Тогда (X,T, π) локально k-

диссипативна.

Теорема [95], [105]. Пусть (X,T, π) поточечно b-диссипативна, и при
каждом t > 0 отображение πt является µ сжатием. Если положительная
полутраектория любого ограниченного множества ограничена, то (X,T, π)

ограниченно k-диссипативна.

Теоремы 2.3-2.3 дают частичное решение проблемы Дж.Хейла, но во
всех этих теоремах система (X,T, π) оказывается k-диссипативной, и сле-
довательно максимальное компактное инвариантное множество совпадает с

центром Левинсона. В связи с этим представляет интерес теорема 2.2, ко-
торая дает условия существования максимального компактного инвариант-

ного множества у поточечно k-диссипативной системы, при условии ком-
пактности J+(Ω). Отметим, что существуют поточечно k-диссипативные

системы, у которых J+(Ω) компактно, но не являются компактно k-дисси-
пативными (см. пример 2.2). С другой стороны, если (X,T, π) поточечно

k-диссипативна, а J+(Ω) неком пактно, то (X,T, π) может не иметь макси-
мального компактного инвариантного множества. Последнее подтвержда-
ется примером 2.2. Заметим, что динамическая система из примера 2.2 не

является локально ограниченной.

3 Неавтономные диссипативные динамические систе-

мы

3.1 Неавтономные динамические системы

Напомним [28], [6], что неавтономной динамической системой называется

тройка < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >, где h : X → Y гомоморфизм динамиче-
ской системы (X,T1, π) на (Y,T2, σ). Приведем некоторые примеры неавто-
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номных динамических систем.

Пример (косое произведение динамических систем). Пусть (Y,T2, σ)
динамическая система на Y , W полное метрическое пространство и ϕ не-

прерывное отображение T1 × W × Y в W , удовлетворяющее следующим
условиям:

1. ϕ(0, u, y) = u при всех u ∈W и y ∈ Y ;

2. ϕ(t + τ, u, y) = ϕ(t, ϕ(τ, u, y), σ(y, τ)) при всех t, τ ∈ T1, u ∈ W и

y ∈ Y ,

тогда тройку < W,ϕ, (Y,T2, σ) > (или кратко ϕ) называют коциклом [61],
[112] над (Y,T2, σ) со слоем W .
Положим X = W × Y и определим отображение π : X × T1 → X по сле-

дующему правилу: π = (ϕ, σ), т.е. π(< u, y >, t) =< ϕ(t, u, y), σ(y, t) > при

всех (u, y) ∈W × Y и t ∈ T1. Тогда (X,T1, π) есть динамическая система на

X (косое произведение [112]), а непрерывное отображение h = pr2 : X → Y
является гомоморфизмом (X,T1, π) на (Y,T2, σ) и, следовательно, тройка

(X,T1, π), (Y,T2, σ), h является неавтономной динамической системой.
Обозначим через U(t, y) ((t, y) ∈ T1 × Y ) непрерывный оператор, действу-
ющий из W в W и определенный равенством U(t, y)x = ϕ(t, x, y) при всех

x ∈W . Отметим следующие свойства двухпараметрического семейства опе-
раторов {U(t, y)|t ∈ T1, y ∈ Y }:

3. U(0, y) = IdW при любом y ∈ Y ;

4. U(t+ τ, y) = U(t, σ(y, τ))U(τ, y) при всех t, τ ∈ T1 и y ∈ Y ;

5. отображение (t, x, y) → U(t, y)x непрерывно по совокупности аргу-

ментов.

Пример Пусть B банахово пространство, C(R × B,B) пространство

всех непрерывных функций f : R×B → B, наделенное открыто-компактной
топологией, и (C(R × B,B),R, σ) динамическая система сдвигов на C(R ×
B,B) [42], [17], [112], [59]. Рассмотрим дифференциальное уравнение

x′ = f(t, x), (25)

где f ∈ C(R × B,B). Наряду с уравнением (25) рассмотрим и семейство
уравнений

y′ = g(t, y), (26)

где g ∈ H(f) = {fτ |τ ∈ R}, fτ сдвиг функции f по переменной t на τ и

чертой обозначено замыкание в C(R × B,B).
Функцию f ∈ C(R×B,B) называют [110], [111], [112] регулярной, если для
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любых v ∈ B и g ∈ H(f) уравнение (26) допускает единственное решение

ϕ(t, v, g), проходящее через v при t = 0, определенное на R+ и непрерывно

зависящее от совокупности аргументов (t, v, g).

Если функция f ∈ C(R×B,B) регулярна, то корректно определено отобра-
жение ϕ : R+ × B × Y → B (Y = H(f)), и при этом выполнены следующие

условия:

1. ϕ(0, v, g) = v при всех v ∈ B и g ∈ Y = H(f);

2. ϕ(t+ τ, v, g) = ϕ(t, ϕ(τ, v, g), gτ) при всех v ∈ B, g ∈ B и t, τ ∈ R+;

3. отображение ϕ : (t, v, g) → ϕ(t, v, g) непрерывно.

Обозначим через (Y,R, σ) динамическую систему сдвигов на Y = H(f),
индуцированную динамической системой (C(R × B,B),R, σ), тогда тройка

< B, ϕ, (T,R, σ) > является коциклом над (Y,R, σ) со слоем B. Таким об-
разом дифференциальное уравнение (25) с регулярной правой частью f ∈
C(R×B,B) естественным образом порождает неавтономную динамическую
систему

< (X,R+, π), (Y,R, σ, h) >, где X = B × Y , π = (ϕ, σ) и h = pr2 : X → Y .

Замечание Отметим, что в приведенной выше конструкции мы пред-

полагали, что функция f непрерывна по совокупности аргументов (t, x),
т.е. (25) является обыкновенным дифференциальным уравнением. Уравне-
ние вида (25) может порождать некоторую неавтономную динамическую

систему и в случае, когда ее правая часть по переменной x ∈ B является

замкнутой, но не обязательно непрерывной. К такого рода эволюционным

уравнениям приводят некоторые классы уравнений с частными производ-
ными (см., например, [3], [27]). Ниже дается реализация такой конструкции

на примере уравнения с монотонной по x ∈ B правой частью.

Пример Пусть H вещественное гильбертово пространство. Напомним

[3], [63], [24], [15], что оператор A : D(A) → H называется монотонным, если
< Au− Av, u− v >≥ 0 при всех u, v ∈ D(A), где D(A) область определения

оператора A. Рассмотрим уравнение

x′ +Ax = f(t), (27)

где f ∈ C(R, H) и A максимальный монотонный оператор. Согласно [63]
каково бы ни было u ∈ D(A), существует единственное слабое решение

ϕ(t, u, f) уравнения (27), определенное на R+ с условием ϕ(0, u, f) = u.
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Пусть Y = H(f) и (Y,R, σ) динамическая система сдвигов на H(f). Поло-

жим X = D(A) × Y и определим отображение π : X × R+ → X равенством

π(< v, g >, t) =< ϕ(t, v, g), gt > при всех (v, g) ∈ X и t ≥ 0, где ϕ(t, v, g)

решение уравнения

y′ + Ay = g(t) (28)

с условием ϕ(0, v, g) = v. Как показано в работе [107], тройка < (X,R+, π),
(Y,R, σ), h >, где h = pr2 : X → Y , является неавтономной динамической
системой.

3.2 Неавтономные диссипативные динамические системы

Неавтономную динамическую систему

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > (29)

назовем поточечно k-диссипативной, если этим свойством обладает система
(X,T1, π). Аналогичным образом определяются и остальные типы диссипа-

тивности для неавтономных систем.
Пусть неавтономная система (29) компактно k-диссипативна, и J центр

Левинсона динамической системы (X,T1, π). Множество J будем называть
центром Левинсона неавтономной диссипативной системы (29). Согласно

теореме 2.2 центр Левинсона J орбитально устойчив относительно дина-
мической системы (X,T1, π). При рассмотрении J как центра Левинсона

неавтономной динамической системы (29) более естественной является ор-
битальная устойчивость относительно неавтономной системы (29).
Напомним [42], [5], [15], что множество K ⊆ X называют орбитально ус-

тойчивым относительно неавтономной системы (29), если для любого ε ≥ 0
существует δ(ε) > 0 такое, что ρ(x,Ky) < δ (y = h(x), KY = K

⋂

XY и

Xy = {x ∈ X|h(x) = y} = h−1(y)) влечет ρ(xt,Kyt) < ε при всех t ≥ 0. Если
существует γ > 0 такое, что ρ(xt,Kyt) → 0 при t → +∞ для всех x ∈ Xy

таких, что ρ(x,Ky) ≤ γ, то говорят, что K асимптотически устойчиво. При
этом, если ρ(xt,Kyt) → 0 при t → +∞ для всех x ∈ Xy (y = h(x)), то
говорят, что множество K ⊆ X асимптотически устойчиво в целом относи-

тельно неавтономной системы (29).
Следуя [4], множество K ⊆ X назовем асимптотически устойчивым в целом

в смысле Ляпунова-Барбашина, если

lim
t→+∞

ρ(xt,Kh(x)t) = 0 (30)
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при всех x ∈ X, причем равенство (30) имеет место равномерно по x на

компактах из X. Как было показано в работе [11], центр Левинсона неавто-
номной системы, вообще говоря, не является асимптотически устойчивым в

смысле Ляпунова-Барбашина.

Теорема [42], [28], [11]. Пусть неавтономная динамическая система (29)

компактно k-диссипативна, J ее центр Левинсона, Y = h(J) и отображе-
ние F : Y → 2X (F (y) = Jy) непрерывно в метрике Хаусдорфа. Тогда

J асимптотически устойчиво в целом относительно неавтономной системы
(29), причем равенство (30) имеет место равномерно по x на компактах из

X.

Неавтономную систему (29) называют [31] равномерно устойчивой в по-

ложительном направлении на компактах из X, если для любых ε > 0 и
компакта K ∈ C(X) существует δ = δ(ε,K) > 0 такое, что из неравенства
ρ(x1, x2) < δ следует ρ(x1t, x2t) < ε при всех t ≥ 0 и x1, x2 ∈ K, для которых

h(x1) = h(x2).

Теорема Пусть неавтономная система (29) компактно k-диссипативна,
равномерно устойчива в положительном направлении на компактах из X и

Y минимально, тогда:

1. отображение y → Jy непрерывно в метрике Хаусдорфа;

2. динамическая система (J,T1, π) продолжается до групповой динамичес-
кой системы (J, S, π̂), причем (J, S, π̂) дистальна, т.е. для любых двух

точек x1, x2 ∈ J
inf
t∈S

ρ(π̂tx1, π̂
tx2) > 0, (31)

если h(x1) = h(x2);

3. J состоит из рекуррентных движений и любые две точки x1, x2 ∈ Jy
(y ∈ Y ) совместно рекуррентны;

4. если слои Xy связны, то при каждом y ∈ Y множество Jy = Xy

⋂

J
связно и для любых y1 и y2 множества Jy1 и Jy гомеоморфны;

5. J асимптотически устойчиво в целом.

Важным классом неавтономных систем, обладающих свойством равно-

мерной устойчивости в положительном направлении на компактах из X
являются C-аналитические системы. Напомним [31], [48] что неавтономная

динамическая система (29) называется C-аналитической, если выполнены
следующие условия:
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1. (X, h, Y ) конечномерное (n-мерное) расслоение над полем комплексных

чисел C со слоем Cn;

2. при каждом y ∈ Y и t ∈ T1 отображение π
t : Xy → Xyt голоморфно.

Теорема [31]. Если Y компактно, то C-аналитическая компактно k-
диссипативная динамическая система (29) равномерно устойчива в положи-

тельном направлении на компактах из X.

Теорема [31]. Всякая C-аналитическая неавтономная динамическая сис-

тема (29), у которой Y компактное минимальное множество, обладает сле-
дующими свойствами:

1. при любом y ∈ Y множество Jy состоит из единственной точки xy;

2. множество J равномерно асимптотически устойчиво в целом;

3. динамическая система (J,T1, π) изоморфна (Y,T2, σ).

В частности, если точка y ∈ Y рекуррентна (почти периодична, квази-
периодична, периодична), то рекуррентной (почти периодической, квазипе-

риодической, периодической) является и точка xy.
Напомним, что отображение ϕ : Y → X называют сечением (X, h, Y ), ес-
ли h(ϕ(y)) = y при всех y ∈ Y . Обозначим через Γ(Y,X) пространство

всех непрерывных сечений (X, h, Y ). Если Y компактно и (X, h, Y ) явля-
ется банаховым расслоением, то равенством ||ϕ|| = max{|ϕ(y)| : y ∈ Y }
определяется полная норма на Γ(Y,X). При каждом t ∈ T+ и ϕ ∈ Γ(Y,X)
определим (Stϕ)(y) = πtϕ(σ−ty) (y ∈ Y ).

Теорема [29]. Пусть Y компактно и (X, h, Y ) банахово расслоение, тог-
да имеют место следующие утверждения:

1. тройка (Γ(Y,X),T+, ρ) является полугрупповой динамической систе-

мой;

2. если неавтономная динамическая система (29) ограниченно b-диссипа-
тивна, то и автономная динамическая система (Γ(Y,X),T+, ρ) ограни-

ченно b-диссипативна.

Таким образом, теорема 3.2 утверждает, что неавтономная диссипа-
тивная система < (X,T+, π), (Y,T, σ), h > порождает в пространстве непре-

рывных сечений Γ(Y,X) автономную полугрупповую диссипативную систе-
му
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(Γ(Y,X),T+, ρ). Это обстоятельство оказывается полезным при изучении

инвариантных сечений, которые играют важную роль при изучении почти
периодических решений операторных уравнений. Напомним, что сечение

ϕ ∈ Γ(Y,X) называется инвариантным, если πt ◦ ϕ = ϕ ◦ σt (t ∈ T+), или,
что то же самое, ρtϕ = ϕ при всех t ∈ T+.

Теорема [29], [30]. Пусть D ⊂ Cm ограниченная область, < (X,T+, π),
(Y,T, σ), h > неавтономная диссипативная система и выполнены следующие

условия:

1. Y = D (D - замыкание D) и при каждом t ∈ T отображение σt голо-

морфно в D;

2. неавтономная система < (X,T+, π), (Y,T, σ), h > является C-аналити-

ческой.

Тогда существует хотя бы одно инвариантое сечение ϕ ∈ Γ(Y,X), голо-

морфное в D.

Наиболее важным для приложений является случай, когда D есть неко-

торая окрестность тора F ⊂ Cm, а динамическая система (Y,T, σ) на F есть

иррациональная обмотка.

Неавтономную динамическую систему (29) называют [34], [45], [39], [67] кон-
вергентной, если выполнены следующие условия:

1. динамические системы (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-диссипативны;

2. JX
⋂

XY содержит ровно одну точку xy, каково бы ни было y ∈ JY , где

JX (JY ) центр Левинсона динамической системы (X,T1, π) ((Y,T2, σ)).

Из теоремы 3.2 следует, что всякая C-аналитическая система (29) является

конвергентной, если (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-диссипативны и JY
минимально.

Теорема [47], [67]. Пусть (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-диссипатив-
ны. Тогда следующие условия для неавтономной системы (29) эквивалент-

ны:

1. неавтономная динамическая система (29) конвергентна;

2. каждая полутраектория Σ+
p (p ∈ X) асимптотически устойчива отно-

сительно системы (29), т.е.
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(a) для любых ε > 0 и p ∈ X существует δ(ε, p) > 0 такое, что ρ(x, p) <

δ (h(x) = h(p)) влечет ρ(xt, pt) < ε при всех t ≥ 0;

(b) существует γ(p) > 0 такое, что ρ(x, p) < γ(p) (h(x) = h(p)) влечет

lim
t→+∞

ρ(xt, pt) = 0 (32)

3. неавтономная система (29) равномерно устойчива в положительном нап-
равлении на компактах из X и

lim
t→+∞

ρ(x1t, x2t) = 0 (33)

при всех (x1, x2) ∈ X×̇X = {(x1, x2)|h(x1) = h(x2), x1, x2 ∈ X};

4. равенство
lim
t→+∞

sup
(x1,x2)∈K×̇K

ρ(x1t, x2t) = 0 (34)

имеет место для любого компакта K ∈ C(X).

Теорема [47], [45], [67]. Пусть (Y,T2, σ) компактно k-диссипативна и JY
минимально. Для того, чтобы неавтономная система (29) была конвергент-

ной, необходимо и достаточно, чтобы для любого компакта K ∈ C(X) имело
место равенство (34).

Отметим, что неавтономные конвергентные системы являются простей-
шими среди диссипативных систем. Если неавтономная система (29) конвер-

гентна и JX (JY ) центр Левинсона динамической системы (X,T1, π) (Y,T2, σ),
то JX и JY гомеоморфны. Хотя центр Левинсона JX неавтономной конвер-

гентной системы и допускает полное описание, тем не менее структура JX
может быть весьма сложной, например JX может быть странным аттрак-

тором. Приведем пример, подтверждающий сказанное.

Пример [47], [45]. Пусть Y = R и (Y,Z+, σ) каскад, порожденный поло-

жительными степенями нечетной функции g, определенной на R+ по следу-
ющему правилу:

g(y) =























−2y , 0 ≤ y ≤ 1
2

2(y − 1) , 1
2 < y ≤ 1

1
2(y − 1) , 1 < y < +∞.

. (35)
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Легко убедиться, что (Y,Z+, σ) диссипативен и JY ⊆ [−1, 1]. Положим

X = R2 и через (X,Z+, π) обозначим каскад, порожденный положительными
степенями отображения P : R2 → R2, определенного равенством

P

(

u

y

)

=

(

F (u, y)

g(y)

)

, (36)

где F (u, y) = 10−1u + 2−1y. Наконец, пусть h = pr2 : X → Y . Из (36)

следует, что h есть гомоморфизм (X,Z+, π) на (Y,Z+, σ), и, следовательно,
< (X,Z+, π), (Y,Z+, σ), h > есть неавтономная динамическая система. Заме-

тим, что

| < u1, y > − < u2, y > | = |u1 − u2| = 10|P (u1, y) − P (u2, y)|. (37)

Из равенства (37) следует, что

|P n(u1, y) − P n(u2, y)| ≤ N e−νn| < u1, y > − < u2, y > | (38)

при всех n ∈ Z+, где N = 1 и ν = ln 10. Непосредственно проверяется,
что динамическая система (X,Z+, π) диссипативна, а из неравенства (38)

вытекает, что JX
⋂

Xy содержит ровно одну точку, каково бы ни было y ∈
JY .

Отметим, что построенный выше пример является незначительной мо-
дификацией одного примера из [57], стр. 39–42. При этом они имеют одина-

ковые аттракторы, и соответствующие системы на аттракторах действуют
одинаково. Следовательно, центры Левинсона JX и JY являются перемеши-

вающими (странными) аттракторами.

Теорема [51]. Пусть (X, h, Y ) банахово расслоение [7],

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > неавтономная динамическая система, и для лю-
бого ограниченного множества M ⊂ X существует l = l(M) > 0 такое, что
πl(M) относительно компактно (т.е. динамическая система (X,T1, π) вполне

непрерывна), тогда следующие условия эквивалентны:

1. существует положительное число r такое, что для любого x ∈ X най-
дется τ = τ(x) ≥ 0, для которого |xτ | < r;

2. неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > компактно k-диссипа-
тивна и

lim
t→+∞

sup
|x|≤R

ρ(xt, J) = 0 (39)
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при каждом R > 0, где J центр Левинсона (X,T1, π), т.е. неавтономная

система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > допускает компактный глобальный

аттрактор.

Теорема [51]. Пусть < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > неавтономная динами-
ческая система и (X,T1, π) удовлетворяет условию Ладыженской. Тогда
условия 1. и 2. теоремы 3.2 эквивалентны.

Теорема [51]. Пусть (X, h, Y ) банахово расслоение, < (X,T1, π),

(Y,T2, σ), h > неавтономная система и (X,T1, π) асимптотически компактна.
Тогда следующие условия эквивалентны:

1. существует положительное число R0 такое, что для любого R > 0 най-

дется l(R) > 0, такое что
|πtx| ≤ R0 (40)

при всех t ≥ l(R) и |x| ≤ R;

2. динамическая система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > допускает компакт-
ный глобальный аттрактор.

Следствие Для конечномерных систем (т.е. векторное расслоение (X, h, Y )

конечномерно) теоремы 3.2-3.2 доказаны в [32], для бесконечномерных си-
стем соответствующие результаты содержатся в [51] и [43].

Теорема [51]. Пусть (X, h, Y ) банахово расслоение, < (X,T1, π),
(Y,T2, σ), h > неавтономная система и отображения πt = π(·, t) : X → X

(t ∈ T1) представимы в виде суммы π(x, t) = ϕ(x, t) + ψ(x, t) при всех t ∈ T1

и x ∈ X, и выполнены условия:

1. |ϕ(x, t)| ≤ m(t, r) при всех t ∈ T1 и |x| ≤ r, где m : R+ × R+ → R+ и

m(t, r) → 0 при t → +∞;

2. отображения ψ(·, t) : X → X (t > 0) условно вполне непрерывны, т.е.

ψ(A, t) относительно компактно, каковы бы ни были t > 0 и ограничен-
ное положительное инвариантное множество A.

Тогда автономная динамическая система (X,T1, π) асимптотически ком-
пактна.

Пусть Σ ⊆ X компактное инвариантное множество, x, y ∈ Σ, ε > 0 и
t > 0 (t ∈ T1). Набор {x = x0, x1, x2, ..., xk = y; t0, t1, ..., tk} точек xi ∈ Σ и

чисел ti ∈ T1 такой, что ti ≥ t и ρ(xiti, xi+1) < ε (i = 0, 1, ..., k − 1), называ-
ется (ε, t, π) цепью, соединяющей x и y. Через P (Σ) обозначим множество
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{(x, y)|x, y ∈ Σ, ∀ε > 0, ∀t > 0, ∃(ε, t, π) цепь от x к y}. Отношение P (Σ) за-

мкнуто, инвариантно и транзитивно [6]. Точку x ∈ Σ называют цепно ре-
куррентной, если (x, x) ∈ P (Σ). Положим R(Σ) = {x ∈ Σ|(x, x) ∈ P (Σ)}.
Введем на R(Σ) отношение ∼ по следующему правилу: x ∼ y тогда и
только тогда, когда (x, y) ∈ P (Σ) и (y, x) ∈ P (Σ). Легко проверить, что

введенное отношение ∼ на R(Σ) является отношением эквивалентности и,
следовательно, разбивает его на классы эквивалентности {Rλ|λ ∈ L}, т.е.
R(Σ) =

∐{Rλ|λ ∈ L}. Согласно предложению 2.6 из [6] составляющие клас-

сы, определенного выше разбиения множества R(Σ), являются замкнутыми
и инвариантными множествами.

Всюду ниже до конца этого параграфа мы будем предполагать, что вектор-
ное расслоение (X, h, Y ) является конечномерным и неавтономная система

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > является групповой, т.е. T1 = T2 = S. ДляM ⊆ X
положим W s(M) = {x ∈ X|wx ⊆M} и W u(M) = {x ∈ X|αx ⊆M}.
Пусть Σ ⊆ X таково, что число классов эквивалентности {Rλ|λ ∈ L} ко-
нечно, т.е. R(Σ) = R1

∐R2

∐

...
∐Rk.

Следуя [1] в системе {R1,R2, ...,Rk} введем отношение частичного порядка:
Ri < Rj , если существуют i1, i2, ..., ik такие, что i1 = i, ir = j и W s(Rip)
⋂

W u(Rip+1
) 6= ∅ при всех p = 1, 2, ..., r− 1.

Упорядоченный набор из r (r ≥ 2) различных индексов {i1, i2, ..., ir}, удов-
летворяющих условию Ri1 < Ri2 < ... < Rir < Ri1, называют r циклом в

наборе {R1,R2, ...,Rk}.
Под один-циклом понимают такой индекс i, что W s(Ri)

⋂

W u(Ri \ Ri 6= ∅.
Лемма [40], [41]. Пусть R(Σ) = R1

∐R2

∐

...
∐Rk, т.е. в разбиении

{Rλ|λ ∈ L} множества R(Σ) содержится лишь конечное число классов эк-

вивалентности, тогда имеют место следующие утверждения:

1. в наборе {R1,R2, ...,Rk} нет r-циклов (r ≥ 1);

2. множества Ri (i = 1, k) локально максимальны в Σ, т.е. для Ri сущест-
вует окрестность Ui множества Ri в Σ такая, что Ri есть максимальное

замкнутое инвариантное множество в Ui;

3. множества Ri (i = 1, k) неразложимы, т.е. не представимы в виде дизъ-
юнктного объединения двух своих непустых замкнутых инвариантных

подмножеств.

Пусть y ∈ Y и p ∈ Xy = h−1(y). Обозначим черезW s
δ (p) = {x ∈ Xy|ρ(xt, pt) ≤

δ, t ≥ 0} и W u
δ (p) = {x ∈ Xy|ρ(xt, pt) ≤ δ, t ≤ 0}. Будем говорить, что ком-
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пактное инвариантное множество Λ ⊆ X гиперболично (неавтономная си-

стема < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > имеет гиперболическую структуру на Λ),
если выполнены следующие условия:

1. W s
δ (p)

⋂

W u
δ (p) = {p} при всех p ∈ Λ, W s

δ (p) и W
u
δ (p) подмногообразия

из Xy, гомеоморфные замкнутому диску в Rk и Rn−k соответственно.
При этом, если ρ(p, q) ≤ γ (p, q ∈ Xy), то W

s
δ (p)

⋂

W u
δ (q) 6= ∅;

2. πtW s
δ (p) ⊆ W s

δ (π
tp) при всех t ≥ 0 и πtW u

δ (p) ⊇ W u
δ (πtp) при всех t ≤ 0

и при каждом p ∈ Λ;

3. подмногообразия W s
δ (p) и W

u
δ (p) непрерывно зависят от точки p ∈ Λ в

метрике Хаусдорфа;

4. а. ρ(p1t, p2t) ≤ N e−νtρ(p1, p2) при всех p1, p2 ∈W s
δ (p) и t ≥ 0 и

б. ρ(p1t, p2t) ≤ N eνtρ(p1, p2) при всех p1, p2 ∈W u
δ (p) и t ≤ 0.

Замечание

1. Если Λ ⊆ X является гиперболическим в общепринятом смысле [6],
[18], то при некоторых дополнительных условиях гладкости множество

Λ будет гиперболическим и в смысле вышеприведенного определения.
Обратное, вообще говоря, не верно;

2. Для автономных динамических систем с дискретным временем близкое
понятие (аксиома A#) содержится в работе [1].

Теорема [40], [41]. Пусть Y компактное минимальное множество, Σ ком-
пактное инвариантное множество из X и выполнено одно из следующих

условий:

1. число минимальных множеств в Σ конечно;

2. если в Σ содержится бесконечное число минимальных множеств, то
на множестве M(Σ) (M(Σ) замыкание множества всех рекуррентных

движений из Σ), кроме, быть может, конечного числа изолированных
минимальных множеств, неавтономная система имеет гиперболическую

структуру.

Тогда отношение ∼ разбивает R(Σ) на конечное число различных классов

эквивалентности.
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Теорема [40], [41]. Пусть Y компактное минимальное множество,

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > неавтономная диссипативная система и на ее

центре Левинсона J выполнены условия теоремы 3.2. Тогда:

1. отношение ∼ разбивает множество R(J) на конечное число различных
классов эквивалентности, т.е. R(J) = R1

∐R2

∐

...
∐Rk;

2. множестваRi (i = 1, k) замкнуты, инвариантны, неразложимы, локаль-
но максимальны и в наборе {R1,R2, ...,Rk} нет r-циклов r ≥ 1;

3. J =
⋃{W u(Ri)|i = 1, k}.

Теорема [36]. Пусть Y компактное минимальное множество, вектор-

ное расслоение (X, h, Y ) одномерно, неавтономная динамическая система
< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > диссипативна и J ее центр Левинсона. Если

M(J) гиперболично, то:

1. в J содержится лишь конечное число различных минимальных мно-

жеств M1,M2, ...,Mk, каждое из которых гомеоморфно Y и

M(J) = M1

∐

M2

∐

...
∐

Mk;

2. какова бы ни была точка x ∈ J существуют точки p1 и p2 из M(J)
такие, что h(x) = h(p1) = h(p2), и выполнены соотношения

lim
t→+∞

ρ(xt, p1t) = 0 и lim
t→+∞

ρ(xt, p1t) = 0; (41)

3. если x∈J и γi(y) = Mi

⋂

Xy (i = 1, k), то:

(a) lim
t→+∞

ρ(xt, γ1(y)t) = 0 при x < γ1(y) y = h(x) и

(b) lim
t→+∞

ρ(xt, γk(y)t) = 0 при x > γk(y);

4. ∂J = M1

⋃

Mk и ∂J равномерно асимптотически устойчиво в положи-

тельном направлении, где ∂J граница J .

3.3 Метод функций Ляпунова.

В этом параграфе приводятся критерии различного типа диссипативности и

конвергентности в терминах функций

Ляпунова. В теоремах 3.3-3.3 предполагается, что (X, h, Y ) является ба-

наховым расслоением, а Y компактным (кроме теоремы 3.3).
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Теорема [65]. Пусть (X,T1, π) вполне непрерывна. Для того, чтобы

неавтономная динамическая система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > была огра-
ниченно k-диссипативной, необходимо и достаточно, чтобы существовали

число r > 0 и непрерывная функция V : Xr → R (Xr = {x ∈ X| |x| ≥ r}),
обладающая следующими свойствами:

1. множество {x ∈ X|V (x) ≤ c} ограничено при любом c ∈ R;

2. если xτ ∈ Xr при всех τ ∈ [0, t], то V (xt) ≤ V (x);

3. линии уровня функции V не содержат ω-предельных точек динамиче-
ской системы (X,T1, π).

Лемма Пусть (X,T1, π) вполне непрерывна, < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >
неавтономная динамическая система и существуют r > 0 и непрерывная

функция V : Xr → R, удовлетворяющая условиям:
а. множество {x ∈ Xr|V (x) ≤ c} ограничено при любом c ∈ R;

б. если xτ ∈ Xr при всех τ ∈ [0, t], то V (xt) ≤ V (x). Тогда следующие
условия эквивалентны:

1. линии уровня функции V не содержат ω предельных точек динамиче-
ской системы (X,T1, π).

2. линии уровня функции V не содержат положительных полутраекторий

динамической системы (X,T1, π).

Теорема [65] Пусть (X,T1, π) вполне непрерывна. Для того, чтобы ди-

намическая система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > была ограниченно k-дисси-
пативной, необходимо и достаточно, чтобы существовали число r > 0 и
непрерывная функция V : Xr → R, обладающая следующими свойствами:

1. множество {x ∈ Xr|V (x) ≤ c} ограничено при любом c ∈ R;

2. если xτ ∈ Xr при всех τ ∈ [0, t] (t > 0), то V (xt) < V (x).

Теорема [65]. Пусть R+ ⊆ T1 и (X,T1, π) асимптотически компакт-
на. Для того, чтобы неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > была

локально k-диссипативной, необходимо и достаточно, чтобы существовали
r > 0 и непрерывная функция V : X → R, удовлетворяющая следующим
условиям:

1. при всех c ∈ R множество {x ∈ Xr|V (x) ≤ c} ограничено;
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2. вдоль траекторий системы (X,T1, π) функция V является невозраста-

ющей, т.е. V (xt) ≤ V (x) при всех x ∈ X и t ≥ 0;

3. если xτ ∈ Xr при всех τ ∈ [0, t] (t > 0), то V (xt) < V (x).

Неавтономную систему < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > назовем ограничен-
ной, если для любого R > 0 существует C(R) > 0 такое, что |xt| ≤ C(R)

при всех |x| ≤ R и t ≥ 0.

Теорема [65]. Пусть R+ ⊆ T1 и (X,T1, π) асимптотически компакт-

на. Для того, чтобы неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > была

ограниченной и ограниченно k-диссипативной, необходимо и достаточно,

чтобы существовали r > 0 и непрерывная и ограниченная на ограниченных
множествах функция V : Xr → R, обладающая следующими свойствами:

1. при любом c ∈ R множество {x ∈ Xr|V (x) ≤ c} ограничено;

2. если xτ ∈ Xr при всех τ ∈ [0, t], то V (xt) ≤ V (x).

3. линии уровня V не содержат ω-предельных точек динамической систе-
мы (X,T1, π).

Теорема [65] Пусть R+ ⊆ T1 и < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > неавтономная
динамическая система. Если существуют r > 0 и функция V : Xr → R,

обладающая следующими свойствами:

1. при любом c ∈ R множества {x ∈ Xr|V (x) ≤ c} и {V (x)|x ∈ Xr, |x| ≤ c}
ограничены;

2. V̇π(x) ≤ −W (x) при всех x ∈ Xr, где W : R+ → R+ положительна на

[r,+∞), а V̇π(x) = lim
t↓0
t−1[V (xt− V (x)]. Тогда существует R0 > 0 такое,

что для любого R > 0 найдется l(R) > 0, при котором |xt| ≤ R0 при

всех t ≥ l(R) и |x| ≤ R.

Следствие Пусть R+ ⊆ T1 и < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > неавтономная

динамическая система. Если существует функция V : X → R, удовлетворя-
ющая следующим условиям:

1. при любом c > 0 множество {V (x)|x ∈ X, |x| ≤ c} ограничено;

2. V (x) ≥ γ1|x|m −D1 (γ1, D1,m > 0) при всех x ∈ X;
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3. V̇π(x) ≤ −γ2V (x) +D2 (γ2, D2 > 0) при всех x ∈ X,

то существует R0 > 0 такое, что для любого R > 0 найдется l(R) > 0,
при котором |xt| ≤ R0 при всех |x| ≤ R и t ≥ l(R).

Замечание

1. Теоремы 3.3-3.3 были получены в [42], [32], [35] для неавтономных си-
стем в конечномерном пространстве. В бесконечномерном случае соот-
ветствующие результаты содержатся в [43] и [65].

2. Следствие 3.3 в автономном случае уточняет хорошо известный факт
(см., например [55], [56]), который часто используется для установления

диссипативности того или иного конкретного эволюционного уравнения

в частных производных.

В заключение этого параграфа приведем некоторые критерии конвер-

гентности неавтономных диссипативных систем в терминах функций Ляпу-
нова, зависящих от двух пространственных переменных.

Теорема [42], [45], [67]. Пусть (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-дисси-
пативны. Для того, чтобы неавтономная динамическая система < (X,T1, π),

(Y,T2, σ), h > была конвергентной, необходимо и достаточно, чтобы сущест-
вовала непрерывная функция V : X×̇X → R+ (X×̇X = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ X,

h(x1) = h(x2)}), удовлетворяющая следующим условиям:

1. V положительно определена, т.е. V (x1, x2) = 0 тогда и только тогда,
когда x1 = x2;

2. V (x1t, x2t) ≤ V (x1, x2) при всех t ≥ 0 и (x1, x2) ∈ X×̇X;

3. V (x1t, x2t) = V (x1, x2) при всех t ≥ 0 тогда и только тогда, когда
x1 = x2.

Теорема [42], [45], [67]. Пусть (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-дисси-

пативны. Для того, чтобы неавтономная динамическая система

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > была конвергентной, необходимо и достаточно,

чтобы существовала непрерывная функция V : X×̇X → R+, удовлетворяю-
щая следующим условиям:

1. V положительно определена;

2. V (x1t, x2t) < V (x1, x2) при всех t ≥ 0 и (x1, x2) ∈ X×̇X \ ∆X , где ∆X =
{(x, x) = |x ∈ X}.
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Теорема [42], [45], [67], [33]. Пусть (X,T1, π) и (Y,T2, σ) компактно k-

диссипативные динамические системы и существует непрерывная функция

V : X ×X → R+, удовлетворяющая следующим условиям:

1. V положительно определена;

2. V (x1t, x2t) ≤ ω(V (x1, x2), t) при всех (x1, x2) ∈ X×̇X \ ∆X и t ≥ 0,

где ω : R+ × R+ → R+ неубывающая по первой переменной функция и

ω(r, t) → 0 при t→ +∞ при каждом r ∈ R+.

Тогда неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > конвергентна.

Следствие Условие 2. теоремы 3.3 выполняется, если функция V :
X×̇X → R+ удовлетворяет одному из следующих условий:

1. V (x1t, x2t) ≤ N e−νtV (x1, x2) при всех t ≥ 0 и (x1, x2) ∈ X×̇X, где N и

ν некоторые положительные числа. В этом случае ω(r, t) = N e−νtr;

2. V (x1t, x2t) ≤ 2V (x1, x2)[2+ tV (x1, x2)]
−1 при всех t ≥ 0 и (x1, x2) ∈ X×̇X

(ω(r, t) = 2r[2 + rt]−1).

3.4 Однородные и линейные системы.

Пусть (X, h, Y ) локально тривиальное банахово расслоение. Неавтономную
систему < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > назовем однородной порядка k = 1, если

π(λx, t) = λπ(x, t) при всех λ ≥ 0, x ∈ X и t ∈ T1. Автономную дина-
мическую систему (X,R+, π) назовем однородной порядка k (k ≥ 1), если

π(λx, t) = λπ(x, λk−1t) при всех λ ≥ 0, x ∈ X и t ∈ R+.
Если x ∈ X, то положим |x| = ρ(x, θh(x)), где θy y ∈ Y нулевой элемент

линейного пространства Xy и Θ = {θy|y ∈ Y } нулевое сечение векторно-
го расслоения (X, h, Y ). Через Xs обозначим устойчивое многообразие <

(X,T1, π),
(Y,T2, σ), h >, т.е. Xs = {x ∈ X| lim

t→+∞
|xt| = 0}.

Теорема [42], [47], [44], [52]. Пусть неавтономная система

< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > однородна порядка k = 1, и (Y,T2, σ) поточечно

k-диссипативна. Тогда следующие условия эквивалентны:

1. < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > поточечно k-диссипативна, т.е. (X,T1, π) по-
точечно k-диссипативна;

2. Xs = X.
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Теорема [42], [47], [44], [52]. Пусть < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > однород-

ная порядка k = 1 и следующие условия эквивалентны:

1. неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > компактно k-диссипа-
тивна;

2. < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > конвергентна.

Теорема Пусть < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > однородна порядка k = 1 и

Y компактно, тогда следующие условия эквивалентны:

1. неавтономная динамическая система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > ком-
пактно k-диссипативна;

2. Xs = X и множество Θ
⋂

h−1(JY ) равномерно устойчиво, т.е. для лю-

бого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что |x| < δ влечет |xt| < ε при
всех t ≥ 0;

3. в случае, когда векторное расслоение (X, h, Y ) является нормирован-
ным (т.е. метрика ρ на слоях (X, h, Y ) согласована с нормой) суще-
ствует положительное число N такое, что

|xt| ≤ N |x| (42)

при всех x ∈ X, t ≥ 0 и x ∈ X.

Теорема [42], [47], [44], [52]. Пусть < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > однородна
порядка k = 1 и Y компактно, тогда следующие условия эквивалентны:

1. < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > локально диссипативна, т.е. (X,T1, π) ло-

кально диссипативна;

2. Xs = X и нулевое сечение Θ векторного расслоения (X,T1, π) является
равномерно притягивающим, т.е. существует γ > 0 такое, что

lim
t→+∞

sup
|x|≤γ

|π(x, t)| = 0; (43)

3. в случае, когда векторное расслоение является нормированным, су-

ществуют положительные числа N и ν такие, что

|π(x, t)| ≤ N e−νt|x| (44)

при всех x ∈ X и t ≥ 0.

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 38



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 3, 2003

Следствие Теоремы 3.4-3.4 имеют место и для автономных однородных

(порядка k ≥ 1) систем с непрерывным временем.

Неавтономная система < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > называется линейной,

если при каждом y ∈ Y и t ∈ T1 отображение π
t : Xy → XσtY линейно.

Теорема [42], [44], [52], [69]. Пусть < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h > групповая
(т.е. T = R или Z) линейная неавтономная система, Y компактно, (X,T1, π)
нормированное векторное расслоение и существуют положительные числа

M и a, что |πtx| ≤ Mea|t||x| (x ∈ X t ∈ T). Тогда следующие условия
эквивалентны:

1. существуют положительные числа N и ν такие, что выполнено (44)

при всех x ∈ X и t ≥ 0;

2. существует функция V : X → R+, обладающая следующими свойства-
ми:

(a) V есть некоторая норма на (X, h, Y );

(b) существуют положительные числа α и β такие, что α|x| ≤ V (x) ≤
β|x| (x ∈ X);

(c) V̇π(x) = −|x| (x ∈ X), где V̇π(x) = lim
t↓0

t−1[V (xt)− V (x)] при T = R и

V̇π(x) = V (x1) − V (x), если T = Z.

Неавтономную динамическую систему < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > назо-
вем линейной неоднородной системой, порожденной линейной однородной

системой < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >, если выполнены следующие условия:

1. существует гомоморфизм q динамической системы (Z,T2, λ) в (Y,T2, σ);

2. при каждом y ∈ (q ◦p)(W ) ⊆ Y пространствоWy = (q ◦p)−1(y) является
афинным, а векторное пространство Xy = h−1(y), присоединенным к

Wy ([58], стр. 175). Отображение µt : Wy → Wσty является афинным, а
πt : Xy → Xσty является ее линейной присоединенной функцией ([58],
стр. 179), т.е. Xy = {w1 − w2|w1, w2 ∈ Wy} и µtw1 − µtw2 = πt(w1 − w2)

при всех w1, w2 ∈Wy и t ∈ T.

Теорема Пусть < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > линейная неоднородная дина-
мическая система и (Z,T2, λ) компактно k-диссипативна. Тогда следующие

условия эквивалентны:

1. < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > компактно k-диссипативна;
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2. < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > конвергентна.

Теорема [33]. Пусть < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > линейная неоднородная

система, порожденная однородной системой < (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >, T2 =
R или Z, и q гомоморфизм (Z,T2, λ) на (Y,T2, σ). Если Y и Z компактны

и (X, h, Y ) нормированное векторное расслоение, то линейная неоднородная
система < (W,T1, µ), (Z,T2, λ), ρ > локально k-диссипативна тогда и только

тогда, когда локально k-диссипативна порождающая ее однородная система
< (X,T1, π), (Y,T2, σ), h >.

3.5 Глобальные аттракторы коциклов и оттягивающие назад

(pullback) аттракторы

Пусть W и Y полные метрические пространства, (Y, Sσ) групповая ди-
намическая система на Y , и < W,ϕ, (Y, S, σ) > коцикл над (Y, S, σ) со

слоем W , X = W × Y , (X,T, π) косое произведение (т.е. π = (ϕ, σ)) и
< (X,T, π), (Y, S, σ), h (h = pr2) соответствующая неавтономная динамиче-

ская система.
Если M ⊆ W , то положим

Ωy(M) =
⋂

t≥0

⋃

τ≥t
ϕ(τ,M, σ−ty) (45)

для каждого y ∈ Y , где σ−ty = σ(−t, y).
Лемма [51]. Имеют место следующие утверждения:

1. точка p ∈ Ωy(M) тогда и только тогда, когда существуют tn → +∞ и

{xn} ⊆M такие, что p = lim
n→+∞

ϕ(tn, xn, σ−tny);

2. U(t, y)Ωy(M) ⊆ Ωσty(M) при всех y ∈ Y и t ∈ T, где U(t, y) = ϕ(t, ·, y);
3. какова бы ни была точка w ∈ Ωy(M), движение ϕ(t, w, y) определено на

S;

4. если существует непустой компакт K ⊂W такой, что

lim
t→+∞

β(ϕ(t,M, σ−ty), K) = 0, (46)

то Ωy(M) 6= ∅, компактно,

lim
t→+∞

β(ϕ(t,M, σ−ty),Ωy(M)) = 0 (47)
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и

U(t, y)Ωy(M) = Ωσty(M) (48)

при всех y ∈ Y и t ∈ T

Коцикл < W,ϕ, (Y, S, σ) > называют [51] компактно диссипативным,
если существует непустой компакт K ⊆W такой, что

lim
t→+∞

sup{β(U(t, y)M,K)|y ∈ Y } = 0 (49)

для любого M ∈ C(W ).

Лемма [51]. Пусть Y компактно. Для того, чтобы коцикл

< W,ϕ, (Y, S, σ) > был компактно диссипативным, необходимо и достаточ-
но, чтобы косое произведение (X,T, π) (X = W × Y и π = (ϕ, σ)) было

компактно диссипативным.

Целое траекторией полугрупповой динамической системы (X,T, π) (со-

ответственно коцикла < W,ϕ, (Y, S, σ) >), проходящей через точку x ∈ X
((u, y) ∈ W × Y ), называют непрерывное отображение γ : S → X (ν : S →
W ), удовлетворяющее условиям:

1. γ(0) = x (ν(0) = u) и

2. πtγ(τ) = γ(t+ τ) (ν(t+ τ) = ϕ(t, ν(τ), στy))

при всех t ∈ T и τ ∈ S.

Теорема [51]. Пусть Y компактно, коцикл < W,ϕ, (Y, S, σ) > компакт-
но диссипативен и K непустой компакт, фигурирующий в равенстве (49).

Тогда:

1. Iy = Ωy(K) 6= ∅ компактно, Iy ⊆ K и

lim
t→+∞

β(U(t, σ−ty)K, Iy) = 0 (50)

при каждом y ∈ Y ;

2. U(t, y)Iy = Iσty при всех y ∈ Y и t ∈ T;

3.
lim
t→+∞

β(U(t, σ−ty)M, Iy) = 0 (51)

при всех M ∈ C(W ) и y ∈ Y ;

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 41



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 3, 2003

4.

lim
t→+∞

sup{β(U(t, σ−ty)M, I)|y ∈ Y } = 0, (52)

каково бы ни было M ∈ C(W ), где I =
⋃{Iy|y ∈ Y };

5. Iy = pr1Jy при всех y ∈ Y , где J центр Левинсона (X,T, π), и, следова-
тельно, I = pr1J ;

6. множество I замкнуто и компактно;

7. pr2J = Y ;

8. множество I связно, если выполнено одно из следующих условий:

(a) T = R+ и пространства W и Y связны;

(b) T = Z+ и пространствоW ×Y обладает свойством (S), либо связно
и локально связно.

Замечание Теорема 3.5 усиливает и уточняет основные результаты

[78], [8] для бесконечномерных систем и [102] для конечномерных систем.

Семейство непустых компактов {Iy|y ∈ Y } (Iy ∈ C(W )) называют [84],

[108] оттягивающим назад (pullback) аттрактором коцикла < W,ϕ, (Y, S, σ) >,
если выполнены следующие условия:

1. {Iy|y ∈ Y } инвариантно относительно коцикла ϕ, т.е. U(t, y)Iy = Iσty

при всех y Y и t ∈ T, где U(t, y) = ϕ(t, ·, y);

2. равенство (51) имеет место для каждого y ∈ Y и M ∈ C(W ).

Согласно лемме 3.5 и теореме 3.5, если коцикл < W,ϕ, (Y, S, σ) > ком-

пактно диссипативен, то косое произведение (X,T, π) (X = W × Y, π =
(ϕ, σ)) является компактно диссипативным и семейство непуcтых компак-

тов {Iy|y ∈ Y } (где Iy = pr1Jy, J центр Левинсона (X,T, π) и Jy = J
⋂

(W ×
{y})) является оттягивающим назад аттрактором коцикла ϕ.

Лемма [73]. Пусть {Iy|y ∈ Y } оттягивающий назад аттрактор коцикла
< W,ϕ, (Y, S, σ) >, тогда множество

J =
⋃

{Iy × {y}|y ∈ Y } (53)

является максимальным компактным инвариантным множеством динами-
ческой системы (X,T, π).
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Коцикл < W,ϕ, (Y, S, σ) > называется [73] α-уплотняющим, если множе-

ство ϕ(t, B, Y ) ограничено и α(ϕ(t, B, Y )) < α(B) для любого t > 0 и ограни-
ченного подмножества B ⊂ W с условием α(B) > 0, где α мера некомпакт-

ности

Куратовского на W .

Теорема [73]. Пусть коцикл < W,ϕ, (Y, S, σ) > является α-уплотняю-
щим и {Iy|y ∈ Y } его оттягивающий назад компактный глобальный аттрак-
тор. Тогда множество J , определенное равенством (53), асимптотически ус-
тойчиво в (X,T, π). Если кроме того W s(J) = X, то J является глобальным

компактным аттрактором (X,T, π) и, следовательно, коцикл ϕ компактно
диссипативен.

Приводимый ниже пример показывает, что коцикл ϕ может допускать
оттягивающий назад компактный глобальный аттрактор, но не быть ком-
пактно диссипативным (J будет локальным аттрактором (X,T, π), но не

будет его глобальным аттрактором).

Пример [73]. Пусть f : R → R непрерывная функция, определенная
равенством

f(t) = −
(

1 + t

1 + t2

)2

, t ∈ R,

и пусть (Y,R, σ) динамическая система сдвигов на Y = H(f) = {fτ : τ ∈ R},
fτ сдвиг функции f на τ и чертой обозначено замыкание в открыто-ком-

пактной топологии. Заметим, что

P = H(f) =
⋃

{fτ |τ ∈ R} ∪ {0}.

Пусть E функционал, определенный на C(R,R) при помощи равенства

E(f) = f(0) ∈ R.

Лемма [73]. Функционал

γ(p) = −
∫ +∞

0

e−τE(στp)dτ = −
∫ +∞

0

e−τp(τ)dτ

определен и непрерывен на Y = H(f), и функция от t ∈ R, определенная
равенством

γ(σtp) = −et
∫ +∞

t

e−τp(τ)dτ =







1
1 + (t+ h)2 : p = σhf

0 : p = 0,
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является единственным ограниченным на R решением дифференциального

уравнения

x′ = x+ E(σtp) = x+ p(t).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

u′ = g(σtp, u), (54)

где

g(p, u) =



























−u−E(p)u2 : 0 ≤ uγ(p) ≤ 1, p 6= 0

− 1
γ(p)

(

1 +
E(p)
γ(p)

)

: 1 < uγ(p), p 6= 0

−u : 0 ≤ u, p = 0

.

Легко заметить, что уравнение (54) имеет единственное решение, проходя-
щее через точки u0 ∈ W = R+ при t = 0, и определенное на R. Таким

образом определен коцикл < W,ϕ, (Y,R, σ) >, где W = R+, Y = H(f) и

ϕ(t, u0, p) =























u0

et(1 − u0γ(p)) + u0γ(σtp)
: 0 ≤ u0γ(p) ≤ 1, p 6= 0

u0 + 1
γ(σtp)

− 1
γ(p)

: 1 < u0 γ(p), p 6= 0

e−tu0 : 0 ≤ u0, p = 0

. (55)

По построению коцикл ϕ допускает единственное компактное инвариантное

множество {Ip|p ∈ Y }, где Ip = {0} для любого p ∈ Y . Кроме того, семейство
компактов {Ip|p ∈ Y } является оттягивающим назад аттрактором ϕ, так
как

ϕ(t, u0, σ−tp) =























u0

et(1 − u0γ(σ−tp)) + u0γ(p)
: 0 ≤ u0γ(p) ≤ 1, p 6= 0

u0 + 1
γ(p)

− 1
γ(σ−tp)

: 1 < u0 γ(p), p 6= 0

e−tu0 : 0 ≤ u0, p = 0

.

Заметим, что ϕ(t, u, σ−tp ≤ 1
2Le

− 1

2
t для любых u ∈ [0, L], L ≥ 0 и p ∈ Y

при достаточно больших t, и, следовательно, {Ip|p ∈ Y } (Ip = {0}) является
оттягивающим назад аттрактором коцикла ϕ. Из равенства (55) следует,
что

W s(J) = {(u, p)|p ∈ Y, u ∈ R+, uγ(p) < 1} 6= X,

где J =
⋃{Ip × {p}|p ∈ Y } и X = R+ × Y . Нужный пример построен.
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3.6 Заключение.

Из-за ограниченности объема данной статьи мы здесь совершенно не косну-

лись приложений к различным классам дифференциальных уравнений (как
обыкновенных, так и уравнений с частными производными), функциональ-
но-дифференциальных уравнений, разностных уравнений и некоторым дру-

гим типам уравнений. Многочисленные приложения к уравнениям с част-
ными производными содержатся в обзорах [14], [55] и монографиях [3], [80],

[82], [97], [100], [103], [116], [114]. Что касается приложений к функциональ-
но-дифференциальным уравнениям, то эти вопросы хорошо отражены в ра-

ботах [26], [95], [97], [96]. В работах автора [29], [31], [32], [34], [36], [37], [38],
[42], [43], [44], [45], [46], [51], [65], [52], [67], [69] систематически изучают-

ся неавтономные диссипативные дифференциальные уравнения (в основном
обыкновенные дифференциальные уравнения как в конечномерных, так и в
бесконечномерных пространствах) с точки зрения абстрактных динамиче-

ских систем. Наш подход к изучению неавтономных диссипативных диффе-
ренциальных уравнений с точки зрения общих неавтономных динамических

систем состоит в следующем: с каждым неавтономным дифференциальным
уравнением вида (1) связывается некоторая неавтономная динамическая си-

стема (см., например, §1., гл.1), при этом полученная неавтономная динами-
ческая система допускает компактный глобальный аттрактор, если (1) дис-
сипативно (а в бесконечномерном случае в сочетании с некоторыми услови-

ями, типа компактности на оператор сдвига вдоль траекторий) и наоборот.
Применяя общие результаты, относящиеся к абстрактным динамическим

системам, к неавтономной динамической системе, порожденнной уравнени-
ем (1), получаем соответствующие результаты для уравнений вида (1).

Идея применения методов теории абстрактных динамических систем к изу-
чению неавтономных дифференциальных уравнений сама по себе не но-

ва. Oна уже более трех десятилетий успешно применяется для решения
различных задач в теории линейных и нелинейных неавтономных диффе-
ренциальных уравнений. Впервые такой подход к неавтономным диффе-

ренциальным уравнениям был применен в середине 60-ых годов в работах
В.М.Миллионщикова, Б.А.Щербакова, Л.Г.Дейсача и Дж.Селла, Р.К.Мил-

лера, Дж.Сейферта, позднее в работах Р.Джонсона, В.В.Жикова, И.У.Брон-
штейна, а затем и многих других математиков, в том числе и в работах

автора этой статьи. Как уже отмечалось выше, этот подход состоит в том,
чтобы с каждым неавтономным уравнением (1) связывается пара автоном-

ных динамических систем и гомоморфизм первой на вторую. При этом в
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одну динамическую систему, грубо говоря, закладывается информация о

правой части уравнения (как то: периодичность, почти периодичность, ре-
куррентность, компактность и т.д.), а во вторую - информация о решениях

рассматриваемого уравнения.
Другой подход к изучению неавтономных дифференциальных уравнений

предложен в работах В.И.Зубова, а затем развит в работах С.М.Дафермоса,
Дж.Хейла, В.В.Шестакова и многих других авторов. Суть этого подхода
состоит в том, что с каждым неавтономным дифференциальным уравнени-

ем (1) связывается двухпараметрическое семейство отображений фазового
пространства (по терминологии некоторых авторов- процесс).

В начале оба эти подхода развивались независимо, однако позднее между
ними была установлена связь (см. по этому поводу например [86], [107]).

Дадим краткое описание этой связи. Напомним, что процессом на полном
метрическом пространстве X1 называется двухпараметрическое семейство

{U(t; τ) |t ∈ R, τ ∈ R+} отображений X1 в себя, удовлетворяющее следую-
щим условиям:

1. U(t; 0)x = x при всех t ∈ R и x ∈ X1;

2. U(t;σ + τ) = U(t+ τ ;σ)U(t; τ) для всех t ∈ R и σ, τ ∈ R+;

3. отображение (t, τ, x) → U(t, τ)x непрерывно по совокупности аргумен-
тов.

Сдвигом на s ∈ R процесса U(t, τ) называют процесс Us(t, τ), определен-
ный по правилу: Us(t, τ) = U(s+ t, τ) при всех (t, τ) ∈ R × R+. В простран-

стве всех процессов, определенных на X1 вводится сходимость следующим

образом: Un(t, τ) → U(t, τ), если при каждом τ ∈ R+ и x ∈ X1

lim
n→+∞

sup
t∈R

ρ(Un(t; τ)x, U(t; τ)x) = 0.

Через H(U) обозначим множество всех пределов последовательностей вида

{Usn
(t; τ)}, где {sn} ⊂ R. Положим Y = H(U) и обозначим через (Y,R, σ)

динамическую систему сдвигов на Y . ПустьX = X1×Y и (X,R+, π) динами-

ческая система на X, определенная по следующему правилу: π((x, V ), τ) =
(V (0; τ)x, Vτ) для любых V ∈ H(U) = Y , x ∈ X и τ ∈ R+, тогда трой-
ка < (X,R+, π), (Y,R, σ), h > (h = pr2 : X → Y ) является неавтономной

динамической системой.
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[94] J.K.Hale, L.Magalhães and W.Oliva. An Introduction to Infinite
Dimensional Dynamical Systems - Geometric Theory. Springer, 1984.

[95] J.K.Hale. Asymptotic behavior and dynamics in infinite dimensions. In
Nonlinear Differ. Equations, pp.1–42. Boston e. á, 1985.
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